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Vorrede. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  hat  in  ihrer  äusseren  (iestalt 
bei  verschiedenen  Vertretern  dieses  Wissenszweiges  zur  Zeit  ein  so  ver- 
schiedenartiges Aussehen,  dass  man  beim  Uebergang  von  einer  Darstclhing 
zur  anderen  in  ein  neues  Gebiet  einzutreten  glaubt.  Sieht  man  jedoch 
näher  zu,  so  zeigt  sich,  dass  der  Unterschied  nicht  so  sehr  im  Wesen 
und  in  den  Ergebnissen,  als  in  der  Ausdrucksfonn  und  der  Anordnung  des 
Stoffes  liegt,  je  nachdem  der  Urheber  seine  Theorie  an  diejenige  der 
Abel'schen  Integrale  oder  an  die  Lehre  von  den  Potenzreihen  oder  an 
identische  Umformungen  von  rationalen  Functionen  zweier  Veränderlichen 
oder  an  den  zahlentheoretischen  Begriff  des  Ideals  u.  s.  w.  anschliesst. 

Als  im  Jahr  1891  die  Vereinigung  deutscher  Mathematiker  in  Halle 
den  Wunsch  aussprach,  es  möchte  über  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  ein  Referat  erstattet  werden,  lag  wohl  der  Gedanke  zu  Grunde, 
dass  es  sich  um  eine  kritisch -vergleichende  Besprechung  jener  ver- 
schiedenen Auffassungen  handele,  welche  die  Vorzüge  und  die  Trag- 
weite jeder  Einzeltheorie  feststellen  und  den  bequemen  Uebergang 
von  einem  System  zum  anderen  ermöglichen  solle.  Auch  wir  fassten 
dieses  Ziel  ins  Auge,  als  wir  die  Aufforderung  des  Vorstandes  der 
Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  auf  Erstattung  eines  solchen  Re- 
ferates annahmen.  Wir  hatten  uns  jedoch  zuvor  zu  der  voraussichtlich 
ausgedehnten  Arbeit  einer  wertvollen  Beihülfe  zu  versichern  gesucht, 
welche  eine  uns  weniger  geläufige  Richtung  vertrat,  die  in  dem  Referat 
zum  gewichtigen  Ausdruck  kommen  musste.  Auf  eine  Anfrage  hatte 
sich  nämlich  Kronecker  bereit  erklärt,  durch  Vermittlung  einer  jünge- 
ren ihm  nahestehenden  Kraft  bei  dem  Unternehmen  mitzuwirken.  Von 
dem  Zusammenarbeiten  so  verschiedener  wissenschaftlicher  Interessen  an 
dem    gleichen    Werke    war    für    dieses    nur    ein    Gewinn    zu    erwarten. 
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Leider  hat  Kroneck  er 's  rasches  Ende  diesem  Plan  ein  Ziel  gesetzt. 
Denn  da  zu  befürchten  stand,  dass  auch  der  geschätzte  Mitarbeiter, 
dessen  Beistand  wir  in  Aussicht  nahmen,  durch  das  Ordnen  von  Kron- 
ecker's  Hinterlassenschaft  der  stetigen  Mitwirkung  an  unserer  Arbeit 
entzogen  werden  würde,  so  mussten  wir  uns  mit  dem  Gedanken  vertraut 
machen,  das  begonnene  Werk  allein  zu  Ende  zu  führen. 

Wollten  wir  jedoch  nicht  auf  Jahre  hinaus  unsere  Thätigkeit  auf 
einem  Gebiete  festlegen,  das  wir  überhaupt  nicht  ohne  Selbstverläug- 
nung  betreten  haben,  so  mussten  wir  uns  entschliessen,  die  eingetretene 
Lücke  unausgefüllt  und  die  auf  den  Begriffsbildungen  der  neueren 
Zahlentheorie  beruhenden  Theorien  von  Kronecker  und  von  Dede- 
kind-Weher,  sowie  die  anschliessenden  Arbeiten  unberücksichtigt  zu 
lassen.  Wenn  wir  unsere  Arbeit  mit  dieser  Lü'^ke  der  Oeffentlichkeit  über- 
geben, so  mag  uns  der  Umstand  rechtfertigen,  dass  der  ursprüngliche 
Plan,  einen  kritisch-vergleichenden  Bericht  vorzugsweise  über  den  Stand 
nur  der  heutigen  Theorien  zu  erstatten,  im  Verlauf  unserer  Studien  und 
unabhängig  von  den  erwähnten  äusseren  Umständen  eine  wesentliche 
Modification  erfahren  hat. 

Bei  näherem  Zusehen  fanden  wir  nämlich,  dass  eine  Vergleichung 
der  verschiedenen  Systeme  ohne  den  Rückhalt  einer  vorausgehenden 
knappen  Darstellung  ihres  Inhaltes  und  ihrer  Hülfsmittel,  ihrer  Grund- 
lagen und  Ziele  gegenstandlos  und  jedenfalls  für  einen  grösseren  Leser- 
kreis nicht  verständlich  gewesen  wäre.  Wegen  der  Ausdehnung  des 
Stoffes  rückte  so  die  objective  Berichterstattung  mehr  und  mehr  in  den 
Vordergrund.  Zugleich  erwies  sich  eine  Vergleichung  nur  hinsichtlich  der 
Hauptmarksteine  der  Einzeltheorien  als  durchführbar;  sie  konnte  gelegentlich 
eingeflochten  oder  in  Uebersichten  am  Schlüsse  der  Capitel  untergebracht 
werden.  Und  was  die  Kritik  angeht,  so  erwogen  wir,  dass  die  stich- 
haltigste Prohe  auf  den  Wert  einer  Theorie,  ihre  Fruchtbarkeit,  für  manche 
von  den  hier  zu  behandelnden  Systemen  noch  aussteht.  Von  mehr  als 
ephemerem  Interesse  konnte  ein  über  sie  gefälltes  Urteil  nicht  sein.  So 
haben  wir  an  Stelle  des  kritischen  Vergleichens  eine  objective  Darstellung 
der  Einzeltheorien  treten  lassen  und  hinsichtlich  der  Beurteilung  uns 
darauf  beschränkt,  gelegentliche  Bemerkungen  einzustreuen  über  die  Vor- 
züge, die  wir,  wenn  es  sich  um  das  Verfolgen  eines  bestimmten  Zieles 
handelt,  dieser  oder  jener  Theorie  zuerkennen. 

Dagegen  legten  wir  Gewicht  darauf,  den  Zuwachs  an  neuen  Ideen, 
den  die  Einzeltheorien  beibrachten,  und  ihren  Anschluss  an  die  vorhan- 
denen genauer  zu  untersuchen  und  insbesondere  den  Zeitpunkt  festzustellen, 
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in  dem  eine  Theorie  an  die  OeiTentlichkeit  getreten  ist  oder  wesentliclie 
Veränderungen  erfahren  Iiat.  Im  Verlaufe  solcher  historischen  Studien 
gelangten  wir  zu  einer  neuen  Auffassung  unserer  Aufgabe,  die  je  länger  je 
mehr  für  unsere  Thätigkeit  bestimmend  wurde. 

Grundlagen  und  Hülfsmittel  einer  Theorie  sind  erst  dann  ganz  ver- 
ständlich, wenn  man  den  Kreis  von  Anschauungen  kennt,  aus  welchem 
die  Urheber  geschöpft  haben.  Das  Wissen  der  Vorgänger  und  die  wissen- 
schaftliche Atmosphäre,  die  den  Erfinder  umgab,  zu  erkennen,  ihren 
Einfluss  auf  die  Ausgestaltung  seiner  Theorie  abzuschätzen  musste  unsere 
nächste  Aufgabe  sein.  Mancher  grosse  Fortschritt  in  der  Wissenschaft 
ist  nur  das  glückliche  Ergebnis  der  gegenseitigen  Befruchtung  heterogener 
Wissensgebiete.  Indem  wir  einer  Untersuchung  solcher  Beziehungen  und 
einer  Erforschung  der  Quellen,  aus  denen  die  Autoren  geschöpft  haben, 
nicht  auswichen,  sahen  wir  uns  zu  rückwärts  greifenden  geschicht- 
lichen Studien  genötigt,  die  um  so  mehr  Bedürfnis  und  andererseits  um  so 
zeitraubender  waren,  als  ein  Werk  über  Geschichte  der  Mathematik,  in  wel- 
chem die  Functionentheorie  —  etwa  von  dem  Zeitpunkt  der  Erfindung 
der  Differentialrechnung  an  —  in  einem  für  unsere  Zwecke  ausreichenden 
Umfange  berücksichtigt  \^^rd,  nicht  existirt.  Bei  dem  Versuche,  diese 
Lücke  auszufüllen,  mussten  wir,  um  uns  nicht  ins  Unbegrenzte  zu  ver- 
lieren ,  uns  zeitlich  auf  die  beiden  letzten  Jahrhunderte  und  inhaltlich 
auf  die  Behandlung  solcher  Wissenszweige  beschränken,  die,  wie  die 
algebraische  Geometrie,  die  Lehre  von  den  Functionen,  von  den  Potenz- 
reihen, die  Elimination  u.  s.  w.,  die  Wurzeln  bilden,  aus  denen  später  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  erwachsen  ist. 

Dabei  haben  wir  uns  hinsichtlich  der  älteren  Zeit  damit  begnügt, 
einzelne  für  die  Entfaltung  der  Theorie  wesentliche  Punkte  hervorzuheben. 
Eingehender  verfolgen  wir,  wie  sich  die  Theorie  der  Functionen  in  diesem 
Jahrhundert,  sowohl  im  allgemeinen,  wie  namentlich  nach  der  algebraischen 
Seite  hin,  entwickelt  hat;  so  besprechen  wir  Riemann's  Theorie  auch  hin- 
sichtlich ihrer  transcendenten  Hülfsmittel.  Von  den  heutigen  Theorien  der 
algebraischen  Functionen  werden  alle  diejenigen,  die  auf  nicht-transcendenter 
Grundlage  beruhen,  mit  Ausnahme  der  oben  erwähnten  arithmetischen,  in  die 
Erörterung  einbezogen,  auch  diejenige  nicht  ausgenommen,  die  Weierstrass 
bisher  nur  in  akademischen  Vorlesungen  mündlich  mitgeteilt  hat.  —  Zwar 
ist  es  sonst  nicht  üblich,  Universitätsvorträge  als  eine  Publicationsform 
anzusehen,  und  wir  wünschen,  indem  wir  von  dieser  Regel  eine  Ausnahme 
machen,  damit  keineswegs  eine  abweichende  Ansicht  auszuspreclicn.  Bei 
der  allgemeinen    Verbreitung  jedoch,  welche  die  von  Weierstrass  über 
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Abel'sche  Functionen  seit  Decennien  gehaltenen  Vorlesungen  in  teilweise 
vortrefflichen  Nachschriften  weit  über  den  Kreis  seiner  Schüler  hinaus 
gefunden  haben,  und  nachdem  zahlreiche  Einzelheiten  bereits  in  die 
Litteratur  übergegangen  sind,  gebot  es  die  Bedeutung  der  in  diesen  Vor- 
lesungen niedergelegten  Theorie,  ihren  Inhalt,  und  zwar  aus  verschiedenen 
Zeitperioden  —  wenigstens  soweit  uns  das  Material  hierfür  zur  Verfügung 
stand  — ,  in  den  Kreis  unserer  Betrachtung  mit  hereinzuziehen.  Wir 
sprechen  auch  an  dieser  Stelle  unseren  Dank  aus,  dass  uns  der  hoch- 
verehrte Gelehrte  seine  Zustimmung  zu  der  Benutzung  der  später  an- 
zuführenden Hefte,  namentlich  eines  solchen  von  Holder,  dem  wir 
für  dessen  Ueberlassung  verpflichtet  sind,  in  freundlichster  Weise  er- 
teilt hat. 

Bei  der  Fülle  des  Stoffes  war  indessen  eine  zeitliche  Begrenzung  nicht 
bloss  nach  rückwärts  sondern  auch  hinsichtlich  der  jüngsten  Production, 
namentlich  auf  angrenzenden  Gebieten,  notwendig.  Wir  mussten  uns 
versagen,  auf  die  neuere  Theorie  der  Elimination  und  der  symmetrischen 
Functionen,  auf  die  allgemeine  Functiouentheorie,  wie  sie  seit  Weier- 
strass  sich  entwickelt  hat,  auf  ihre  Anwendung  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  und  umgekehrt  der  letzteren  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen,  auf  die  Bestimmung  einer  Rie mann 'sehen 
Fläche  von  gegebener  Blätterzahl  durch  ihre  Verzweigungsstellen,  auf 
die  von  den  Italienern  ausgebildete  Lehre  von  involutorischen  Systemen 
von  Punktgruppen  einer  Curve,  auf  das  weite  Feld  der  Anwendungen, 
welche  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  —  also  die  Geometrie 
der  Punktgruppeu  auf  der  Curve  —  auf  die  Geometrie  der  rationalen 
Transformationen  der  ganzen  Ebene  und  der  höheren  Räume  gefunden  hat, 
einzugehen,  wenn  wir  nicht  Gebiete  bloss  streifen  wollten,  die  gesondert 
eine  ausführliche  Behandlung  verdienen. 

Eben  im  Begriff  abzuschliessen,  erhalten  wir  zwei  neue  Bearbeitungen 
der  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  deren  eine  von  E.  Bertini 
(Annali  di  Mat.  ser.  2,  XXII,  1894)  im  wesentlichen  die  algebraische 
Theorie  von  Brill-Noether  nach  demjeiiigen  Gange  wiedergiebt,  der  auch 
in  unserem  Bericht  eingeschlagen  wird,  während  die  andere  von  C.  Segre 
(ibid.)  sich  das  Ziel  steckt,  die  Sätze  über  die  Punktgruppen  einer 
algebraischen  Curve  mit  den  Beweismitteln  der  Geometrie  der  höheren 
Räume  und,  für  den  Fundamentalsatz,  mit  denen  der  abzählenden  Geo- 
metrie zu  begründen.  Insbesondere  die  letztere  Arbeit,  welche  auf  Grund 
von  Untersuchungen  von  Segre  und  Castelnuovo  (seit  etwa  1887)  die 
Theorie  in  neuer  Weise  entwickelt,   hätte   eine   eingehende  Besprechung 
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verlangt,  die  uns  jedoch  in  dem  vorgerückten  Stadium  unseres  Berichtes 
nicht  möglich  gewesen  ist.  Wir  hemerkcn  nur,  dass  man  in  den  beiden 
Arbeiten  zerstreut  die  von  uns  nicht  besprochene  Litteratur  über  die 
neuesten  Fortschritte  der  italienischen  Geomcter  auf  dem  Gebiete  der 
Ourveutheorie  zum  grösseren  Teile  angeführt  findet. 

Der  Bericht  über  die  zeitgenössische  Production  war  erschwert  durch 
den  Umstand,  dass  wir,  als  Mitvertreter  einer  der  besprochenen  Richtungen, 
in  gewissem  Sinne  Partei  sind.  So  sehr  wir  uns  auch  einer  objectiven  Dar- 
stellung befleissigt  haben,  so  werden  wir  doch  dem  Vorwurfe  der  Einseitig- 
keit kaum  entgehen.  Indessen  ist  zu  bedenken,  dass  der  Mitarbeiter  mit  den 
treibenden  Ideen  und  den  Zielen  eines  Wissenszweiges  länger  und  genauer 
vertraut  ist,  als  derjenige,  der  sich  einem  Gebiete  zum  Zwecke  der  Be- 
richterstattung erst  von  aussen  naht.  Und  wenn  mehr  oder  weniger  ein 
Jeder  je  nach  Neigung  und  Anlage  Partei  ist,  so  fordert  gerade  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen,  die  seit  Des  cartes  sich  in  stetem 
Wechsel  der  Förderung  bald  von  Seiten  der  algebraischen  bald  der  tran- 
scendenten  Functionenlehre  zu  erfreuen  hatte,  mehr  wie  andere  zur  Partei- 
nahme heraus.  Auch  in  dieser  Hinsicht  bilden  die  vor  kurzem  in 
lithographirten  Heften  herausgegebenen  Vorlesungen  von  Klein  über 
Rie  mann 'sehe  Flächen  (math.  Seminar  der  Univers.  Göttingen,  1892) 
eine  willkommene  Ergänzung  zu  unserer  Arbeit,  auf  die  hinzuweisen  wir 
nicht  unterlassen  wollen.  Klein  skizzirt  in  diesen  Vorlesungen  eine 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  auf  Grundlage  seiner  Auffassung 
der  transcendenten  Riemann 'sehen  Theorie  und  nimmt  Gelegenheit,  in 
historischen  Excursen  die  modernen  Theorien  kritisch  zu  besprechen  und 
auf  Vorschläge  zu  neuen  Fragestellungen  einzugehen.  Haben  diese  Vor- 
lesungen in  den  Zielen  manches  mit  unserer  Arbeit  gemeinsam,  so  unter- 
scheiden sie  sich  doch  von  ihr  einerseits  hinsichtlich  der  Behandlung,  in- 
dem Klein  die  fremden  Gedankengänge  im  Sinne  seiner  eigenen  Auffassung 
bearbeitet,  andererseits  in  Bezug  auf  den  Stoff,  da  Klein  sich  darauf 
beschränkt.  Einzelnes  herauszuheben.  Unter  anderem  enthält  die  Vor- 
lesung ein  eingehendes  Referat  über  die  arithmetischen  Theorien  von 
Kro necker  und  Dedekind- Weber  —  ein  Grund  mehr  für  uns,  diese 
Richtung  nicht  gleichfalls  zu  bearbeiten. 

Uebrigens  bietet  auch  in  unserer  Darstellung  der  historische  Teil, 
wie  umfangreich  er  auch  erscheint,  nur  das  Mittel,  um  die  Eigen- 
tümlichkeiten der  Einzeltheorien,  ihre  wechselseitige  Einwirkung  und  ihre 
Bedeutung  als  Glieder  eines  Ganzen  richtig  erfassen  und  bezeichnen  zu 
können.     Nur   suchten   wir  zu    vermeiden,    da    einen  Zusammenhang  zu 
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coustruiren,  wo  ein  solcher  nicht  von  selbst  sich  darbot.  Denn  wir 
glaubten,  dass  unser  Ziel  nur  durch  objectives  Erfassen  und  Darstellen 
der  Quellen  zu  erreichen  ist.  Wir  wollen  durch  unsere  Arbeit 
nur  vorerst  ein  Programm  ausgeben  und  einen  Eahmen  herstellen 
für  spätere  genauere  Ausführungen  hinsichtlich  der  einzelnen  Wissens- 
zweige oder  Zeiträume,  indem  wir  zugleich  einen  ersten  Schritt  in  einer 
Richtung  versuchen,  in  der  sich  auch  auf  anderen  Gebieten  bis  jetzt  erst 
Wenige  bewegt  haben.  Zwar  besitzt  die  mathematische  Litteratur  über 
Teilgebiete  und  Einzelfragen  eine  Anzahl  von  hervorragenden  und  selbst 
klassischen  historischen  Essays,  die,  meist  an  eine  neue  Auffassung  eines 
Wissenszweiges  anschliessend,  in  Vorreden  oder  Excursen  über  dessen  Ent- 
wicklung berichten.  Sie  besitzt  Lehrbücher,  die  in  Noten  wertvolle  historische 
Nachweise  erbringen.  Aber  es  giebt  nur  wenige  Schriften,  für  welche,  wie 
für  die  vorliegende,  die  Berichterstattung  über  einen  weit  zurückreichenden 
Wissenszweig  Selbstzweck  ist,  und  welche  die  Beziehungen  des  älteren  zu 
dem  heutigen  Stande,  die  Entwicklung  im  Ganzen  zu  untersuchen  sich  vor- 
nehmen. Zusammeufassende  Berichte  dieser  Art  werden  dazu  dienen,  den 
Boden  zu  ebnen  nicht  nur  für  eine  allgemeine  Geschichte  der  Mathematik, 
vne  sie  für  die  ältere  Zeit  das  vorzügliche  Cantor'sche  Werk  darstellt; 
sie  müssen  auch  die  Grundlage  abgeben  für  jene  Referate  über  die  mo- 
derne Productiou,  denen  sich  Zeitschriften,  wie  die  Jahrbücher  über  die 
Fortschritte  der  Mathematik  u.  A.  in  so  dankenswerter  Weise  widmen. 

Hinsichtlich  der  Anordnung  des  Stoffes  haben  wir  die  zeitliche 
Reihenfolge  und  im  wesentlichen  die  Gruppirung  nach  Autoren  festgehalten, 
wenn  sich  auch  manche  Gründe  für  die  Anordnung  nach  dem  Gegenstande 
geltend  machten.  Indessen  ist  in  dem  von  uns  behandelten  Gebiet,  zu- 
mal für  die  ältere  Periode,  die  stoffliche  Verschiedenheit  nicht  so  gross, 
dass  eine  Zerlegung  nach  Wissensgebieten ,  die  wiederholt  auf  dieselben 
Zeiträume  und  ihre  eigentümhchen  Anschauungen  zurückzugreifen  gezwun- 
gen hätte,  zweckmässiger  gewesen  wäre.  Die  Anordnung  nach  Autoren 
gewährt  auch  den  Vorteil,  dass  sich  die  mit  gleichen  Mitteln  arbeitenden 
oder  dieselben  Ziele  verfolgenden  Verfasser  zu  bestimmten  Richtungen  der 
Forschung  gruppireu  und  zusammenfassend  besprechen  lassen.  Durch 
wechselseitige  Hinweise  haben  wir  die  Verbindung  zwischen  den  einzelnen 
Wissenszweigen  herzustellen   gesucht. 

Nur  einige  wenige  Gegenstände,  die  mit  dem  Hauptzuge  der  Theorie 
in  entfernterem  Zusammenhang  stehen,  wie  die  Lehren  von  den  singulären 
Stelleu  eines  algebraischen  Gebildes,  von  den  Wurzelfunctionen  und  von  den 
algebraischen  Correspondenzen,  werden,  um  nicht  durch  ihre  ausgedehnte 
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Besprechung    den    Faden    zu    unterbrechen,    in    besonderen    Abschnitten 
behandelt. 

Dem  folgenden  Inhaltsverzeichnis  mögen  einige  orientirende  Bemer- 
kungen vorangeschickt  werden. 

Das  Referat  zerfällt  in  zehn  Abschnitte,  von  denen  vier  die  Zeit 
bis  Riemann  einschliesslich,  drei  die  Zeit  nach  Riemann  und  drei 
besondere  Gebiete  behandeln. 

Um  den  Ueberblick  zu  erleichtern,  haben  wir  den  Inhalt  der  ein- 
zelnen Nummern  auf  beigefügten  Randtiteln  angezeigt.  Durch  diese  An- 
ordnung hat  die  Verlagshandlung,  die  auch  sonst  sich  stets  sehr  ent- 
gegenkommend erwiesen,  in  dankenswerter  Weise  unseren  Wünschen  ent- 
sprochen. 

Aus  der  älteren  Zeit  werden,  wie  schon  gesagt,  in  Betracht  ge- 
zogen nur  die  Entwicklung  des  Functionsbegriffs,  die  Theorie  der  Elimi- 
nation und  die  der  Potenzreihen;  Algebra  im  engeren  Sinne  haben  wir 
ausgeschlossen. 

Der  Begriff  der  algebraischen  Function  findet  sich  —  wenigstens 
inhaltlich  —  zuerst  bei  Newton  entwickelt,  dessen  Begründungsweise 
der  Infinitesimalrechnung  überhaupt  wesentlich  an  seine  Darstellung  im- 
pliciter  algebraischer  Functionen  durch  Reihen  anknüpft.  Von  seinen 
Nachfolgern  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  haben  wir  u.  A.  De  Gua 
ausführlicher  gewürdigt,  dessen  „Usage  de  l'Analyse"  den  Inhalt  von 
Cramer's   „Introduction  ä  l'Analyse"  zum  grossen  Teile  vorweg  nimmt. 

Um  die  Wende  des  vorigen  Jahrhunderts  machte  sich,  namentlich 
in  den  Arbeiten  von  Lagrange  und  Gauss,  eine  Reaction  gegen  die 
laxe  Schlussweise  geltend,  die  im  Drange  der  grossen  Productionslust 
aufgekommen  war.  Indem  dann  Cauchy  die  grundlegenden  Begriffe  der 
Grössenlehre  einer  scharfen  Prüfung  unterzog  und  zugleich  dem  Imaginären 
eine  legitime  Grundlage  gab,  begründete  er  die  Functionentheorie  in  ihrer 
heutigen  Gestalt.  Wir  besprechen  den  Einfluss,  welchen  die  Aufgabe,  den 
Convergenzbereich  für  die  Lagrange'sche  Reihe  zu  bestimmen,  auf 
Cauchy 's  Untersuchungen  über  Potenzreihen  hatte,  und  erörtern  das 
Verhältnis  seiner  Arbeiten  über  Doppelintegrale  zu  dem  dritten  Beweise 
des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  von  Gauss.  Auch  die  Umstände, 
die  Cauchy  verhindert  haben,  auf  die  ihm  so  nahe  liegenden  Unter- 
suchungen über  algebraische  Functionen  einzugehen,  welche  später  Pui- 
seux  aufnahm,  besprechen  wir  näher,  als  Cauchy 's  Biograph  dies  ge- 
than  hat. 

Von    der    expliciten  Darstellung    losgelöst    definirt   die   algebraische 
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Function  zum  ersten  Mal  Abel.  Die  Wurzeln  des  Abel'sclien  Theorems 
gehen  nicht,  wie  man  aus  den  Citaten  Abel's  schliessen  könnte,  auf  Le- 
gen dre,  sondern  direct  auf  Euler  zurück,  wie  dies  eine  Vergleichung 
der  Gedankengänge  beider  Autoren  fast  zur  Evidenz  zeigt.  Die  Unter- 
suchungen Abel's  über  elliptische  Functionen,  diejenigen  von  Jacobi  über 
elliptische  und  AbeTsche  Transcendenten,  sowie  die  von  Goepel,  Rosen- 
hain u.  A.  bewegen  sich  nur  mit  Vorsicht  auf  imaginärem  Gebiet; 
erst  Weierstrass  lässt  die  Beschränkung  auf  das  reelle  Gebiet  fallen. 
Dennoch  sind  die  Arbeiten  dieser  Forscher  für  die  Entwicklung  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  nicht  minder  wichtig  gewesen,  wie 
die  Untersuchungen  von  Lagrange  und  Cauchy  zur  allgemeinen  Func- 
tioneutheorie.  Die  Fäden  beider  Gruppen  schiessen  bei  Riemann  zu 
dem  kühnen  und  grossartigen  Entwurf  seiner  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  zusammen,  wo  sie  sich  mit  dem  vereinigen,  was  Riemann 
aus  der  Potentialtheorie    herübernimmt. 

Die  Riemanu'sche  Theorie  der  „Wurzelfunctionen",  die  den  Inhalt 
einer  Vorlesung  im  Sommersemester  1862  bildet,  steht  bereits  unter  dem 
Einflüsse  der  von  Plücker,  Jacobi  und  Hesse  eingeleiteten  Richtung, 
die  mit  Clebsch's  Eingreifen  in  die  Theorie  der  AbeTschen  Functionen 
seit  1863  die  geometrisch-algebraische  Behandlung  veranlasste.  Von  dem 
ursprünglich  projectiven  Standpunkt  erhebt  sie  sich  bei  Clebsch  bis  zu 
dem  des  gemeinsamen  Werkes  Clebsch-Gordan.  üeber  unsere  auf 
diesem  Boden  erwachsene  gemeinsame  Arbeit  (Math.  Ann.  VII),  welche 
die  erste  explicite  Theorie  der  algebraischen  Functionen  enthält,  haben 
wir  in  demselben  Sinne  wie  über  die  anderen  objectiv  zu  be- 
richten versucht,  indem  wir  sie  nach  Entstehung  und  Inhalt  mit  Rie- 
mann und  Clebsch-Gordan,  sowie  hinsichtlich  der  bei  eindeutiger 
Transformation  invarianten  Begriffsbildungen  mit  späteren  Autoren  ver- 
gleichen. 

Eingehend  besprechen  wir  die  algebraischen  Teile  der  Vorlesungen 
von  Weierstrass  und  ihre  historischen  und  methodischen  Beziehungen 
zu  Kronecker's  Theorie  der  „ganzen"  algebraischen  Functionen,  über 
die  wir  vorher  bei  Gelegenheit  der  „singulären  Punkte"  nach  dessen  Dis- 
criminanten-Aufsatz  referirt  haben. 

Es  ergaben  sich  dabei  bemerkenswerte  innere  Zusammenhänge  zwischen 
der  Theorie  von  Weierstrass  und  den  übrigen  Theorien  und  zwischen  diesen 
letzteren  selbst.  Der  Umstand,  dass  in  dem  Weierstrass'schen  Ausdruck 
H(xy;x'y')  die  beiden  Variabeinpaare  eine  wesentlich  verschiedene  Rolle 
spielen,    Hess    sich  zurückführen  auf  den  invariantentheoretischen  Unter- 
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schied  der  Begriffe  „Function"  und  „Form".  Das  gemeinsame  Band, 
welches  alle  Theorien  umschlingt,  erkennen  A\ir  —  wie  verschieden  auch 
die  Form  ist,  die  er  annimmt  —  in  dem  Cauchy "sehen  „Residuensatz". 

Eine  näliere  Besprechung  widmen  wir  ferner  den  mannigfach  ver- 
schiedenen Theorien  der  singulären  Stellen  eines  algebraischen  Gebildes, 
insofern  sie  bei  rationaler  Transfonnation  in  Betracht  kommen.  Lassen 
sich  doch  die  Theorien  der  algebraischen  Functionen  geradezu  nach 
ihrem  Verhältnis  zu  den  Factoren  der  Discriminantc  anordnen. 

Unter  dem  Titel  „Darstellung  des  Gebildes  in  invarianter  Gestalt" 
referiren  wir  einmal  über  die  allgemeinen  Fortschritte,  welche  die  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  seit  1876  (insbesondere  durch  eine  Ab- 
handlung von  Weber)  gemacht  hat,  sodann  über  die  kanonischen  Formen, 
die  einigen  Theorien  zu  Grunde  gelegt  sind,  namentlich  über  eine  bis 
jetzt  noch  wenig  gewürdigte  Untersuchung  von  Christoffel  und  über 
F.  Klein 's  kanonische  „Riemann'sche  Fläche".  Das  Referat  über 
„Wurzelfunctionen"  („Abel "'sehe  Functionen  im  engeren  Sinne)  und 
die  Theorie  der  Berührungscurven  einer  Grundcurve  hat  einen  viel- 
leicht unverhältnismässig  grossen  Umfang  angenommen,  nicht  bloss  wegen 
der  Bedeutung  dieser  den  Functionen  der  „Klasse"  nächststehenden 
Bildungen,  welche  die  Rie  mann  "sehen  Ideen  besonders  klar  hervortreten 
lassen,  für  Geometrie  und  Functionentheorie,  sondern  weil  die  Aveitver- 
zweigte  Litteratur  über  Thetafunctionen  gleichfalls  heranzuziehen  war, 
mit  der  sie  nur  im  Zusammenhang  behandelt  werden  konnten,  und  weil 
mancherlei  historische  Irrtümer,  die  sieh  in  die  neuere  Produetion  ein- 
geschlichen hatten,  nur  durch  eingehende  Darstellung  des  Sachverhalts 
richtig  gestellt  werden  konnten. 

In  dem  Referat  über  Correspondenzen  endlich  berücksichtigen  wir 
sowohl  die  algebraische  wie  die  transcendente  Auffassung,  indem  wir  jedoch 
bezüglich  der  Anwendungen  uns  auf  die  für  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  nicht  unwichtige  Abzahlung  der  Special-  und  der  „ausge- 
zeichneten" Punktgruppen  beschränken. 

Das  hiermit  skizzirte  Arbeitsfeld  haben  die  Verfasser  der  Haupt- 
sache nach  zeitlich  unter  sich  geteilt.  Der  Bericht  über  die  ältere 
Zeit,  bis  Riemann  einschliesslich,  sowie  der  abgesonderte  über  die 
Correspondenztheorie  rührt  von  BriU  her;  der  über  die  neueren 
Theorien,  mit  der  Besprechung  der  geometrisch -algebraischen  Richtung 
beginnend,  sowie  die  Sonderberichte  über  singulare  Punkte  und  über 
Wurzelfunctionen  sind  von  Noether  bearbeitet  worden. 

Indessen   sind   die  Verfasser   sowohl   bei   der   Vorbereitunu-   wie   bei 
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der  Ausführung  des  Planes  in  stetem  Austausch  geblieben   und  erklären 
sich  für  den  Inhalt  des  Werkes  in  Gemeinschaft  verantwortlich. 

Im  Verlauf  unserer  Studien  hat  sich  bei  uns  die  üeberzeugung 
befestigt,  dass  eine  Geschichte  der  neueren  Mathematik,  wenn  sie  auf 
die  inneren  Zusammenhänge  eingehen  will,  in  die  Geschichte  einzelner 
Discipliuen  aufgelöst  werden  muss,  welche  andererseits  nicht  allzu  kleine 
Zeiträume  umfasst.  Wenn  diese  Ansicht  in  weiteren  Kreisen  Geltung  ge- 
winnt, so  werden  wir  Nachfolger  finden,  welche  durch  Einzeldar- 
stellungen innerhalb  des  von  uns  skizzirten  Gebietes  oder  durch  Be- 
arbeitung von  Nachbarbezirken  das  begonnene  Werk  fortsetzen  und,  in- 
dem sie  die  Fäden  hervorheben,  die  verschiedene  Zeiten  und  Wissens- 
gebiete verknüpfen,  dazu  beitragen  —  wie  wir  dies  zu  thun  wünschen  — , 
das  Bewnsstsein  von  der  Einheit  der  Wissenschaft  zu  stärken,  die  Kennt- 
nis des  bereits  Geleisteten  der  heutigen  Production  zu  vermitteln  und  das 
Bild  bedeutender  Männer  und  ihrer  Thätigkeit  in  dem  Gedächtnis  der 
jüngeren  Generation  frisch  zu  erhalten. 

Tübingen  und  Erlangen,  im  Mai  1894. 


lulialtsverzeicliuis. 


Seite 
Vorrede I — X 

Inhaltsverzeichnis XI— XXII 

Einleitung:  Der  Begriff  Function  in  der  alteren  Mathematik  109 

1.  Geometrie 109 

2.  Algebra  und  Buchstabenrechnung 111 

I.  Absclmltt. 

Anfänge  einer  Theorie   der  algebraischen   Curven    und   der 

E 1  i  m  i  n  a  t  i  0  n :  V  0  n  D  e  s  c  a  r  t  e  s  b  i  s  E  u  I  e  r  u  n  tl  B  e  z  0  u  t  .    .    .    .  113 

A.  R.   Descartes  [IGoT].     Litteratur 113 

1.  La  Geometrie 113 

2.  Urteile  über  Descartes 115 

B.  I.  Newton  [IGG'.)— 170-1].     Litteratur 116 

3.  Newtou's  Vorgänger  auf  dem  Gebiete  der  Darstellung   irrationaler 
Functionen 116 

4.  Newton's  Auffassung  (ies  Problems 117 

5.  Verfahren  der  Poteuzentwickluug 118 

6.  Das  erste  Glied;    das  Newton'sche  Parallelogramm 118 

7.  Die  imaginären  Zweige 119 

8.  Die  höheren  Glieder  und  die  Convergenz 120 

9.  Zweites  Verfahren  für  die  Bestimmung  der  Exponenten 120 

10.  Leibniz'  Urteile  über  die  New'ton'sche  Methode 121 

11.  Newton  und  das  Taylor'sche  Theorem 122 

12.  Die  „Enumeratio"  etc 123 

C.  G.W.  Leibniz  und  die  festländischen  Mathematiker 
seinerzeit  [167.5—1730].     Litteratur 124 

13.  Bevorzugung   der  transcendenten  Functionen   vor   den  algebraischen  124 

14.  Leibniz  über  Elimination 126 

15.  Das  Wort  Function 126 


XII  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

ü.     B.  Taylor,    J.  Stirliug,    C.  Mac  Lauriu    [1717  —  48]. 

Litteratur 127 

16.  Taylor's  Methoclus  incrementorum 127 

17.  Stirliug's  Lineae  Newtonianae 128 

18.  Mac  Laurin's  Geometria  organica 129 

19.  Dessen  Fluxionstheorie 130 

20.  Dessen  Algebra 131 

E.  J.  P.  DeGua  [1740].     Litteratur 132 

21.  Singulare  Punkte  einer  Curve 132 

22.  Collineare  Verwandtschaft 133 

23.  Bedingung  für  vielfache  Punkte.     Elimination 134 

F.  G.  Gramer  [1750].     Litteratur 135 

24.  „Methode  des  series" 135 

25.  Elimination 137 

26.  Das  Gram  er 'sehe  Paradoxon 138 

27.  Rückblick  auf  Cramer's  „Analyse"    . 139 

G.  L.  Euler  [1748— 64].     Litteratur 140 

28.  Die  „Introductio" :  Darstellung  der  Coordinaten  gewisser  Curven 
durch  einen  Parameter.  Curven  mit  besonderen  constructiven  Eigen- 
schaften    140 

29.  Elimination 142 

H.     E.  Bezout  [1764-79].    Litteratur 143 

30.  Elimination  aus  zwei  Gleichungen 143 

31.  Elimination  aus  drei  und  mehr  Gleichungen 144 

32.  Dasselbe  nach  einem  anderen  Verfahren 146 

J.  Rückblick  auf  den  Zeitabschnitt  (vonDescartes  bis 

Euler) 147 

33.  Function.  Potenzreihen.  Singulare  Stellen  einer  algebraischen  Curve. 
Elimination 147 

IL  Abschnitt. 

Periode  der  Begründung  einer  Theorie  der  Functionen: 
Lagrange,  Gauss,  Cauchy,  Puiseux. 

A.  J.  L.  Lagrange  [1770 — 96].     Litteratur 150 

1.  Die  Functionentheorie;  ihre  Grundlage 150 

2.  Das  llestglied  der  Taylor 'sehen  Reihe:  Fälle  wo  die  Entwicklung 
nicht  nach  den  Regeln  erfolgt 152 

3.  Ablösung  der  Analysis  von  der  Geometrie 153 

4.  Die  Lagran^e'sche  Reihe 153 

5.  Anschliessende   Convergenzuntersuchung 154 

B.  C.  F.  Gauss  [1799— 1815].     Litteratur 155 

6.  Die  Beweise  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra 155 

7.  Sätze  über  Elimination 156 

8.  Umkehrung  der  Integratiousorduung  bei  Doppeliutegralen    ....  157 


I II  h  a  1 1  s  V  e  r '/  e  i  c  h  u  i  s.  XIII 

Si'ite 

9;    Integration  zwischen  imaginären  Grenzen 159 

C.     A.  L.  Cauchy  [1814—51] 100 

10.  Der  Begriff  Function  in  der  mathematischen  Physik MO 

11.  Neue  Formulirung  der  Begriffe  stetig,  Grenzwert,  Function  ....  IHl 

12.  Functionen  von  imaginären  Variabein KiS 

13.  Einteilung  der  Abhandlungen  Cauchy 's  zur  Theorie  der  Functionen 

in  zwei  Hauptgruppen HU 

14.  Litteratur.     Erste  Gruppe:  Integration  durch  iinuginäres  Gel)iet   .    .  1(15 

15.  Umkehrung    der  Integratiousordnung  in  gewissen  Doppelinfegralen: 
Zusammenhang  mit  der  Integration  durch  imaginäres  Gebiet  .    .    .    .  1()5 

16.  Gauss  und  Cauchy IG;) 

17.  Residuencalcul 170 

IS.    üeberführung  von  Flächen-  in  Randiutegrale.    Integrale  auf  gescldos- 

senem  Weg,  der  einen  Pol  umgiebt.     ünstetigkeit   längs  Linien  .    .  172 
l'J.    Periodicilätsmoduln  der  Integrale  eindeutiger  und  mehrdeutiger  Func- 
tionen       174 

20.  Litteratur.  Zweite  Gruppe:  Darstellung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung mit  veränderlichem  Parameter  und  die  Lagrange 'sehe  Reihe  176 

21.  Die  Tendenz  der  Arbeiten  der  zweiten  Grupi)e  und  ihr  Ursprung    .  177 

22.  Die  Reihe   von  Lagrange 17S 

23.  Die  Turiner  Abhandlungen 171' 

24.  Der  Satz  über  den  Convergenzbereich  einer  Potenzreihe,  die  eine 
gegebene  Function  darstellt 180 

25.  Der  Satz  vom  isotropen  Mittel  und  die  Cauch  y 'sehe  Integralformel. 
Beweis  des  Convergenztheorems 181 

26.  Potenzreihen  für  implicite  Functionen 183 

27.  Anwendung  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  insbe- 
sondere solche  mit  nur  reellen  Wurzeln 184 

28.  Wurzeln,  die  in  einem  Verzweigungs-  (kritischen)  Punkt  zusammen- 
gefallen sind  186 

29.  Der  Satz  über  die  Zahl  der  Wurzeln  in   einem  abgegrenzten  Gel>iet 

der  imaginären  (Gauss 'sehen)  Ebene 186 

30.  Die  Verzweigungspunkte  bereiten  Schwierigkeiten 186 

31.  Die  Fläche  der  Moduln  des  Parameters  in  einer  Gleichung  und  ihre 
Niveaueurven.  Entwicklung  nach  gebrochenen  Potenzen,  Glieder  mit 
negativen  Exponenten ,    .    .  187 

32.  Divergenz  der  Mac  Laurin'schen  Reihe  bei  üeberschreitung  des 
Kreises,  der  durch  den  nächsten  Verzweigungspunkt  geht 188 

33.  Reihen  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen   der  Veränderlichen    .  100 

34.  Points  d'arret  und  lignes  d'arret  gegenüber  den  Verzweigungspuuk- 

ten  und  Querschnitten  der  Riemann'scheu  Fläche 190 

35.  Productentwickluugeu 194 

36.  Allgemeines  zur  Theorie   der  Functionen  complexer  Veränderlichen. 

Der   erste  Diiferentialquotient 194 

37.  Neue  Bezeichnungen 195 


XYV  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

38.  Uebersicht  über  die  Anwendungen  der  Sätze   zur  Functionentheorie 

in  verschiedenen  Gebieten 196 

39.  Die  Lücken  der  Cauchy'schen  Theorie 197 

D.  V.  Puiseux  [1850— 51].     Litteratur 197 

40.  Die  algebraische  Function  und  ihre  Wandlung  längs  einer  Linie  in 

der  imaginären  Ebene 197 

41.  Die  ineinander  übergreifenden  Convergenzkreise 198 

42.  Die  Entwicklung  in  der  Umgebung   der  Verzweigungspunkte    .    .    .  198 

43.  Singulare  Stellen  undAnwendung  des  Newton'scheu  Parallelogramms: 
Klassen  von  Reihenentwicklungen 199 

44.  ünendlichkeitsstellen 200 

45.  Die  Integrale  algebraischer  Functionen  und  ihre  Periodicitätsmoduln  200 

46.  Kriterium   der  Reductibilität  der  Gleichung,   die   eine  algebraische 
Function  defiuirt 2f\0 

E.  47.     Rückblick    auf   die   Periode    des   zweiten  Ab- 

schnitts    202 

III.  Abschnitt. 

Das  Abel 's  che  Theorem   und   das  Umkehr  problem  der  hyper- 
elliptischen Functionen:    Abel  bis  Weierstrass 205 

A.     N.H.Abel  [1825-29].     Litteratur 205 

1.  Jacobi  über  Abel 205 

2.  Ursprung  des  Abel'schen  Theorems:  Bernoulli,  Fagnauo,  Euler  206 

3.  Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  1.  Gattung  ....  207 

4.  Dasselbe  für  Integrale  höherer  Gattung 208 

5.  Umgestaltung  der  Euler'schen  Relation  zwischen  den  oberen  Gren- 
zen der  elliptischen  Integrale 209 

6.  Ausdehnung  auf  hyperelliptische  Integrale:  Abel 210 

7.  Integrale  algebraischer  Functionen 211 

8.  AbeUs  Abhandlungen  in  Bezug  auf  das  nach  ihm  benannte  Theorem  212 

9.  Die  Pariser  Abhandlung.     Darstellung   der  algebraischen  und    loga- 
rithmischen Function,  der  die  Integralsumme  gleich  wird 213 

10.  Die  Integralsumme  gleich   einer  Constanten.     Die  Zahl  y   der  Con- 
stanten des  Integrals,  für  welches  dies  eintritt 215 

11.  Feste  Schnittpunkte  der  beweglichen  mit  der  festen  Curve    ....  216 

12.  Wieviele  Integrale  sind  durch  die  anderen  a  mindestens  mitbestimmt? 
Charakter   der  Zahl  [x — a 217 

13.  Anwendung  auf  den   Fall,    dass    die   Irrationalität   eine   nte  Wur- 
zel ist 219 

14.  Fortschritte,  die  Abel's  Arbeit   eingeleitet  hat 220 

15.  Die  Zahlen  [i — a,  y  und  der  Geschlechtsbegriif 221 

16.  Andere  Arbeiten  Abel's  über  algebraische  Integrale 222 

17.  Die  FormuliiTing  des  Umkehrproblems  durch  Abel 224 


Inhaltsverzeichnis.  XV 

Seilt; 

B.  Jürgensen.      Broch.      Minding.      Rosen  hain    [etwa 
1838-45] 225 

18.  Arbeiten  anderer  Mathematiker,  die  gleichfalls  das  Thema  von  A  bei 's 
Pariser  Abhandlung  aufnehmen.     Litteratur 225 

19.  Jürgensen's  Darstellung  der  logaritlimischen  und  algebraischen 
Function  des  Aberschen  Theorems 227 

20.  Broch  stellt  die  Minimalzahl  von  Integralen,  auf  die  eine  liitcgral- 
summe  reducirbar  ist,  für  einen  besonderen  Fall  auf,  Jl  in  ding  fin- 
den allgemeinen 228 

21.  Minding's  Classificirung  der  Poteuzentwickluiigeu  an  einer  unend- 
lich fernen  Stelle 229 

22.  Vergleichung  der  Ergebnisse  von  Minding  und  Abel 2.">1 

23.  Rosenhain's  Form    des  lutegranden  einer  algebraischen  Function    231 

24.  Weitere  Ergebnisse  der  Ro  scnh  ain'scheu  Arbeit  über  Abel's 
Theorem 232 

25.  Rückblick  auf  Abel  und  dessen  nächste  Nachfolger 233 

C.  C.  G.  J.  Jacobi  [1832—34].     Litteratur     . 234 

2G.    Das  Umkehrproblcm  der  ultraelliptischen  Functionen 234 

D.  A.  Göpel  und  G.   Rosen  hain  [1844—47].     Litteratur    .    23G 

27.  Göpcl's  ultraelliptischc  Thetafunctiou;  Differentiation  der  Thetarela- 
tionen 23(i 

28.  Rosenhain's  Relationen  für  vier  Argumente;  Uebergang  zu  den 
Differentialformelu  des  Umkehrproblems 238 

E.  K.  W  ei  erstras  s  [1848-50].     Litteratur 239 

29.  Uebersicht  über  Weierstrass'  ältere  Arbeiten  über  das  Umkehr- 
problem der   hyperelliptischen  Integrale 239 

3U.    Formulirung    des    Grundgedankens    dieser   Arbeiten    im    Falle    des 

elliptischen  Integrals 240 

31.  Potenzentwickhingen  für  die  hyperelliptischcn  Functionen.  Erwei- 
terung des  Convergenzbereichs 241 

32.  Uebergang  zur  Thetafunction  durch  Heranziehen  von  Integralsuinmen 
dritter  und  zweiter  Gattung 243 

33.  Relationeii  zwischen   den  Periodicitätsmoduln 245 

34.  Rückblick:  Weierstrass'  Hülfsraittel 245 

35.  Die  zunächst  unerledigt  gebliebenen  Fragen  in  BetrelT  des  Umkehr- 
problems     247 


IV.  Abschnitt. 

Riemann's   Theorie   der  Abel'schen  Functionen   und  ihr  Ur- 
sprung  249 

A.     Green  [1828].     Gauss  [1840].     Dirichlet.    Kirchhoff 

[1845—48].     Ilelmholtz  [1853] 249 

1.    Fortsetzung  einer  Function  in  der  imaginären  Ebene 249 


XV^I  Inhalts  Verzeichnis. 

Seite 

2.  Das  räumliehe  Potential   und   seine  Bestimmung   durch   Grenzbedin- 
gungen.    Litteratur 251 

3.  Die  Green'sche  Function 253 

4.  Das  Analogon  zu  dem  Dirichle tischen  Prineip   in  der  Theorie  der 
galvanischen  Ströme 254 

B.  Riemann's  Dissertation  [1851] 256 

5.  Das  logarithmische  Potential 256 

6.  Abbildung   eines   von  Kreisen  begrenzten  ebenen  Flächenstücks  .    .  257 

7.  Mutmasslicher    Ursprung    von    Riemann's    functioneutheoretischen 
Untersuchungen .' 258 

8.  Die  Querschnitte   der  Rie  mann 'sehen  Fläche   und   ihre  Bedeutung 

für  die  Führung  des  Integrationswegs 258 

9.  Das  Dirichlet'sche   Prineip.      Bestimmung   einer  Function    durch 
Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen  ...        261 

10.  Zielpunkte  der  Dissertation:  Bedenken  gegen  die  augewandten  Me- 
thoden     264 

C.  Riemann's  Abhandlung  über  die  Theori  e  der  A  be lo- 
schen Functionen  [1857] 265 

11.  Die  zur  „Theorie  der  Abel'schen  Functionen"  einleitenden  Noten  .  265 

12.  Die  in  der  Fläche  einwertigen  Functionen  und  ihre  Integrale.  Ver- 
schiedene Bedeutung  der  Geschlechtszahl  p 267 

13.  Transcendente  Darstellung  der  in  der  Fläche  einwertigen  Functionen  269 

14.  Algebraische  Darstellung  der  in  der  Fläche  einwertigen  Functionen. 
„Adjungirtes"  Verhalten  von  Zähler  und  Neuner 270 

15.  Der  Integrand  1.  Gattung  und   die  Function  cp 271 

16.  Eindeutige  Transformirbarkeit  der  Gleichungen  einer  Klasse  in  ein- 
ander.    Die  Moduln 272 

17.  Quotienten  von  cp-Functionen.     Das  Abel'sche  Theorem 274 

18.  Die  Thetafunction  und  ihre  Argumente 276 

19.  Das  Jacobi'sche  Umkehrproblem;  Fall  der  Unbestimmtheit  desselben  277 

20.  Zweite  Darstellung  der  algebraischen  Function  auf  transcendentem 
Weg:  mittelst  Thetaquotienten.     Würze Ifunctionen 278 

D.  Roch  [1864]  und  Riemann  [1866] 280 

21.  Abzahlung  der  Constanten  einer  algebraischen  Function 280 

22.  Reciprocität  zwischen  den  Verschwindungswerten  gewisser  cp-Func- 
tionen 281 

E.  Rückblick  auf  Riemann 282 

23.  Riemann  und   seine  Vorgänger 282 

24.  Die  neuen  Ergebnisse  der  Riemann'schen  Theorie 284 

25.  Die  heutigen  Theorien  verlassen  zumeist  den  Gedankengang  Rie- 
mann's und  stellen  die  algebraischen  Functionen  auf  eigene  Grund- 
lage       285 


Inhaltsverzeichnis.  XVII 

Seite 

V.  Abschnitt. 

Die  geometrisch-algebraischen  Richtungen 287 

1.  Gruppirung  der  neueren  Richtungen 287 

A.  Vorgeschichte     der    geometrisch  -  algebraisc  hen 
Richtung  bis  1862 288 

a.  S  c  h n  i  1 1  p  u  n  k  1 1  h  e  0  r i  e  n  von  P 1  ü  c  k  c  r  und  J  a c  o  b  i. 
Litteratur 288 

2.  Das    Paradoxon.      Die    auf    einer    gegebenen  Curve    mitbestimmten 
Punkte 289 

3.  Schnittpunktrelationeu     .  • 291 

4.  Imaginäre  Schnittpunkte 293 

b.  Curvenerzeugung 29.5 

5.  Consecutive  Schnittpunkte 295 

6.  Die  Pliicker'schen  Formeln 296 

c.  Projective    Auffassung 297 

7.  Historisches 297 

8.  Homogene  Formen 298 

9.  Differentialausdrücke  von  Aronhold.     Litteratur 299 

10.  Höhere  Verwandtschaften  in  der  Ebene 302 

11.  Eindeutige  Transformation  zweier  Curven 303 

d.  Kanonische    Gleichungsformen   und    Constan- 
tenzählung 303 

12.  Kanonische  Formen 303 

13.  Constantenzählung 304 

e.  Berührungscurven.     Litteratur 305 

14.  Berührungscurven  bei  der  Curve  dritter  Ordnung 306 

15.  Berührung  erster  Ordnung 306 

16.  Berührung  zweiter  Ordnung 307 

17.  Weitere  Probleme  von  Nr.  14 308 

18.  Doppeltangenten  und  Berührungskegelschnitte  der  Curve  vierter  Ord- 
nung    309 

19.  Die  Hesse 'sehen   Untersuchungen    über    die    zwei   Arten    von    Be- 
rührungscurven dritter  Ordnung  derselben 310 

B.  B.Riemann(Nachlass)  und  G.  Roch  [1862— 66].    Lit- 
teratur     312 

20.  Riemann's  Nachlass 313 

21.  Riemann's  Normalcurve  der  (2p  —  2)ten  Ordnung 313 

22.  Wurzelformen  und  Charakteristiken 314 

23.  Wurzelformen  für  p^3 315 

24.  Constantenzahl  der  Wurzelformen  bei  Riemann  und  Roch     .    .    .  316 

25.  Roch  und  die  Berührungscurven 316 

C.  A.  Clebsch  [1863—65].     Litteratur 318 

26.  Clebsch 's  Anwendung  des  elliptischen  Additionstheorems  auf  Cur- 
ven dritter  Ordnung 318 

Jaliresber.  d.  Deutscheu   Mathem. -Vereinigung.     III.  b 


XVIII  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

27.  Clebsch's  Anwendung  der  Riemann 'sehen  Begriffe  auf  die  allge- 
meine Curve  nter  Ordnung 320 

28.  Besondere  Form  des  Abel'schen  Theorems 321 

29.  Anwendungen  auf  Berührungsaufgaben 322 

30.  Erweiterung  auf  Raumcurveu 323 

31.  Beleuchtung  von  Nr.  28 324 

32.  Erhaltung"  der  Zahl  p 325 

33.  Modificationen  für  Curven  mit  Doppel-  und  Rückkehrpunkteu  .    .    .  326 

34.  Geschlecht  p=0 327 

35.  Geschlecht  p  =  l 327 

36.  Geschlecht  p  =  2 328 

37.  Rückblick 329 

D.  Clebsch-Gordan'sche  Richtung  [1865 — 70].  Litteratur  330 

38.  Uebergang  zu  den  Abel'schen  Functionen  von  Clebsch-Gordan. 
Cayley's  Normalcurve 331 

39.  Transformation  durch  eine  Curvenschar  und  FunctionsbegrifF    .    .    .  333 

40.  Clebsch-Gordan's  AbeTsche  Functionen.  Unabhängigkeit  der 
Beweise 333 

41.  Deren  adjungirte  Curven 334 

42.  Deren  homogene  Formen.     Eindeutige  Transformation 335 

43.  Adjungirte  Curven  cp.     Normalcurve 337 

44.  Reduction  der  Integrale 338 

45.  Abel'sches  Theorem 339 

46.  Die  Schleifentheorie  bei  Clebsch-Gordan  und  ihre  weitere  Ent- 
wicklung      341 

47.  Zweiteilung 343 

48.  Constantenzählung 343 

49.  An  Clebsch-Gordan  anschliessende  Forschungen.  Ausnahmele- 
mente.    Moduln.     Erhaltung  der  Zahl  p 344 

50.  Rückblick 346 

E.  Brill-Noether'sch  e  Richtung  [von  1871  an].  Litteratur  347 

51.  Das  Problem  der  Specialgruppen.     Ausgezeichnete  Punktgruppen    .  348 

52.  Algebraische  Fragen 349 

53.  Der  Fundamentalsatz 350 

54.  Weitere  Litteratur  über  den  Fundamentalsatz 353 

55.  Der  Restsatz  und  die  adjungirten  Curven.     Vollschar 355 

56.  Rational-invariante  Geometrie   auf  der   Curve.     Punktgruppenbegriff  356 

57.  Restsatz  und  Abel'sches  Theorem 358 

58.  Invariante  Sätze,  Formen  und  Zahlen:  Specieller  Rest-(Reductions-), 
Specialgruppen-,  Riemann-Roch'scher-,  Reciprocitäts-Satz.  Die 
Zahl  p 358 

59.  Anderweitige  Fassungen 361 

60.  Weitere  Aufgaben 362 

61.  Ausgezeichnete  Gruppen.     Aufsuchung  der  Specialscharen 363 


Inhaltsverzeichnis.  XIX 

Seite 

62.  Normalcurven 3ß4 

63.  Moduln 365 

VI.  Abschnitt. 

Die  Theorie  der  singulären  Punkte.     Litteratur 367 

A.  Auflösung  der  singulären  Stelle  diirch  rationale 
Transformation 369 

1.  Beschränkungen  der  früheren  Theorien 369 

2.  Aufhebung  der  Beschränkungen  mittelst  eindeutiger  Transformationen  370 

3.  Kronecker's  Resultate 372 

4.  Kronecker's  Beweisgang.     Die    ganzen  algebraischen    Functionen. 
Erste  Zerlegung  der  Discriminante 373 

5.  Weierstrass'  Modification  des  Kroneck er'schen  Ganges  ....  375 

6.  Auflösung    der    singulären  Stelle  durch    die  Methode  von  Noether 
und  von  Hamburger 376 

7.  Element  oder  Zweig  des  Gebildes.     Auflösung  nach  Brill    ....  379 

B.  Anwendung  auf  Multiplicität.  Verwendung  des 
ausserwesentlichen  Factors  der  Discriminante  in 
der  Theorie  der   algebraischen  Functionen  .    .    .  381 

8.  Multiplicität  des  Schnittes  bei  Cayley  und  Weierstrass    .    .    .    .  381 

9.  Multiplicität  bei  Halphen 382 

10.  Multiplicität  bei  Xoether 383 

11.  Anwendung  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen    ....  384 

12.  Rationale  Processe 385 

C.  Charakteristische  Zahlen  eines  Zweiges 386 

13.  Charakteristische  Zahlen 386 

D.  Verwendung  des  wesentlichen  Factors  der  Dis- 
criminante.   Zahl  p  und  Plücker'sche  Gleichungen  389 

14.  Zweite  Art   der  Zerlegung   der  Discriminante.     Eigentliche  und  un- 
eigentliqhe  Tangenten 389 

15.  Beziehung  zwischen   Ordnung  und  Klasse   eines   Zweiges 389 

16.  Zerlegung  des  , festen"  Factors  der  Discriminante.     Verzweigung    .  390 

17.  Anwendungen  des  wesentlichen  Teilers  in  der  Theorie  der  algebrai- 

schen Functionen 391 

18.  Anwendungen  aller  Teiler  auf  die  Plück er'schen  Gleichungen  .    .  393 

19.  Smith-Halphen'sche  Formeln 394 

20.  Aequivalenzzahlen  der  Singularitäten 396 

21.  Erzeugung  der  Singularität  durch  Grenzübergang 399 

22.  Realitätsfragen 401 

yn.  Abschnitt. 

Die  Weierstrass'sche  Richtung 403 

A.     K.  Weierstrass.  Zweiter  Teil  [von  1869  an].    Litteratur  403 

1.    Allgemeines 404 


XX  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

2.  Functionentheoretische  Grundlagen 407 

3.  Transformation  des  Gebildes  mittelst  rationaler  Functionen  ....  409 

4.  Die  Vorlesung  von  1869:    die    allgemeinsten  ganzen  algebraischen 
Functionen 410 

5.  Ableitung  der  übrigen  aus  den  ganzen  Functionen .  411 

6.  Methode  der  späteren  Vorlesungen 414 

7.  Definition  von  p 415 

8.  Gesamtheit  der  in  den  ajb}*'^  zu  c»^  werdenden  Functionen,  aus  den 
Integrandenent Wicklungen  abgeleitet 416 

9.  Reduction  auf  die  Function  von  Nr.  5 418 

10.  Gesamtheit  aller  rationalen  Functionen 420 

11.  Die  Integrandeu 421 

12.  Bestimmung  der  Zahlen  p  und  r 422 

13.  Ueber  die  Bildung  der  Integranden  und  Functionen   .......  424 

14.  Vertauschung   von    Argument    und    Parameter.     Reductionsformeln. 
Primfunctionen 426 

15.  Beziehung  des  Residuensatzes  zu  den  Hülfsmitteln  anderer  Theorien  430 

16.  Functionen    mit  nur   einer  Unstetigkeitsstelle.     Lückensatz.     Kano- 
nische Form  des  Gebildes 431 

17.  Rückblick 435 

B.     E.  B.  Christoffel.     Erster  Teil  [1880]  Litteratur  .    ...  437 

18.  Dessen  Abzahlung  der  Integrale  erster  Gattung 437 

19.  Seine  weitere  Theorie 440 

Vm.  Abschnitt. 

Darstellung  des  Gebildes,  seiner  Formen  und  Functionen  in 

invarianter  Gestalt 442 

1.  Gruppirung 442 

A.  Allgemein-invariantentheoretische   Richtung. 
Litteratur 443 

2.  Die  cp-Relationen 443 

3.  Invariante  Gestalt   der  algebraischen  Sätze 445 

4.  Discussion  der  cp-Relationen 446 

5.  Gebilde,  welche  unendlich  viele  eindeutige  Transformationen  in  sich 
zulassen.     Litteratur 447 

6.  Transformation   zweier  Curven  in  einander 451 

7.  Die  Integranden 452 

B.  Christoffel's  kanonische  Form  des  Gebildes.     Lit- 
teratur     454 

8.  Aufgabe  und  Bezeichnungen 454 

9.  Zusammensetzung  des  Integranden  erster  Gattung 456 

10.  Gleichung  für  die  Integranden  erster  Gattung 458 

11.  Invariantentheoretische  Hülfsmittel  im  kanonischen  Falle 459 

12.  Anw'endungen 460 


Inhaltsverzeichnis..  XXI 

Seite 

13.  Verhältnis  zur  Weier  st  ras  s 'sehen  kanonischen   Form 461 

13*.  Zusatz 461 

C.     Kleiu's  kanonische  Flächen.     Litteratur 462 

14.  Formentheorie 463 

15.  Primform 463 

16.  Kanonische  Riemann'scbe  Flächen 464 

17.  Integrauden 466 

18.  Hyperelliptischer  Fall 467 

19.  Fall  der  ebenen  Curve  ohne   mehrfache  Punkte 469 

20.  Die  Monodromieuntersuchungeu.     Litteratur 469 

IX.  Abschnitt. 

Wurzelfunctionen  und  Wurzelformen 471 

Litteratur 471 

1.  Uebersicht   über  den  Abschnitt 477 

A.  Zuordnung  von  Wurzelfunction  en   zu  transcen- 
denten  Functionen 479 

2.  Uebersicht  über  A  und  B 479 

3.  Zuordnung  durch  das  Abel'sche  Theorem 481 

4.  Hermite'sche  Transformation 483 

5.  Die  Substitutionsgruppe 485 

6.  Zuordnung  durch  Thetaquotienten 485 

B.  Zuordnung    von    Wurzelformen    zweiten    Grades 
ungerader  Dimension  zu  Thetafunctionen  ....  486 

7.  Die  Thetacharakteristiken 486 

8.  Eigenschaften  derselben 487 

9.  Zuordnung    der    Thetafunctionen    zu     gewissen    Berühruugscurven. 

Die  ]/(f^  der  beiden  Arten 489 

10.  Anordnung  der  Wurzelformeu 491 

11.  üebergang  von  relativen  zu  absoluten  Charakteristiken  bei  gegebe- 
ner Zerschneidung 493 

12.  Directe  Zuordnung  der  Thetafunctionen  zu  den  einfachsten  Wurzel- 
formen      494 

C.  Der  hyperelliptische  Fall  bei  m  =  2 496 

13.  Einordnung  unter  den  allgemeinen  Fall 496 

D.  Die  Charakteristikensysteme 499 

14.  Uebersicht  über  D 499 

15.  Die  Weierstrass'schen  Indices 500 

16.  Die  Prym 'sehen  Charakteristikensysteme 503 

17.  Geometrisch-algebraische  Einflüsse.  Die  Aronh  old 'sehen  7-Systeme 

von  Doppeltangenten  der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung 505 

18.  Die  Webe r'schen  7-Systeme    von    ungeraden    Charakteristiken   bei 

p  =  3 507 

19.  C  Jordan's  Steiner'sche  Gruppe  und  ihre  Erzeugenden   ....  509 


XXII  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

20.  Geometrisch-algebraischer  üebergang  zu  p  =  4 510 

21.  Die  Charakteristikensysteme   für  beliebiges  p 512 

22.  Charakteristikentheorie  von  Frobenius 515 

23.  Weitere    Arbeiten.     Tabellen-Litteratur 518 

E.     Die  Theta-  und  Wurzelformen-Relationen  .    .    .    .  520 

24.  Reduction  der  Wurzelfunctionen 520 

25.  Thetarelationen 521 

26.  Relationen  zwischen  Wurzelformen 522 

27.  Schottky's  Arbeit  für  p  =  3 524 

28.  Frobenius'  algebraische  Untersuchungen  für  p  ==  3 525 

29.  Weitere  transcendente  Untersuchungen  über  Wurzelformen  ....  526 
29*.  Zusatz 529 

X.  Abschnitt. 

Algebraische  Correspondenzenund  ausgezeichnete  Gruppen. 

Litteratur  (s.  auch  C) 530 

A.  Das  Correspondenzprincip   in   geometrisch-alge- 
braischer Auffassung 531 

1.  Das  einfache  (Chasles'sche)  Correspondenzprincip 531 

2.  Correspondenzen  auf  Curven  von  höherem  Geschlecht:  Cayley   .    .  532 

3.  Die  algebraische  Formulirung  der  Correspondenzen  auf  Curven  von 
höherem  Geschlecht 533 

4.  Correspondenzcurven,  Ausnahmepunkte,  Wertigkeit  einer  Correspon- 
denz.     Zwei  simultane  Correspondenzen 534 

5.  Projective    Auffassung    der    Correspondenzen    und    Standpunkt    der 
rationalen  Transformation 535 

6.  Zusammengesetzte  Correspondenzen,  negative   Wertigkeit 536 

7.  Lindemann 's     transcendente     Formulirung     der     Correspondenz- 
gleichung 537 

8.  Geometrische  Beweise  der  Correspondenzformel 538 

9.  Directer  algebraischer  Beweis 538 

10.  Zeuthen's  Beweise 540 

11.  Rückblick  auf  die  geometrischen  und  algebraischen  Beweise  der  Cor- 
respondenzformel    541 

B.  Problem  der  ausgezeichneten  Gruppen  und  Spe- 
cialgruppen   542 

12.  Bezeichnungen 542 

13.  Abzahlung  an  der  ebenen  Curve  auf  geometrischer    Grundlage    .    .  544 

14.  Abzahlung  an  Curven  in  höheren  Räumen 545 

15.  Vergleichung  der  beiden  geometrischen  Auffassungen 548 

16.  Algebraische  Behandlung  des  Problems 549 

16*.  Üebergang  zu  C 551 

C.  Elliptische  Modulfunctionen  und  ihre  Beziehung 

zu  algebraischen  Correspondenzen 552 

Litteratur 552 


Inhalts  Verzeichnis.  XXIII 

Seite 

17.  Begriff  der  elliptischen  Modulfunction,  Einteilung  nach   der  Stufen- 
zahl       553 

18.  Modulfunctionen  von  transcendentem  Charakter 554 

19.  Klassenanzahlen  und  Modularcorrespondenzen 556 

20.  Transcendente    Formulirung    der    Modularcorrespondenzen    für    die 
Stufenzahl  8 557 

21.  Modularcorrespondenzen   für  Primzahl-Stufen 559 

22.  Die  allgemeine  Correspondenzgleichung  in  transcendenter  Gestalt     .  560 

23.  Die  verschiedenen  Arten  von  Correspondenzen  und  ihre  algebraische 
Darstellung 562 

24.  Die  Zahl  der  Coincidenzen 563 

25.  Singulare  Riemann'sche  Flächen  mit  Transformationen  in  sich  .    .  563 

26.  Rückblick  auf  die  Ergebnisse  der  transcendenten  Auffassung    .    .    .  564 

Berichtigungen   und  Zusätze 566 


Einleitung:  Der  Begriff  Function  in  der 
älteren  Mathematik. 


1.  Die  Vorstellung  von  der  gesetzmässigen  Abhängigkeit  einer  Grösse  Geometri 
von  einer  anderen  ist  so  alt,  wie  die  Mathematik  selbst.  Denn  indem 
der  Mathematiker  sich  mit  Grössen-  und  Lage-Beziehungen  beschäftigt, 
erforscht  er  dasjenige  Verhältnis  gegenseitiger  Abhängigkeit,  das  man 
mit  dem  Namen  Function  bezeichnet.  Ein  wesentliches  Attribut  dieses 
Begriffs  ist  die  stetige  Veränderlichkeit  einer  Grösse  mit  der  anderen, 
von  der  sie  abhängt.  Sie  tritt  zunächst  bei  geometrischen  Beziehungen 
zu  Tage. 

Obgleich  die  griechischen  Geometer  in  den  Objecten  ihrer  Sätze 
und  Beweise  unveränderliche  Grössen  sahen,  so  war  ihnen  doch  die 
Möglichkeit  einer  simultanen  Veränderung  der  verknüpften  Gebilde  ge- 
läufig. In  den  Diorismen,  durch  die  sie  den  Umfang  bestimmen,  inner- 
halb dessen  die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  möglich  oder  zu- 
lässig ist,  wird  die  Figur  in  gewissen  Grenzen  als  variabel  gedacht. 
Noch  deutlicher  tritt  in  dem  „geometrischen  Ort"  der  flüssige  Zu- 
stand der  Abhängigkeit  zu  Tage.  Es  ist  bekannt  —  schon  Descartes 
knüpft  im  zweiten  Buche  seiner  Geometrie  an  diesen  Umstand  an,  und 
neuerdings  hat  ihn  Zeuthen*)  zum  Gegenstand  eingehender  Studien  ge- 
macht — ,  dass  Apollonius  bereits  über  den  Begriff  der  Coordinaten  ver- 
fügt. Er  stellt  in  geometrischer  Ausdrucksweise,  die  ihm  die  heutige 
Zeichensprache  der  Algebra  ersetzt,  die  Gleichung  der  Kegelschnitte  in 
recht-  und  schiefwinkligen  Coordinaten  auf,  verfügt  frei  über  die  Hülfs- 
mittel    der    Transformation ,    operirt    überall     mit    stetig    und    zugleich 


*)  Zeuthen,  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum,  Denkschr.  d. 
Kopeuhag.  Akad.  1885,  deutsch  von  Fischer-Benzon,  Kopenhagen  1886. 
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sich  ändernden  Grössen,  mit  Functionen.  Wo  sich  Gelegenheit  bietet, 
weicht  ApoUonius  auch  Fragen  nicht  aus,  die,  wie  die  nach  den  Tan- 
genten einer  Curve,  den  Normalen  von  einem  Punkt  aus,  gerade  an  die 
Veränderlichkeit  der  verbundenen  Grössen  anknüpfen  und  so  den  Ueber- 
gang  zur  heutigen  Differentialrechnung  bilden*).  Man  findet  femer  einen 
anderen,  mit  dem  der  Function  in  inniger  Beziehung  stehenden  Begriff, 
den  des  „Grenzwertes",  in  der  Exhaustionsmethode  des  Archimedes  aus- 
gebildet, durch  die  dieser  mittelst  der  einem  Kreis,  einer  Parabel  einbe- 
schriebenen Polygone,  unter  fortgesetzter  Verdopplung  der  Seitenzahl,  den 
Flächeninhalt,  Schwerpunkt  u.  s.  w.  bestimmt. 

Wiewohl  sich  hiemach  in  den  Schriften  der  Alten  alle  Elemente 
vorfuden,  aus  denen  sich  die  erwähnten  abstracten  Begriffsbildungen  zu- 
sammensetzen Hessen,  wiewohl  sie  sogar  in  ihren  Methoden  immerfort 
angewandt  werden,  findet  man  sie  explicite  doch  nirgends  formulirt.  Die 
Gründe  für  diese  und  ähnliche  Erscheinungen  werden  von  dem  genannten 
Kenner  der  griechischen  Mathematik  in  dem  Schlusskapitel  seines  Werkes 
dargelegt.  Zeuthen  erklärt  den  plötzlichen  Abbruch  in  der  blühenden 
Entwicklung,  welche  jene  Wissenschaft  noch  im  dritten  Jahrhundert  vor 
Christi  Geburt  aufwies,  aus  der  Art  der  Ueberlieferung  des  Ei-worbenen, 
die  meist  nur  in  der  mündlichen  Lehre  bestand,  also  in  hohem  Grade 
von  Zufälligkeiten  abhängig  und  so  den  Störungen  nicht  gewachsen  war, 
die  der  bald  eintretende  Verfall  des  politischen  Lebens  mit  sich  brachte. 
Grenzen  steckte  den  Griechen  auch  ihre  ausgeprägte  Eigenart.  Bei  dem 
Bedürfnis  strenger  Beweisführung  hinderte  sie  die  Scheu,  mit  irrationalen 
Grössen  anders  als  in  geometrischer  Einkleidung  zu  operiren,  an  der 
Ausbildung  einer  expediten  algebraischen  Zeichensprache  —  zu  der  sich 
übrigens  Ansätze  bei  Heron  und  Diophant  vorfinden**)  — ,  für  die  sie 
nur  einen  schwerfälligen  Ersatz  in  gewissen  geometrischen  Operationen 
und  Sätzen  besassen.  Diese  theoretischen  Bedenken  wuchsen  in  der  Zeit 
des  Verfalls  zu  einer  Starrheit  aus,  die  nicht  nur  jede  Wechselbe- 
ziehung zum  gewöhnlichen  Leben  verschmähte,  sondern  befruchtende 
organische  Neubildungen  überhaupt  nicht  mehr  aufkommen  liess.  So  kam 
es,  dass  die  Alten  auf  dem  Standpunkt  stehen  blieben,  wo  noch  das 
Interesse  am  Gegenstand  dasjenige  an  dem  Verfahren,  durch  welches  man 


*)  Vgl.  die  zusammenfassende  Darstellung  der  Ergebnisse  Zeuthen's  in 
dessen  Note:  Sur  l'usage  des  coordonnees  dans  l'antiquite  et  sur  l'invention  de 
cet  Instrument,  Kopenhag.  Akad.  Berichte  1888. 

**)  Cantor,  Geschichte  der  Mathematik!,  2.  Aufl.  S.  376,  S.  442. 
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ihn  beherrscht,  überwiegt.  Das  Bedürfnis  der  Verallgemeinerung,  das  die 
ganze  moderne  Mathematik  durchzieht,  hat  sich  bei  ihnen  noch  nicht 
entwickelt.  Deshalb  gehen  ihnen  jene  beherrschenden  Begriffsbildungen 
und  jene  allgemeinen  Principieu  ab,  die  Chasles*)  und  Zeuthen**)  bei 
ihnen  vermissen,  und  die  den  Grundzug  der  heutigen  "Wissenschaft  über- 
haupt bilden. 

2.     Erst  das  Zeitalter  des  Wiederauflebens  von  Kunst  und  Wissen- Algebra  nad 

Bachstaben- 
schaft   im   Abendland    hat    das   erlösende  Wort    auch  für  die  mathema-  rechnnng. 

tischen  Wissenschaften  gesprochen.  Schon  Inder  und  Araber  waren  durch 
das  Bedürfnis,  die  Lösung  einer  Gleichung  vom  zweiten  und  gewisser 
solcher  von  höherem  Grad  in  geschlossener  Form  darzustellen,  veranlasst 
worden,  nicht  nur  Potenzen  sondern  auch  Wurzeln  von  Grössen,  abgelöst 
von  irgend  einer  geometrischen  Bedeutung,  wie  Zahlen  zu  behandeln,  indem 
sie  für  solche  Operationen  an  der  Unbekannten  ebenso  wie  für  sie  selbst 
besondere  Zeichen  einführten***).  Wie  diese  Begriffe  und  Bezeichnun- 
gen in  das  Abendland  übergingen,  die  Benennung  der  Unbekannten  als 
„cosa"  einer  ganzen  Schule  von  Algebraikern  den  Namen  „Cossisten"  ein- 
trug, welche  Gestalt  jene  Zeichen  annahmen,  wie  durch  ihre  Verwendung 
bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades  Cardano,  Tartaglia, 
u.  A.  den  Begriff  der  irrationalen  Function  vorbereiteten,  dies  Alles  ist  in 
dem  Werk  über  Geschichte  der  Mathematik  von  M.  Cantor****)  ausführ- 
lich dargelegt,  und  es  mag  gestattet  sein,  auf  dieses  gründliche  und  um- 
fassende Werk  wegen  der  älteren  Spuren  des  Functionsbegriffes  über- 
haupt hier  Bezug  zu  nehmen.  Einen  entscheidenden  Schritt  in  der  Aus- 
bildung desselben  that  Vieta^  der  in  seinem  Werk:  In  artem  analyticam 
Isagoge,  1591,  dem  Zuge  der  Zeit  nach  Verallgemeinerung  folgend,  zu 
der  logistica  numerosa,  der  Arithmetik,  die  logistica  speciosa,  die  Buch- 
stabenrechnung, hinzu  erfand,  indem  er  Gleichungen  behandelt,  die  nicht, 
wie  bei  seinen  Vorgängern,  den  Cossisten,  bloss  die  Unbekannte,  sondern 
auch  die  Coefficieuten  in  der  Form  unbestimmter  Grössen  enthielten. 
Wenn  dabei  Vieta,  um  diesen  Buchstaben  (species.  utpote  alphabetica  ele- 
meuta)  die  Eigenschaften  extensiver  Grössen  und  damit  die  Vorzüge  der  geo- 
metrischen Auffassung  zu  sichern,  sie  als  Längen,  Flächen  u.  s.  w.  deutet, 


*)  Chasles,  Apercu  historique  etc.    Bnixelles  1837. 
**)  Zeuthen,  Kegelschnitte  u.  s.  w.  9.  Abschn.  a.  E.  (S.  201). 
***)  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  iu  Altertum  und  Mittelalter, 
Leipz.  1874,  S.  193,  265. 

**^)  Bis  jetzt  ist  erschienen  Bd.  I,  2.  AuH.  1894;   Bd.  II   1892;   Bd.  III 
1.  Abtlg.  1894;  Leipzig. 
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und  deshalb  nur  homogene  Gleichungen  in  Betracht  zieht,  so  hob 
schon  Descartes  durch  seine  Einfühi-ung  der  Einheit  als  geometrische 
Massgrösse  diese  Beschränkung  auf.  Immerhin  wurde  durch  die  Zeichen- 
sprache Vieta's  das  Auge  des  Mathematikers  an  die  Vereinigung  mehrerer 
unbestimmter  Grössen  zu  einer  algebraischen  Gleichung  gewöhnt,  und  der 
Weg  war  nicht  mehr  weit  bis  zu  dem  Entschluss,  den  Coefficienten  veränder- 
liche Werte  beizulegen  und  Wurzeln  in  ihrem  Abhängigkeitsverhältnis 
gegenüber  diesen  zu  untersuchen.  Zunächst  behandelt  die  umgekehrte 
Frage  Albert  Girard  in  seiner  „Invention  nouvelle  en  i'algebre"  (Amster- 
dam 1629;  Neue  Ausg.  von  Bierens  de  Haan,  Leyden  1884),  indem 
er,  unter  Zulassung  auch  negativer  und  imaginärer  Wurzeln  (Blatt  22, 
XII.  defin.,  II.  theor.),  die  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  durch 
die  Wurzeln  darstellt.  —  Der  Begriff  der  impliciten  algebraischen  Function 
aber  hat  sich  erst  an  der  Gleichung  der  Curve  entwickelt,  der  „aequatio 
speciosa",  wie  Newton  sie  genannt  hat,  einer  algebraischen  Gleichung, 
deren  Coefficienten  von  einer  Veränderlichen  abhängen.  Sie  bedeutet 
die  Beschränkung  des  Abhängigkeitsverhältnisses  auf  zwei  Grössen,  und 
damit  den  üebergang  zu  einer  neuen  Fragestellung.  Dass  der  Gedanke 
nicht  ferne  lag,  die  Buchstabenrechnung  des  Vieta  auf  die  geometrischen 
Oerter  der  Griechen  und  die  Coordinatenbeziehungen  des  Apollonius  anzu- 
wenden, ergiebt  sich  daraus,  dass  zwei  congeniale  Mathematiker  sich  um 
die  Ehre  streiten,  Erfinder  der  „analytischen  Geometrie"  zu  sein.  Wegen 
des  Anteils,  den  Descartes  und  Fermat  an  der  Begründung  dieses  Wissens- 
zweiges haben,  vergleiche  man  die  Darstellung  in  Cantor's  Geschichte  der 
Mathematik  und  die  Bemerkungen  von  Zeuthen  in  der  oben  (S.  110)  er- 
wähnten Note.  Für  die  Entwicklung  des  Functionsbegriffs  kommt,  teils 
wegen  der  allgemeinen  Gesichtspunkte,  die  es  enthält,  teils  weil  es  höhere 
algebraische  Curven  behandelt,  vornehmlich  das  Werk  „la  Geometrie"  von 
Descartes  in  Betracht,   von   dem  wir  nun  zu  sprechen  haben. 


I.  Abschnitt. 

Anfänge  einer  Theorie  der  algetraisclien  Curven  und  der 

Elimination: 
Yon  Descartes  tiis  Euler  und  Bezout. 

A.    Rene  Descartes  [1G37].*) 

(1)     Discours  de  la  methode  pour  bien  conduire  sa  raison  et  chercher  les  verites 
dans  les  sciences,  plus  la  Dioptrique,  les  meteores  et  la  Geometrie.  1  vol 
■4*'  Leydeu  1637.    Einzel- Ausg.  der  Geometrie,  Paris  1886,  91  SS.    Deutsche 
Ausg.  von  L.  Schlesinger.  Berlin  1894. 
1.     Der  Schrift  „La  Geometrie"  lieget  ein  Verfahren  zu  Grunde,  nach  Descartes- 

^  Geometrie. 

welchem  sich  algebraische  Ausdrücke  durch  Strecken  darstellen  lassen. 
Nimmt  man  nämUch  eine  Länge  als  Masseinheit  an,  und  deutet  die  un- 
bestimmten Grössen  oder  Zahlen,  aus  denen  ein  Ausdruck  sich  zusammen- 
setzt, ebenfalls  als  Längen,  so  lassen  sich  die  arithmetischen  Elementar- 
operationen an  denselben,  Potenziren  und  Quadratwurzelziehen  einge- 
schlossen, durch  solche  ebene  Constructionen  ersetzen,  die  wieder  zu 
Längen  führen,  und  hierdurch  in  den  Schutz  der  strengen  Grössenlehre 
des  fünften  Buches  von  Euklid  stellen.**)  Umgekehrt  werden  Be- 
ziehungen zwischen  Strecken,  Flächen,  körperlichen  Inhalten,  zwischen 
Producten.    Quotienten,    u.  s.  w.    von    Strecken    durch  Anwendung    der 


*)  Die  Jahrzahlen  der  Ueberschriften  deuten  den  Zeitraum  an.  in  dem 
der  genannte  Autor  über  den  zu  besprechenden  Gegenstand  sich  üffeutli'-h 
(in  älteren  Zeiten  auch  brieflich)  geäussert  hat. 

**)  Wie  sehr  das  Bestreben,  die  Grössenoperationen  der  Algebra  (Buch- 
stabenrechnung) der  Geometrie  der  Alten  zugänglich  und  dadurch  der  Vor- 
züge ihrer  strengen  Beweise  teilhaftig  zu  machen,  im  Bedürfnis  jener  Zeit 
lag,  hat  in  anschaulicher  Weise  Herr  Zeuthen  in  dem  Schlusskapitel  seiner 
erwähnten  „Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum"  auseinandergesetzt. 

Jahxesber.  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigung.     III.  8 
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Bezeichnungen  der  Arithmetik  in  algebraische  Form  gebracht,  wobei 
zugleich  der  Begriff  der  stetigen  Veränderlichkeit  von  einander  abhängiger 
Grössen  aus  der  Geometrie  in  die  Algebra  übergeht. 

Indem  auf  diese  Weise  Descartes  jedes  Abhängigkeitsverhältnis 
zwischen  extensiven  Grössen,  namentlich  auch  zwischen  unbestimmten, 
in  die  Form  von  Gleichungen  bringt,  eröffnet  er  den  Weg  zu  einer  neuen 
Art  von  Problemen:  zur  Darstellung  und  Discussion  der  geometrischen  Oerter 
mit  Hülfe  von  Gleichungen  zwischen  Veränderlichen,  welche  alle  Eigen- 
schaften dieser  Oerter  in  sich  einschliessen ,  und  verbindet  so  zwei  bis 
dahin  getrennte  Wissenszweige:  Analysis  und  Geometrie  (Vorrede  zu  de 
THospital,  Analyse  des  infiniment  petits,  Paris  1696). 

Durch  die  algebraische  Darstellung  geometrischer  Oerter  wird  die 
Kluft  überbrückt,  die  für  die  Griechen  noch  zwischen  Kreis  und  gerader 
Linie  einerseits  (den  „geometrischen"  Linien)  und  zwischen  Kegelschnitten 
und  den  höheren  („mechanischen")  Curven  andererseits  bestand  ((1)  livrell, 
Einleitung);  es  ist  eine  Theorie  der  allgemeinen  algebraischen  Curven 
angebahnt.  Descartes  nennt  dieselben  „geometrische  Curven",  während 
er  die  Bezeichnung  „mechanische"  auf  diejenigen  beschränkt,  die  vnr 
heute  mit  Leibniz  transcendent  nennen.  Er  teilt  die  erstgenannten  in  „Ge- 
schlechter" (genres)  ein,  wobei  er  je  zwei  auf  einander  folgende  Ord- 
nungen (2n4-l  und  2n+2)  zu  einem  Geschlecht  vereinigt:  eine  Eintei- 
lung, die  später  Newton  durch  die  jetzt  übliche  nach  der  Ordnung  (der 
Dimension  der  Gleichung)  ersetzt  hat. 

Ueberhaupt  handelt  die  „Geometrie"  nur  von  algebraischen  Curven, 
von  denen  die  Kegelschnitte  und  die  bekannten  (Cartesischen)  Ovale 
nebst  Normalenconstructionen  (hierbei  die  Descartes'sche  Regel  von 
den  unbestimmten  Coefficienten)  den  Inhalt  des  zweiten  Buches  bilden, 
sowie  von  den  Durchschnittspunkten  algebraischer  Curven,  deren  Auf- 
suchung Descartes  (im  dritten  Buch)  nach  dem  Vorgang  der  Alten  mit 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  in  Verbindung  setzt.  Abgesehen 
von  den  dieser  Theorie  gewidmeten  Kapiteln,  lässt  sich  das  Ziel  des 
ganzen  dritten  Buches  denn  auch  dahin  charakterisiren,  dass  Desc  artes 
den  Weg  zu  zeigen  wünscht,  wie  man  „Probleme"  —  er  versteht  dar- 
unter höhere  algebraische  Gleichungen  —  durch  den  Schnitt  von  Curven 
möglichst  niedriger  Ordnung  löst.*) 

Da  sich  die  allgemeinen  Gleichungen  von  höherem  als  dem  vierten 

*)  Noch  Newton  äussert  (Enumeratio  lin.  3.  ord.  Cap.  VIII)  die  Ansicht: 
Curvarum  usus  in  Geouietria  est,  ut  per  earum  intersectiones  problemata  sol- 
vantur. 
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Grad  nicht  mehr  auf  den  Schnitt  von  Kreisen  mit  Kegelschnitten  zurück- 
führen lassen  (drittes  Buch,  gegen  Ende),  so  reducirt  er  diejenigen  des 
sechsten  Grades  auf  die  Aufgabe,  die  Abscisscn  der  gemeinsamen  Punkte 
eines  Kreises  und  einer  gewissen  Curve  dritter  Ordnung  zu  bestimmen,  die 
er  als  einen  geometrischen  Ort  definirt.  Für  die  Veränderlichen  verwendet 
Descartes  —  um  auch  von  Aeusserlichkeiten  zu  sprechen,  die  sich  als 
folgenreich  erwiesen  haben  —  die  letzten  Buchstaben  des  Alphabets,  eine 
Bezeichnung,  die  sich  trotz  des  Widerspruches  von  Fermat,  der  die  Vieta'- 
sche  durch  die  Vocale  vorzog,  eingebürgert  hat.  Auf  Descartes  geht 
auch  die  Unterscheidung  der  Potenzen  durch  Zahlenexponenten  zurück, 
eine  Bezeichnung,  die  Wallis  und  Newton  auf  die  von  Wurzeln  durch 
gebrochene  Exponenten  ausdehnten,  und  die  so  zur  Conception  des  Bino- 
mialtheorems  hinleitete,  wie  Laplace  im  Eingang  seiner  Theorie  aualy- 
tique  des  probabilites  (Paris  1812)  ausführt.  Auch  die  Einführung  der 
Exponentialgrössen  als  einer  neuen  Functionengattung  durch  Leibniz 
war  eine  Folge  dieser  scheinbar  unerheblichen  abkürzenden  Bezeichnungs- 
w'eise  Descartes'. 

2.     Chaslcs  bezeichnet  die  Lehre  des  Descartes  als  eine  „proles    uneiie 

"  '■  über 

sine  matre  creata".  Man  könnte  an  diesem  Ausdruck  unbedingter  Be-  oesoartcs, 
wunderung  Anstoss  nehmen,  v/enn  man  mit  dem  Inhalt  des  Werkes  die 
Ansprüche  vergleicht,  die  auf  die  Erfindung  der  Coordinatenmethode 
Zeuthen  für  Apoll on ins  und  seine  Vorgänger  reclamirt,  und  die  auf 
deren  priucipielle  Anwendung  Fermat  erhebt,  der  zuerst  in  systema- 
tischer Weise  die  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  discutirt  hat; 
wenn  man  ferner  hinsichtlich  der  Sätze  über  algebraische  Gleichungen 
die  scharfen  Aeusserungen  von  Wallis  und  später  von  Leibniz  bezüg- 
lich der  Priorität  Harriot's  in  Betracht  zieht.  Indessen  abgesehen  davon, 
dass  bei  den  Letzteren  jedenfalls  der  Umstand  mitsprach,  dass  Descartes, 
der  überhaupt  keinen  seiner  nächsten  Vorgänger  zu  nennen  für  gut  fand, 
durch  seine  provocirende  Schi-eibart  den  Widerspruch  der  Zeitgenossen  her- 
vorrief: das  eine  lässt  sich  nicht  in  Abrede  stellen,  dass  Descartes  den 
Begriff  der  höheren  algebraischen  Curven  und  damit  für  unsere  Theorie  den 
Ausgangspunkt  geschaffen  hat.  Auch  Leibniz  erkennt  ausdrücklich  au 
(de  ortu  .  .  .  algebrae  etc.  Leibniz  math.  Sehr.  her.  von  Gerhardt, 
Halle  1863  Bd  7  S.  213),  dass  „Cartesius  zuerst  die  Curven  höherer 
Grade  durch  Gleichungen  ausgedrückt  hat,  indem  er  sich  von  den  Vor- 
urteilen der  Alten  frei  machte,  die  noch  Vieta  umfingen,  w^enn  er  solche 
Constructionen ,  die  mit  Hülfe  dieser  Curven  sich  vollziehen  [z.  B.  von 
Wurzeln  höherer  Gleichungen],    als  nichtgeometrisch  bei  Seite  Hess". 
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Auf  Descartes  geht  die  Sonderung  von  algebraischen  und  trans- 
cendenten  Curven  zurück.  Wenn  ihn  Leibniz  darum  tadelt,  dass  er 
die  letzteren  aus  seiner  Geometrie  ausschliesst  (I.e.),  so  scheint  der  heutige 
Stand  der  Wissenschaft  die  Selbstbeschränkung  von  Descartes  eher  zu 
rechtfertigen,  als  zu  ■widerlegen.  Jedenfalls  hat  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Functionen  von  Descartes'  Geometrie  ihren  Ausgang  genommen; 
denn  eben  an  die  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Coordinaten  knüpft 
nun  zunächst  Newton  an. 


B.    Isaac  Newton  [1669—1704]*). 

Isaaci  Newtoni  Opera  quae  exstaut  ornnia.  comm.  S.  Horsley,  Lond.  1779 
—1785.  5  voll.  40.  T.  I  enthält  u.  A.: 

(1)  Arithmetica  universalis,  S.  1 — 229.    (Vorlesungen  in  Cambridge,  publ.  1707). 

(2)  Analysis  per  aequationes  numero  terminorum  infinitas,  S.  257 — 282  (ver- 
fasst  vor  1669,  publ.  1711). 

(3)  Excerpta  quaedam  ex  epistolis  Newtoni,  S.  285 — 329. 

(4)  Geometria  analytica  sive  speeimina  artis  analyticae,  S.  391 — 518,  von 
Bischof  Horsley  aus  drei  Manuscripteu  zusammengestellt  1779. 

(4a)  In  der  Ausgabe:  Isaaci  Newtoni  Opuscula,  coli.  J.  Castiilioneus,  Laus, 
et  Gen.  1744,  2  Voll.  T.I.  ist  die  Geometria  analytica  des  Horsley,  dem  Text 
nach  verschieden,  aber  inhaltlich  übereinstimmend,  als  „Methodus  fluxionum 
et  serierum  iufinitai-um"  aufgeführt  in  der  Gestalt,  in  welcher  diese  Ab- 
handlung zuerst  vonColson  1736  publicirt  worden  ist.  Als  Zeit  der  Ab- 
fassung giebt  der  Biograph  Newton' s,  Brewster,  in:  The  life  of  Sir  I. 
Newton,  Lond.  1831,  2.  Auflage  unter  dem  Titel:.  Memoirs  of  the  life, 
writings  and  discoveries  of  Sir  I.  Newton,  2  voll.  1860,  aus  welcher  auch 
die  übrigen  Daten  oben  entnommen  sind,  das  Jahr  1670  an  (T.  I,  pp.  62. 
346.  349). 

(5)  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis,  S.  531 — 560.  publ.  1704. 

Newton's  3.     Durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 

Vorgänger 

auf  dem  Ge- waren  die  Mathematiker  mit  dem  Begriffe  der  irrationalen  Function  in  der 

biete  der 

DarsteUuDg  Form  des  Abhängigkeitsverhältnisses  einer  Wurzel  von  den  Coefficienten 

irrationaler 

Functionen,  der  Gleichung  vertraut  gemacht  worden,  und  die  von  Stifel,  Bombelli, 
Vieta  u.  A.  in  die  Algebra  eingeführte  Zeichensprache  diente  zur  Dar- 
stellung dieser  Function. 

Aber  erst  Newton  erfasste  den  Begriff  einer  algebraischen  Function 
—  ohne  ihn  übrigens  explicite  zu  formuliren  —  inhaltlich  dadurch,  dass 
er    zeigte,    wie   man  eine  Wurzel  einer  algebraischen   Gleichung,   deren 


*)  Siehe  die  Note  zu  A. 
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Coefficienten  rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  sind,  durch  Reihen 
nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen  dieser  Grösse  darstellt.  Das  Ver- 
fahren, nach  welchem  dies  geschieht,  findet  man  ausführlich  in  der  Gco- 
metria  analytica  (Methodus  fluxionum  (4),  (4''')  der  Litteraturangabe)  aus- 
einandergesetzt, es  ist  teilweise  mit  denselben  Worten  auch  in  dem  zweiten 
Brief  an  Oldenburg  (indirect  an  Leibniz)  vom  24.  Oct.  1676  und  in 
der  Analysis  per  aequationes  (2)  besprochen.  Der  Zeitpunkt  dieser  folgen- 
schweren Entdeckung  fällt  wohl  zusammen  mit  der  Abfassung  der  er- 
wähnten Analysis,  die  Newton  im  Jahr  1669  seinem  früheren  Lehrer 
Barrow  vorlegte.  Nico  laus  Mercator  hatte  1668  die  Quadratur  der 
Hyperbel  ausgeführt,  indem  er  den  Bruch  l/l+x  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  X  in  eine  Reihe  entwickelte*)  und  dann  Glied  für  Glied  intc- 
grirte,  was  nach  bekannten  Formeln  geschehen  konnte,  da  schon  Wallis 
das  Integral  der  nten  Potenz  für  beliebige  n  auszuführen  wusste  (Arith- 
metica  Infiuitorum  1659).  Dieser  Vorgang  scheint  Newton,  der  schon 
vorher  vermöge  Wallis'  Interpolationsmethode  in  den  Besitz  des  Binomial- 
theorems  gelangt  war,  auf  die  Entwicklung  der  Wurzeln  von  höheren, 
nicht  reinen  Gleichungen  (aequationes  affectae)  geführt  zu  haben.  Je 
nachdem  die  Coefficienten  Zahlen  sind  oder  noch  eine  unbestimmte  Grösse 
(species  indefinita)  enthalten,  schreiten  die  Reihen  nach  Potenzen  von  1/10 
oder  von  x  (bezw.  1/x,  x- — a)  fort.  In  der  Einleitung  zur  Geometria 
analytica  giebt  Newton  seine  Auffassung  des  Problems  mit  beiläufig 
folgenden  Worten: 

4.     „Da  die  Rechenoperationen  an  Zahlen  und  Buchstaben  die  näm-  Newton's 

Auffassung 

liehen  sind,  ...  so  nimmt  mich  Wunder,   dass    die    kürzlich   erfundene       Jes 

Problems. 

Lehre  von  den  Decimalbrüchen  noch  niemand  auf  unbestimmte  Grössen 
(species)  angewandt  hat,  zumal  da  man  Grösseres  damit  erreichen  kann. 
Ich  nehme  hiervon  die  Abhandlung  des  N.  Mercator  über  die  Quadratur 
der  Hyperbel  aus,  aus  der  sich  ersehen  lässt,  dass  die  elementaren  Rechen- 
operationen von  der  Arithmetik  auf  die  Algebra  übertragbar  sind,  wenn  man 
statt  der  absteigenden  Potenzen  von  zehn  die  nach  Dimensionen  geord- 
neten Potenzen  der  unbestimmten  Grösse,  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt, 
nimmt.  Und  wie  der  Vorteil  der  Decimalen  darin  besteht,  dass  alle  Brüche 
und  Wurzelgrössen,  durch  sie  ausgedrückt,  gewissermassen  die  Natur  von 
ganzen  Zahlen  erhalten,  so  können  mit  Hülfe  dieser  Entwicklungen 
complicirte  Ausdrücke  in  Bruchform,  oder  Wurzelgrössen,  auch  die  Wur- 
zeln nicht  reiner  Gleichungen,  auf  die  Form  von  unendlichen  Reihen  ge- 


*)  Reiff,  Geschichte  der  unendlichen  Reihen,  Tübingen  1889,  S.  17  ff. 
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bracht  werden,  deren  Glieder  einfache  Zähler  und  Nenner  haben,  und 
die  keine  Schwierigkeit  mehr  bieten.  Ich  werde  hier  ein  Verfahren  an- 
geben, nach  welchem  sich  solche  Entwicklungen  auch  in  schwierigeren 
Fällen  ausführen  lassen,  und  dann  diese  Rechnung  auf  die  Lösung  ge- 
wisser Aufgaben  anwenden." 
Newton's  5.     Nun  entwickelt  Newton    nicht   etwa   eine  Theorie,  sondern  er 

Verfahren 

der      zeigt,   nach   dem   Gebrauche   iener   Zeit,    an  wenigen   Beispielen   auf  im 

Potenzent-        °  '  J  ;  »  r 

Wicklung,  ganzen  14  Buchseiten  sein  Verfahren,  das,  Avie  bekannt,  im  wesentlichen 
in  einer  successiven  Verbesserung  des  eingeführten  zunächst  noch  fehler- 
haften Wurzelwertes  besteht.  Diejenigen  Beispiele,  die  sich  auf  die 
Entwicklung  der  Wurzel  einer  höheren  Gleichung  nach  Potenzen  der  un- 
abhängigen Veränderlichen,  welche  in  die  Coefficienten  eingeht,  beziehen, 
leitet  der  Verfasser  ein  durch  eine  Darstellung  seiner  Auflösungsmethode 
für  numerische  Gleichungen.  Wie  es  sich  hier  zunächst  um  einen  Nähe- 
rungswert („neglectis  caeteris  potestatibus  ob  parvitatem")  der  Wurzel 
handelt,  so  muss  in  dem  Fall  der  aequationes  speciosae"  zuerst  irgend 
ein  numerisches  Wertepaar  für  die  zwei  Veränderlichen  gefunden  werden, 
das  die  Gleichung  befriedigt  und  die  Stelle  definirt,  für  welche  eine  Ent- 
wicklung hergestellt  werden  soll.  In  den  meisten  Beispielen  ist  dies  der 
Ursprung  des  Coordinatensystems;  in  anderen  wird  durch  die  Transfor- 
mation z  =  xrta,  oder  durch  z=  1/x  die  Stelle  in  den  Ursprung  ver- 
legt (a.  a.  0.  S.  404). 

Das  erste  6.     Der  Coofficient  des  ersten  Gliedes  der  Entwicklung,   des   .,quo- 

tiens",  wird  nun  so  bestimmt.  Man  bringe  die  Gleichung  auf  die  Form: 
eine  ganze  Function  der  beiden  Veränderlichen  x,  y  gleich  Null,  und 
vernachlässige  die  Glieder  höherer  Dimension  gegen  das  Aggregat  der 
niedrigsten,  das  für  sich  gleich  Null  gesetzt  wird,  insofern  „species  in- 
definita  x  parva  esse  fingitur".  Das  geschieht,  indem  man  (1.  c.  p.  398) 
„aus  den  Gliedern,  in  denen  die  Wurzel  y  nicht  vorkommt,  den  hin- 
sichtlich X  niedrigsten  Term  beibehält,  dazu  den  ebenso  in  y  niedrigsten 
Term  nimmt,  also  zwei  Terme,  für  welche  die  Progression  der  Dimensionen 
beider  Variabein  eine  möglichst  kleine  ist  (ut  progressio  dimensionum 
utriusque  praefatae  speciei  a  termino  prius  assumpto  ad  hunc  termi- 
.num  continuata  quam  maxime  potest  descendat)  und  dazu  noch  alle 
Terme,  deren  Dimensionen  in  der  gleichen  Progression  auftreten,  wenn 
mau  sie  beliebig  fortsetzt". 

Um  diese  Auswahl  zu  erleichtern,  fühit  Newton  ein  „Diagramm", 
das  nach  ihm  genannte  Parallelogramm  ein,  das  ja  auch  noch  heute  eine 
klassische  Bedeutung  besitzt.    Indessen  diejenige  Schwierigkeit,    die  man 
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jetzt  durch  dieses  Hülfsmittel  hebt,  nämlicli  die  Trennung  verschiedener 
Eutwicklungsgruppen,  die  einer  singulären  Stelle  dos  algebraischen  Ge- 
bildes angehören,  macht  Newton  keine  Sorge.  Er  spricht  von  ihr  so 
wenig,  wie  von  dem  Umstand,  dass  allgemein  zu  irgend  einem  Werte 
\m  X  so  viele  Entwicklungen  von  y  gehören,  als  der  Grad  der  Gleichung 
iii  y  angiebt.  Nur  in  einem  Beispiele  lässt  er  in  die  Entwicklung  eine 
unbestimmte  Wurzel  derjenigen  Gleichung  eingehen,  ans  der  sich  das 
Anfangsgiied  bestimmt,  indem  er  diese  als  „snrda"  (irrational)  oder  als 
irextricabilis  (nicht  ausziehbar)  voraussetzt,  sofern  sie  nur  nicht  „impossi- 
bilis"   (imaginär)  ist. 

üebrigens  ist  Newton' s  Bestreben  nicht  etwa  darauf  gerichtet, 
tie  Entwicklung  in  der  Nähe  eines  bestimmten  vorher  ausgewählten 
Jurvenpnnktes  zu  erhalten.  Er  fasst  die  Ordinate  der  Curve  als  Wurzel 
einer  Gleichung  auf,  die  durch  eine  Reihe  gelöst  werden  soll.  Es  ist 
ihm  also  überhanpt  nur  um  irgend  eine  Entwicklung  zu  thun,  und  er 
bevorzugt  diejenige,  die  infolge  einer  passend  gewählten  Ansgangsstelie 
ein  rationales  Anfangsglied  eindeutig  darbietet.  Einen  Ueberbhck  über 
die  verschiedenen  möglichen  Entwicklungen  zu  geben  beabsichtigt  er 
keineswegs.  Solche  Abzahlungen  oder  gar  die  Untersuchung  singulärer 
Stellen,  die  dem  allgemeinen  Verfahreji  sich  nicht  unterordnen,  liegen 
nicht  im  Geiste  der  Zeit,  die  Mühe  genug  hatte,  durch  die  Fülle  der 
Fragen,  welche  die  neuen  fruchtbaren  Methoden  aufgeworfen  hatten,  sich 
überhaupt  nur  hindurch  zu  finden. 

7.     Auch    die   imaginären  Zweige   der  Curven   waren   für  Newton  Die  im.ig 

niirea 

und  das  ganze  nächste  Jahrhundert  nicht  vorhanden ;  den  unbestimmten  zweige. 
Coefficienten  in  einer  Gleichung  oder  Reihenentwicklung  imaginäre  Werte 
zu  erteilen,  wagte  man  erst,  nachdem  Gauss  und  Cauchy  dem  Imagi- 
nären Bürgerrecht  in  der  Analysis  verliehen  hatten.  Für  Newton  war 
auch  der  Grad  einer  algebraischen  Gleichung  bloss  eine  obere  Grenze  für 
die  Zahl  der  Wurzeln  ((1)  „De  natura  radicum",  a.  a.  0.  S.  167),  wiewohl 
schon  Girard  (Invention  nouvelle  en  l'Algebre  1629,  neue  Ausgabe  Ley- 
den  1884)  die  heutige  Auffassung  vertreten  hatte,  dass  die  Zahl  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  gleich  ihrem  Grade  sei,  sofern  man  nämlich 
drei  Arten  von  Lösungen  zulässt:  positive,  negative  und  „d'autres  enve- 
loppees  (auch  „impossibles"),  comme  Celles,  qui  ont  le  ]/ — 1".  Für 
Newton  kommen  jedoch  Entwicklungen  mit  imaginären  Coefficienten 
nicht  in  Betracht,  vielmehr  schliesst  er  an  seine  Theorie  der  Reihen  als- 
bald die  Probleme  der  Quadratur,  Rectification  u.  s.  w.  der  reellen  Curven- 
zweige  an. 
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Die  höheren  8.     Das  zwelte  Glied   der  Reihe   („subsequentes   dimensiones"  oder 

die  conver- „termini  quotientis")  bestimmt  Newton,  ähnlich  wie  bei  numerischer 
Gleichungen,  durch  Einführung  einer  neuen  Grösse  y — Ax"  ^  p  anstelle 
von  y,  wenn  Ax°  das  erste  Glied  der  Reihe  für  y  ist,  unter  Wieder- 
holung des  Verfahrens  an  der  Gleichung  in  p  und  x. 

Die  Frage  der  Convergenz  der  erhaltenen  Reihe  erörtert  Newton 
mit  den  "Worten:  „Um  zu  erkennen,  dass  die  gewonnenen  Ausdrücke 
auf  diese  Weise  dem  Werte  der  Wurzel  so  nahe  gebracht  werden  können, 
dass  sie  um  weniger  als  eine  gegebene  Grösse  von  ihr  verschieden  sind, 
und  ins  Unendliche  fortgesetzt,  die  Reihe  sich  von  der  Wurzel  über- 
haupt nicht  unterscheidet",  ((4)  de  reduct.  affect.  aequat.  1.  c.  S.  40Ö) 
—  —  so  lehrt  (dies  ist  der  Sinn  der  folgenden  Worte)  das  benutzte 
Rechenverfahren,  dass  je  mehr  Glieder  der  Reihe  man  nimmt,  um  so 
höher  die  Potenz  des  niedrigsten  unter  denjenigen  Gliedern  der  Gleichung 
ist,  die  nach  der  Einsetzung  sich  nicht  wegheben.  Dazu  kommt  noch 
die  Bemerkung : 

„Ein  Ende  hat  die  Giltigkeit  (radix  terminatur)  für  denjenigen  Wert 
der  unabhängigen  Veränderlichen,  für  den  die  Reihe  einen  unendlich 
grossen  Wert  erhält  (quin  magnitudo  radicis  in  infinitum  prosiliet,  hoc 
est,  fiet  impossibüis)  wie  beispielsweise  die  Entwicklung  von  y  =  |/ax — x^ 
für  X  :^  a"  (1.  c.  S.  406).  Newton  hat  also  eine  gewisse  Vorstellung 
von  der  Rolle,  welche  für  die  Frage  der  Convergenz  die  Verzweigungs- 
punkte spielen. 

Ein  zweites  9.     In  einem  Briefe  an  Wallis   1676  (1.  c,  S.  292)  giebt  Newton 

für  die    für  die  Berechnung   des  ersten  Reihengliedes  noch  eine  andere  Methode, 

der  Expo-°und    Wendet    sie    sogleich   auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen    „ubi 

iienten  der  „       .       .,  .  .         ' 

Potenzent-  duae  flueutes  quantitates  una  cum  earum  fluxiombus  in  aequatione  com- 
prehenduntur"  [selbstverständlich  bei  Newton  in  algebraischer  Verbin- 
dung] au,  deren  Lösung  er  molestissimum  et  omnium  difficillimum  pro- 
blema  nennt  (1.  c.  S.  423). 

Newton  erklärt  diese  Methode  in  folgender  Weise: 
Gegeben  sei  eine  Gleichung  zwischen  y,  z  und  dy/dz  (in  Newton's 
Schreibweise  y,  oder  vielmehr:  y/z  für  z  =  1).  Ist,  nachdem  man  sie 
auf  die  Form:  eine  ganze  Function  von  y  und  y  gleich  Null,  gebracht 
hat,  der  Term  niedrigster  Ordnung  in  z  allein  z''-,  und  sind  die  anderen 
von  der  Form  z^".  y"-.  y',  so  bilde  man  für  jeden  dieser  Terme  den  Bruch 

^—~-.     Ist  V  die    grösste   dieser  Zahlen,    so  ist  z^  der  Exponent 
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des  ersten  Gliedes  der  Reihe  y  =  az^^-  •••,  welche  die  Wurzel  der 
Differentialgleichung  (aequatio  fluxionem  radicis  involvens)  darstellt.  Die 
Grösse  a  bestimmt  Newton  durch  Coefficientenvergleichung,  setzt  dann 
y  =  az^'-f-p  und  bildet  die  Gleichung  zwischen  z,  p,  p,  die  ebenso  be- 
handelt wird,  wie  die  gegebene.  Von  dem  Eingehen  einer  willkürlichen 
Constanten  ist  nicht  die  Rede.  Diese  Methode  lässt  sich  auch  anwenden, 
wenn  höhere  Differentialquotienten  (fluxiones  secundae,  tertiae  .  .  .)  auf- 
treten. Newton  wendet  sie  auf  solche  Fälle  an,  wo  andere  Methoden 
versagen.  Selbstverständlich  gilt  sie  aber  auch,  wenn  die  Fluxion  fehlt, 
d.  h.  für  endliche  Gleichungen  zwischen  y  und  z,  die  hierdurch  iu  der 
Behandlung  mit  den  Differentialgleichungen  auf  eine  Stufe  gestellt  wer- 
den. Erst  neuerdings  hat  man  auf  diesen  Gedanken  wieder  zurück- 
gegriffen. 

An  diese  zweite  —  in  den  Fällen,  wo  sie  nicht  gleichfalls  versagt, 
recht  förderliche  —  Methode  knüpfen  die  nächsten  Schriftsteller  der 
englischen  Schule,  Stirling,  Taylor,  Mac  Laurin  an,  w^obei  sich  in- 
dessen ihre  Unzulänglichkeit  bald  herausstellen  sollte,  wie  unten  gezeigt 
werden  wird. 

10.     Es   wurde    schon   erwähnt,    dass   Newton  seinen  älteren  — Leibmz'Ur- 

'  teile  iibcr 

vor-Leibniz'schen  —  Fluxionscalcul  auf  die  Entwicklung  der  zu  diffe-^''*^  ^*^Yr'"" ' 

~  sehe  Me- 

rentiirenden    oder    zu   integrirenden  Ausdrücke   in  Reihen  gegründet  hat,     '''°**^- 
wie  dies  auch  aus  den  Briefen  an  Oldenburg  vom  Jahre  167G  hervorgeht. 
Leibniz    äusserte  sich,    als  der  Streit  über  die    Priorität  der  Erfindung 
der  Differentialrechnung  ihm  nahe  ging,  in  einem  Brief  vom   10.  October 
1712  an  Joh.  Bernoulli  darüber  wie  folgt: 

„Ich  erinnere  mich,  seinerzeit  Briefe  von  Oldenburg  erhalten  zu 
haben,  aus  denen  hervorging  (apparebat),  dass  Newton  damals  den 
Angelpunkt  der  Sache  in  die  Reihen  verlegte  und  diejenigen  Probleme 
für  gelöst  ansah,  die  er  auf  Reihen  zurückgeführt  hatte.  Aber  ganz  was 
anderes  lehrt  der  Differentialcalcul.  Man  muss  die  Probleme,  die  auf 
gewöhnliche  Constructionen  nicht  zurückgeführt  werden  können,  we- 
nigstens auf  Quadraturen  zurückführen,  und  auch  in  den  transcendenteu 
Quadraturen  giebt  es  verschiedene  Stufen.  Ich  bezweifle  also,  dass 
Newton  so  zeitig  zu  jener  Methode,  die  er  [jetzt]  Fluxionsrechnung 
nennt,  gekommen  ist."  Joh.  Bernoulli  stimmt  brieflich  dieser  Ansicht  zu 
(7.  Juni  1713),  indem  er  die  Prioritätsansprüche  Beider  vergleicht  und 
zu  dem  Ergebnis  kommt,  dass  der  Algorithmus,  die  allgemeinen  ana- 
lytischen Operationsregeln  des  Differentiirens  und  Integrirens,  zu  jeuer 
Zeit  Newton  unbekannt  waren. 
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Die  Ansicht,  die  Newton  selbst  von  seiner  Reihen-Methode  hegt, 
kommt  an  einer  Stelle  des  ersten  Briefes  an  Oldenburg  zum  Ausdruck, 
wo  er,  nachdem  er  die  Reihenentwicklung  für  die  Ordinate  der  Ellipse 
auf  die  Probleme  der  Quadratur,  Rectification  der  Ellipse  und  die 
Kubatur  des  Sphäroids  angewendet  hat,  Folgendes  sagt:  ((3),  a.  a.  0. 
S.  322): 

„Ex  bis  videre  est,  quantum  fines  analyseos  per  hujus  modi  infinitas 
aequationes  ampliantur:  quippe  quae,  earum  beneficio,  adomnia  paene 
dixerim  problemata  (si  numeralia  Diophauti  et  similia  excipias)  sese  exten- 
dit."  Man  wird  dem  Autor  darin  Recht  geben,  dass  seine  Methode  die  Grund- 
lage enthält  für  einen  Fortschritt  der  Aualysis  von  uugemessener  Trag^veite. 
Aber  der  Verlauf  dieses  Referats  wird  lehren,  wie  viel  zu  thun  übrig  blieb, 
um  dem  von  Newton  ausgesprochenen  Gedanken  seine  Umgrenzung  und 
einen  Beweis  zu  geben;  und  weiter  ist  bekannt,  wieviel  fruchtbarer  für 
die  nächste  Zeit  die  Methoden,  Anschauungen  und  Bezeichnungen  des 
Festlandes  sich  erwiesen  haben,  die  sich  den  Bedürfnissen  der  angewandten 
Disciplinen  geschmeidig  anpassten  und  für  eine  Theorie  der  Functionen 
eine  Reihe  wichtiger  Voruntersuchungen  an  Transcendenten  lieferten.  Es 
zeugt  demnach  mindestens  von  Einseitigkeit,  wenn,  mit  einem  Ausfall 
auf  Leibniz,  Stirling  in  seiner  Schrift  Lineae  3.  ordinis  Newtonianae 
(1717)  ausruft:  „Sane  non  video,  qua  ratione  quis  possit  fluxionum 
methodi  iuventionem  sibi  arrogare  et  non  etiam  serierum  inventionem". 
Newton  n      Dem  Umstand,  dass  Newton  auf  die  Beherrschung  der  impli- 

uiid  das  o  j. 

Taylor'sehe  citen  Functionen,    die  allerdings,    gegenüber  Leibniz,    die   starke  Seite 

Theorem.  '  &   5     ^   &  ' 

seiner  Theorie  bildete,  den  Hauptnachdruck  legte,  ist  es  vielleicht  zuzu- 
schreiben, dass  er  den  kurzen  Schritt,  der  ihn  von  dem  Taylor 'sehen 
Theorem  noch  trennte,  nicht  ausgeführt  hat.  In  der  später  viel  be- 
sprochenen Prop.  X,  Probl.  III  des  lib.  II  der  Principia  (Phüosophiae 
naturalis  principia  mathematica,  auct.  Is.  Newton,  1687),  wo  New- 
ton die  Aufgabe  behandelt,  aus  der  beliebig  gegebenen  Bahncurve  eines 
schweren  Körpers  das  Gesetz  für  die  Dichtigkeit  des  "v^-iderstehenden 
Mittels,  in  dem  die  Bewegung  erfolgt,  abzuleiten  (wobei  er  den  Wider- 
stand der  Dichtigkeit  und  dem  Quadrat  der  Gesch-nindigkeit  proportional 
setzt),  kommt  eine  Reibenentwicklung  vor  für  den  Zuwachs  der  Ordi- 
nate jener  Curve  nach  Potenzen  des  Zuwachses  der  Abscisse.  Die  Coeffi- 
cienten  der  Entwicklung  ergeben  der  Reihe  nach  die  Lage  der  Tangente, 
die  Krümmung  der  Curve,  die  Variation  der  Krümmung  u.  s.  w.,  lauter 
Grössen,  die  andererseits  Newton  durch  seine  Fluxionsmethode  direct 
zu  berechnen  wusste  ((4),  Probl.  IV,  V).     Es  lag  nahe,  diese  Ausdrücke 
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mit  einander  zu  vergleichen,  wie  dies  später  Stirling  that  (Lin.  o.  ord. 
Newtonianae,  Prop.  III,  ed.  Paris.  1707  p.  76),  der  auf  diese  Weise  unab- 
liängig  von  Taylor  zu  dem  nach  diesem  genannten  Theorem  gelangt  ist. 
Uebrigcns  befindet  sich  gerade  an  dieser  Stelle  der  Principia  in  der 
ersten  Auflage  ein  Fehler  (vgl.  Briefe  von  Job.  Bernoulli  an  Leibniz 
vom  12.  Aug.  1710,  7.  Juni  1713  und  Lagrange,  Fonct.  analyt.  I. 
partie  8,  p.  6),  den  Newton  erst  in  der  zweiten  Auflage  stillschweigend 
verbessert  hat  (1713),  als  ihn  andere  Dinge  mehr  in  Anspruch  nahmen. 

Von  dem  Beitrag  zur  Eliminationstheorie,  den  (1)  enthält,  wird  unten 
(No.  14)  die  Rede  sein. 

12.     Zwischen    der  Fluxionsrechnung  (4)   und    der  Enumeratio  lin.  oic  „Eim- 

iiieratio" 

tert.  ord.  (5)  scheint  ein  Zusammenhang  nicht  zu  bestehen.  Aber  dass  etc. 
die  gerad-  und  krummlinigen  Asymptoten,  die  in  dieser  Schrift  das  Ein- 
tcilungsprincip  für  die  Curven  abgeben,  mit  dem  Approximationsverfabren 
der  Reihen  in  Verbindung  gesetzt  werden  können,  haben  später  Stirling 
und  Gramer  gezeigt.  Jedenfalls  hat,  w'ie  man  in  Chasles'  Geschichte  der 
Geometrie  (Apercu  historique  sur  l'origine  et  le  developpement  des  metho- 
des  en  geometrie,  4.  section,  §  4,  1837,  Bruxelles  4";  2.  edit.  1875,  Paris) 
nachlesen  kann,  diese  Schrift  auf  die  Entwicklung  der  Geometrie  einen 
weittragenden  Einfluss  geübt.  Indem  Newton  seine  überraschend  ein- 
fachen Sätze,  w^elche  Ordnung  in  das  wirre  Gebiet  der  Gestalten  der 
Curven  dritter  Ordnung  bringen,  ohne  Beweis  publicirte,  veranlasste  er 
namhafte  englische  Geometer  wie  Stirling,  Mac  Laurin,  auf  dem  Fest- 
laude  Nicole,  De  Gua,  Gramer  u.  A.  zu  bedeutenden  Anstrengungen, 
die,  zunächst  auf  die  Begründung  jener  Sätze  gerichtet,  neue  Gesichts- 
punkte zu  Tage  brachten,  welche  zu  einer  allgemeinen  Geometrie  der 
algebraischen  Gurven  den  Grund  legten. 

Es  wäre  eine  dankbare  Aufgabe,  diese  Zusammenhänge,  die  auch 
Chasles  nur  gestreift  hat,  zu  verfolgen.  Wir  müssen  dies  einer  Ge- 
schichte der  Theorie  der  Curven  überlassen,  und  uns  im  Nachfolgenden 
mit  dem  Hervorheben  einiger  Punkte  begnügen,  die  sich  für  die  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  als  wichtig  erwiesen  haben.  Zuvor  wollen 
wir  kurz  die  Stellung  bezeichnen,  welche  gegenüber  der  Newton' sehen 
Fluxionsrechnung  die  Mathematiker  in  Deutschland,  Holland  und  Frank- 
reich einnahmen. 


124     I.     Anfänge  einer  Theorie  der  algebraischen  Curven.     C.    Lei'oniz. 


C.    Gottfried  Wilhelm  Leibniz 
and  die  festläudischen  Mathematiker  seiner  Zeit  [1675—1730]. 

Leibuizens  gesammelte  Werke,  her.  v.  Pertz;  3. Folge:  mathematische  Schriften, 
her.  von  C.  J.  Gerhardt,  Berlin,  Halle  1849—63,  7  Bände  8«. 

Bevor-  13.     Lclbniz   liebt   es,  seine  Analysis  indivisibilium  et  infinitorum 

ziiguDg  der 

transcenden-in  Gegcnsatz   ZU    der  Lehre   von  den   algebraischen   Gebilden  zu   stellen. 

ten  Functio- 
nen vor  den  Er    betont    bei   jedem    Anlass    (vergl.  z.  B. :    De  geometria   recondita  in 

algebrai- 
schen,    den    Act.    Erudit.   Lips.    1686,     und    Leibnizens    "Werke,     Mathematik 

5.  Bd.  S.  230):  „dass  er  [Leibniz]  durch  seine  Methode  die  Geometrie 
über  die  Grenzen  hinaus,  die  ihr  Vieta  und  Cartesius  gesteckt,  geför- 
dert habe ,  weil  seine  Analysis  sich  auf  solche  Probleme  erstrecke, 
die  überhaupt  von  algebraischen  Gleichungen  nicht  umfasst  werden" ;  und 
an  einer  andern  Stelle  (S.  228):  er  wolle  „fontem  aperire  Transcen- 
dentium  Quantitatum".  Mit  diesem  ausgesprochenen  Zug  zu  den  tran- 
scendenten  Functionen  stellen  sich  Leibniz,  Jacob  und  Johann  Ber- 
nouUi,  de  l'Hospital,  Huygens,  Varignon  und  die  anderen  An- 
hänger Leibnizens  zugleich  in  Gegensatz  zu  der  Newton'schen  Schule. 
„Statt  an  Gleichungen  zwischen  zwei  Variabein  anzuknüpfen,  die  will- 
kürlich ersonnen  aus  der  Mannigfaltigkeit  aller  algebraischen  Gleichungen 
heraus  gehoben  sind",  ziehen  sie  es  vor,  sich  mit  Constructionen  und  Curven 
zu  beschäftigen,  „quas  natura  ipsa  simplici  et  expedito  motu  producere 
potest"  (Jac.  Beruoulli,  de  isochrona  parametrica,  Opera  T.  I,  p.  648): 
Rollcurven,  Cykloiden,  Spiralen,  die  Kettenlinie,  die  logarithmische  Linie, 
Loxodrome.  Vornehmlich  interessirt  sie  die  lebendige  Erzeugung  der 
Curven  durch  mechanische  Processe.  Das  Verhalten  von  Evolute  und 
Evolvente,  die  kaustischen  Linien,  die  durch  Reflexion  und  Refraction  aus 
einer  gegebenen  entstehen,  u.  s.  w.  regt  sie  zu  lebhaftem  Gedankenaustausch 
an,  dessen  oft  polemische  Form  von  dem  Eifer  zeugt,  mit  dem  sie  die 
eigenen  Erzeugnisse  hüten  und  jede  fremde  Anregung  sogleich  ausnützen*). 
Wo  so  viele  hervorragende  Männer  an  denselben  Problemen  arbeiten, 
konnte  es  nicht  fehlen,  dass  Fülle  und  Tiefe  zugleich  die  Lösungen  aus- 
zeichneten. 


*)  Man    vergl.    was  Leibniz    über    diese  Art    des   Verkehrs  schreibt    in 
„Communicatio"  etc.  Acta  Erud.  Lips.  1697,  Math.  Schriften  Bd.  5,  S.  331. 
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Wir  heben  einige  für  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  be- 
langreiche Ergebnisse  dieses  Verkehrs  hervor. 

Den  Begriff  eines  Curvensystems  mit  variablem  „Parameter"  entwickelt 
Leibniz  in  der  Abhandlung  „de  linea  ex  lineis"  etc.  (Acta  Erudit.  Lips. 
1692,  Math.  Schriften  Bd.  5  S.  266)  und  in  seiner  Correspondenz  mit 
Joh.  Bernoulli  (3.  Aug.  1697),  dem  er  durch  die  Lösung  des  Problems 
der  Trajectorien  mit  Hülfe  der  Differentiation  nach  jenem  Parameter  ein 
Wort  unverhohlener  Bewunderung  entreisst*). 

Die  Evoluten,  und  ihre  Umkehr ung,  die  Evolventen,  die  bei  Ab- 
wicklung eines  auf  die  ersteren  aufgelegten  Fadens  entstehen,  eine  Ent- 
deckung von  Huygens,  weisen  regelmässig  gewisse  singulare  Vorkomm- 
nisse in  der  Gestalt  von  Spitzen  oder  Rückkehrpunkten  auf.  Die  Kri- 
terien für  diese  Punkte  und  die  auch  sonst  schon  bekannten  Wende- 
punkte zu  finden,  war  ein  Problem  der  Differentialrechnung,  das  die  Unter- 
suchung singulärer  Curvenpunkte  überhaupt  nach  sich  zog.  Leibniz, 
von  dem  Studium  der  Krümmung  einer  Curve  ausgehend,  gab  die  (im 
wesentlichen  schon  früher  bekannte)  Bedingungsgleichung  für  die  Wende- 
punkte in  der  Form  an:  d^y  =  0  (Nova  method.  pro  max.  et  min.  Acta 
Erud.  Lips.  1684,  Math.  Werke  5,  S.  221)  unter  der  Annahme,  dass  y 
nnd  dy  von  Null  verschieden  sind.  De  l'Hospital,  der  begeisterte  und 
selbstlose  Anhänger  Leibnizens,  stellt  au  die  Spitze  seiner  Analyse  des 
infiniments  petits  (Paris  1715)  die  Forderung:  Eine  krumme  Linie  kann 
als  ein  Linienzug  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Strecken  an- 
gesehen werden,  also  als  ein  Polygon  von  unendlich  vielen  Seiten,  dessen 
Winkel  das  Mass  für  die  Krümmung  der  Curve  abgeben  (Art.  3),  und 
giebt  in  Art.  66,  an  den  Ausdruck  für  die  Subtangente  anknüpfend,  die 
im  Vergleich  zu  dem  Zuwachs  der  Abscisse  des  Berührpunktes,  wenn 
dieser  ein  Rückkehrpunkt  ist,  einen  unendlich  grossen  Zuwachs  erhält, 
als  Kriterium  für  den  letzteren  die  Gleichung  d'^y  =  oo  an.  Er  be- 
merkt zugleich  (1.  c.  §§  109,  82),  dass  mit  der  äusseren  Gestalt  eines 
Rückkehrpunktes  (point  de  rebroussement)  oder  auch  eines  Wendepunktes 
ein  ganz  verschiedenes  Verhalten  der  Curve  in  Bezug  auf  die  Krümmung 
verbunden  sein  kann,  wovon  noch  unten  (De  Gua)  die  Rede  sein  wird. 
Mit  dem  Doppelpunkt,  als  dem  einfacheren  Vorkommen,  brachte  die 
Spitze  zuerst  S aurin  (Sur  un  cas  singulier  du  probleme  general  des  tan- 
gentes,  Acad.  Par.  1716)  in  Verbindung.     Er  beseitigte  die  Unbestimmt- 


*)  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland,  München  1877, 
S.  166. 
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heit  des  Wertes  von  dy/dx  in  einem  Doppel-,  dreifachen  u.  s.  w.  Punkt 
durch  die  Substitution  von  x+dx,  y-f-dy,  wodurch  sich  ihm  für  die 
Richtung  der  Tangenten  eine  quadratische,  kubische  u.s.  w.  Gleichung  ergab, 
deren  Wurzeln  reell  oder  imaginär,  teilweise  gleich  u.  s.  w.  sein  können. 
Bragelogne  (Abbe  de  B.,  Examen  des  lignes  du  4.  ordre  etc.  Acad.  Par. 
1730  und  17.31)  hat  dann  —  immer  im  Anschluss  an  die  Methoden  der 
Differentialrechnung  —  die  bei  den  Curven  vierter  Ordnung  auftretenden 
Singularitäten  und  ihr  Entstehen  aus  Doppelpunkten  u.  s.  w.  durch  Varia- 
tion der  Coustanten  untersucht. 
Leibnizüber  14.     In  Bezug  auf  die  Methode  der  Elimination  aus  zwei  Glei- 

Elimiiiatioii. 

chungen,  welche  die  Unbekannte  in  höherem  Grade  enthalten,  ist  Leibniz, 
wie  Gerhardt  in  der  Vorrede  zum  7.  Band  der  Mathematischen  Schriften 
von  Leibniz  bemerkt,  der  unmittelbare  Vorläufer  von  Bezout.  Newton 
hatte  in  der  Arithmetica  universalis  (Sect.  IV,  1.  c.  S.  631)  eine  Tabelle  der 
Resultanten  von  zwei  Gleichungen  bezw.  zweiten,  zweiten  und  dritten, 
dritten  Grades  aufgestellt,  die  in  der  Weise  berechnet  sind,  dass  die  zwei 
Gleichungen  je  zu  einer  dritten  von  niederem  Grad  combinirt  werden. 
Eine  solche  Tabelle  in  ausgedehntem  Massstab  aufzustellen,  hält  auch 
Leibniz  für  nötig  (Brief  an  de  l'Hospital  vom  28.  April  1693,  Math. 
Sehr.  ed.  Gerhardt,  Bd.  2,  S.  239 ff.).  Die  Mittel  zur  Berechnung  er- 
blickt er: 

1)  In  einer  systematischen  Bezeichnung  der  Coefficienten  durch  Stellen- 
zeiger (Indices),  einem  Kunstgriff,  dessen  Anwendung  auf  ein  System  von 
linearen  Gleichungen  Leibniz  bekanntlich  zum  Erfinder  der  Determinanten 
gemacht  hat*);  ferner  in  folgendem  Process: 

2)  -,Hat  man  (1.  c.  Bd.  7,  S.  6)  zwei  Gleichungen  desselben  Grades, 
so  multiplicire  man  beide  mit  einem  unbestimmten  Ausdruck  (assumtitia 
formula)  vom  nächst  niederen  Grad;  durch  Addition  der  Producte  ent- 
steht eine  Gleichung,  deren  einzelne  Terme  man  gleich  Null  setzte.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung  mehr,  als  unbestimmte  Coefficienten  vorhanden 
sind,  und  zwar  sind  diese  Gleichungen  linear  (in  simplice  gradu).  Da- 
mit ist  das  Problem  auf  das  frühere  zurückgeführt"  (Elimination  aus  einem 
System  von  linearen  Gleichungen),  das  man  vermöge  1)  bewältigen  kann. 

Das  Wort  15.  Wie  fast  alle  Bezeichnungen,  welche  die  neueLehre  einzuführen  er- 

Function.  ' 

forderte,  nach  dem  Vorschlag  der  festländischen  Mathematiker  acceptüi  wor- 
den sind,  so  rührt  auch  das  Wort  „Function"  von  Leibniz  her,  der  zu- 
nächst  diese  Bezeichnung  anwandte  auf  die  mit  einem  Punkt  der  Curve 


*)  Gerhardt,  Gesch.  d.  Math.  S.  183. 
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verbundenen  Längen  wie  Abscisse,  Ordinate,  Tangente,  Subtangente, 
Krümmungsradius  „et  alias  innumeras"  (Nova  calc.  diff.  appl.  Act.  Erud. 
Lips.  1G94;  Schriften,  5,  S.  oOG.  Vergl.  auch  Jac.  Bernoulli,  Act.  Erud. 
Lips.  1G94,  de  methodo  tangentium  invcrsa),  zwischen  deren  je  zweien 
ein  Abhängigkeitsverhältnis  besteht.  Im  licutigen  Sinn,  unter  Beschrän- 
kung übrigens  auf  das,  was  wir  einen  y,Ausdruck"  nennen,  findet  sich 
das  Wort  „Function"  systematisch  Avohl  zuerst  verwendet  in  der  Ab- 
handlung über  das  isoperimetrische  Problem  von  Job.  Bernoulli  (Ac. 
Paris.  1718,  Opera,  Lausaune  1742,  4  Voll.  II,  S.  241),  der  auch  be- 
reits „algebraische"  und  „transcendente  Functionen"  (1.  c.  III,  S.  174) 
unterscheidet.  Durch  Euler  wurde  das  Wort  der  wissenschafthchen  Welt 
vertraut  gemacht.  Aber  nicht  in  der  Einführung  des  Wortes,  sondern 
darin  lag  das  Verdienst,  dass  die  Leibniz'sche  Schule  das  Bedürfnis  er- 
kannt hat,  die  Vielheit  der  Abhängigkeitsverhältnisse,  die  man  kennen 
gelernt  hatte:  die  rationalen,  irrationalen  und  transcendenten  Ausdrücke 
und  ihre  Verbindungen  in  einen  Begriff  zusammenzufassen,  der,  dank 
auch  dem  Zeichen,  das  später  Lagrange  eingebürgert  hat,  jetzt  alle  Disci- 
plinen  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  beherrscht  und  seinen 
Namen  einem  besoudern  Wissenszweige  geliehen  hat. 


D.    Brook  Taylor,  James  Stirling,  Colin  Mae  Laurin  [1717—1748]. 

I.     B.  Taylor,    Methodus   incremeutorum    directa    et  inversa,    Lond.   1717: 

40  118  pp. 
II.     J.  Stirling,  Lineae  tertii  ordiuis  Newtonianae,  sive  illustratio  tiac- 

tatus  D.  Newtoni  de  euumeratione  linearum  tertii  ordinis.    Oxon.  1717.  — 

Spätere  Ausgabe,  mit  Newton's  Abhandlung  vereinigt:  Paris  1797.  8", 

198  SS. 
III.     C  Mac  Laurin,   (1)  Geometria  organica,    sive  descriptio  linearum  cur- 

varum  universalis,  Lond.  1720.  A^.  139  pp. 

(2)  A  treatise  of  fluxions  in  two  books,  2  Voll.  4"  Edinb.  1742.  763  pp. 

(3)  A  treatise  of  algebra  in  three  parts  with  an  appendix :  De  linearum 
geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus.  8",  1.  ed.  Lond. 
1748:  4.  ed.  Lond.  1788.  -504  pp. 

IG.     Die  Einkleidung,  die  Newton  der  neuen  Lehre  gegeben  hatte,   Taylors 
indem  er  geläufige  Vorstellungen  der  Mechanik  heranzog,  besass  vor  der-  "icremen- 

°  °  °  ®'  torum. 

jenigen  von  Leibniz  den  Vorzug,  dass  sie  sich  leichter  streng  begründen 
Hess.  Aber  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  der  Leibniz'schen  Methode 
des  Unendlichkleinen  („methodus  incremeutorum")  waren  flüssiger  und 
bequemer  für  die  Anwendungen  und  gaben  ihr  einen  solchen  Vorsprung 
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vor  Newton's  starren  Grenz-Verhältnissen  („rationes  ultimae  partium 
evanescentium" ,  Vorrede  zu  Taylor,  1.  c),  dass  die  englische  Schule 
die  Notwendigkeit  einsah,  die  Methoden  der  Rivalen,  deren  strenge  Be- 
gründung dem  Festlande  wenig  Sorge  machte,  in  ihr  System  einzuarheiten 
und  sie  mit  ihrem  an  Euklid  und  den  Alten  geschulten  Sinn  für  Strenge 
in  Einklang  zu  bringen. 

Dieses  Ziel  verfolgt  in  seinem  theoretischen  Teil  Taylor 's  kleine 
Schrift,  unter  Beschränkung  jedoch  auf  algebraische  Functionen  und  alge- 
braische Differentialgleichungen  („aequationes  fluxionales").  Taylor  will, 
was  unter  dieser  Beschränkung  natürlich  leicht  durchführbar  ist,  mit  Hülfe 
endlicher  Zuwächse*),  die  erst  in  der  Schlussgleichuug  zur  Grenze 
„Nihil"  übergeführt  worden,  die  Regeln  der  Fluxionsrechnung  und  damit 
die  Lösung  der  beiden  Hauptprobleme:  der  impliciten  Differentiation  und 
der  Integration  der  durch  sie  definirten  Functionen  streng  begründen,  das 
Letztere  selbstverständlich  wieder  an  der  Hand  der  Reihenentwicklungen. 
Er  ergänzt  zu  diesem  Behufe  Newton's  Verfahren  durch  einige  Sätze, 
von  denen  der  den  Namen  Taylor 's  tragende  und  ein  anderer  über  die 
Exponenten  der  Potenzentwicklung  für  algebraische  Functionen  die  wich- 
tigsten sind.  Von  dem  ersteren  macht  der  Verfasser  selbst  nur  einen 
ganz  beschränkten  Gebrauch,  in  der  heutigen  Fassung  erscheint  der  Satz 
überhaupt  nur  in  Form  eines  Corollars  (Cor.  H  zu  Prop.  VII)  und  bleibt 
ohne  Anwendung. 

Die  Reihe  für  die  Function  y,  die  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung genügt,   setzt  Taylor   in   der  Form  an  (Prop.  IX,  Probl.  VI): 

y  =  Az'^+Bz^+'?-hCz'^+2'?+  . . ., 
und  bestimmt  die  Zahl  b  mit  Hülfe  des  Newton' sehen  Parallelogramms, 
die  Zahl  yj  aber  ist  ihm  —  im  Anschluss  an  Newton's  zweite  Methode  — 
der  grösste  gemeinsame  Teiler  der  Exponenten  der  Potenzen  von  z,  welche 
die  verschiedenen  Terme  der  vorliegenden  Gleichung  liefern,  wenn  man 
allenthalben  y  =  Az"^  setzt, 
stiriings  17.     Dass  OS  bedenklich  ist.  die  Exponenten  späterer  Reihenglieder 

Lineae  New-  '  i.  ±  u 

tonianae.  zu  bestimmen,  ohne  von  den  Beziehungen  zwischen  den  Goefficienten  der 
Gleichung  Notiz  zu  nehmen,  weist  Stirling  nach  (II,  Prop.  I,  Ex.  4. 
1.  c.  p.  71),  indem  er  ein  Beispiel  anführt,  wo  der  Coefficient  A  des  ersten 
Gliedes  sich  aus  einer  Gleichung  höheren  Grades  berechnet,  und  wo  dann 
B   mehrdeutig    wird,    wenn    einige   Wurzeln   A   einander  gleich   werden. 


*)  Vergl.    die   malitiöse  Besprechung    des  Werkes  von  Joh.  Burcardus 
in  den  Opera  omnia  von  Joh.  Bernoulli  1742.  T.  II,  S.  486. 
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Aber  auch  Stirling's  Abänderungsvorschlag,  den  er  übrigens  unter  Reserve 
giebt,  ist  imzureichend.  So  würde  man  für  ein  von  Gramer  (Introduction 
ä  l'analyse  etc.  Ch.  VII.  §  112,  Ex.  3)  behandeltes  Beispiel  auch  vermöge 
Stirling's  Methode  falsche  Exponenten  erhalten.  Bemerkenswert  ist, 
dass  Stirling  in  der  Prep.  HI,  1.  c.  S.  76  bereits  den  Mac  Laurin'schen 
Satz  über  die  Coefficienten  der  Potenzreihen  —  allerdings  unter  Beschrän- 
kung auf  algebraische  Functionen  —  ausspricht  und  durch  Beispiele  er- 
läutert. Auch  im  übrigen  ist  Stirling's  Erläuterungsschrift  zu  Newton's 
Curventheorie  ein  Werk  voll  trefflicher  Bemerkungen  und  Ausblicke,  die 
wegen  ihres  weiten  Gesichtskreises  für  die  Theorie  der  algebraischen  Curven 
grundlegend  geworden  sind.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  eine  algebraische 
Curve  (linea  rationalis)  nter  Ordnung  durch  ■^n(n  +  3)  ihrer  Punkte  be- 
stimmt ist  (Prop.  IX,  1.  c.  S.  115),  dass  parallele  Gerade  eine  algebraische 
Curve  ,,in  iisdem  mimero  punctis  [sie!]  realibus  et  imaginariis-  schneiden 
(Prop.  I,  Corr.  4,  1.  c.  S.  44),  dass  die  unendlichen  Zweige  in  gerader 
Anzahl  auftreten;  er  übersieht  die  Gestalt  der  algebraischen  Curven,  weiss, 
dass  Asymptoten,  geradlinige  wie  krummlinige,  sich  bestimmen  aus  den 
Anfangsgliedern  mit  positiven  Exponenten  der  nach  fallenden  Potenzen 
der  Abscisse  geordneten  Reihe  für  die  Ordinate  des  betreffenden  Curven- 
zweigs  (Prop.  VI),  und  schliesst  diese  allgemeinen  Sätze,  mit  deren  Hülfe 
er  einen  grossen  Teil  der  Newton 'sehen  „Enumeratio"  begründet,  mit  der 
vollklingenden  Bemerkung  ab:  „hac  methodo  universali  procedendo  .  .  . 
patescunt  .  .  .  proprietates  omnium  curvarum  ordinum  superiorum". 

18.     Mac  Laurin's    Geometria   organica,    das  Werk    eines  Neun-^acLauriu's 

Geometria 

zehnjährigen,  ist  die  Grundlage  geworden  für  die  heutige  synthetische  organica. 
Geometrie  der  höheren  Curven,  insoweit  sich  diese  auf  die  algebraischen 
Schnittpunktsätze  stützt.  Wenn  es  unsere  Aufgabe  wäre,  eine  Geschichte 
der  Theorie  der  algebraischen  Curven  zu  schreiben,  so  müssten  wir  auf 
die  vielseitigen,  übrigens  meist  an  Newton  anschliessenden  Methoden 
Mac  Laurin's  für  die  Beschreibung  solcher  Curven  und  auf  seine  Er- 
gebnisse in  Bezug  auf  die  Erzeugung  höherer  Curven  ohne  vielfache 
Punkte  (die  bei  den  nächstliegenden  Erzeugungsarten  meist  sich  einstellen), 
sowie  auf  eine  Vergleichung  seines  Verfahrens  mit  den  neueren  von  Jon - 
quieres  und  H.  Grassmann  eingehen.  Für  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Functionen  kommt  das  bedeutende  Werk  jedoch  nur  in  wenigen 
Stellen  in  Betracht. 

Die  Theorie  der  singulären  Punkte  wird  dort  analytisch  nicht  näher 
entwickelt.  Ja  es  ist  methodisch  ungenau,  wenn  Mac  Laurin  auf 
die  Existenz   eines  Doppelpunktes   im   Ursprung   des    Coordinatensysteras 

Jahresber.  d.  Deutschen  Mathem.-Vereiiiigiim;.     III.  9 
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schliesst,  weil  für  y  =  0  in  der  Gleichung  der  Curve  nur  noch  Glieder 
mit  dem  Factor  x^  bleiben,  wobei  dann  die  Anschauung  des  besonderen 
Falls  die  offenbare  Lücke  ausfüllen  hilft  (S.  13). 

Dagegen  bringt  der  Schluss  des  Werkes  wichtige  Sätze  zur  Curven- 
lehre,  die  hierher  gehören  (Sect.  V,  Lemma  III,  Cor.  I,  I.  c.  S.  13G). 
„Es  scheint,  dass  sich  zwei  Linien  mter  und  nter  Ordnung  inmn  Punkten 
treffen",  ein  Satz,  den  der  Verfasser  durch  luduction  aus  den  Fällen 
m  =  2,  3  erschliesst,  und  zu  dessen  Beweis  er  den  Ansatz  ge- 
habt hätte,  weil  er  den  Grad  der  Gleichung  nter  Ordnung  mit  Hülfe 
der  Gleichung  zweiter  bezw.  dritter  Ordnung  successiv  herabzudrücken 
weiss.  Eine  weitere  Bemerkung  Mac  Laurin's  bezieht  sich  auf  das 
später  nach  Gramer  benannte  Paradoxon,  dass  eine  Curve  nter  Ordnung 
nicht  immer  durch  •|a(n4-3)  Punkte  bestimmt  ist,  weil  -linea  ordinis  n 
occurrere  potest  aliae  ejusdem  ordinis  in  punctis  n^."  Eine  Erklärung  ver- 
sucht er  indessen  nicht.  —  Von  anderen  Schnittpunktsätzen  erwähnen  wir 
den:  wenn  man  nr-t-1  Punkte  einer  Curve  nter  Ordnung  auf  einer  solchen 
rter  Ordnung  (r^n)  annimmt,  so  muss  sie  zerfallen.  In  dem  Coroll.  IV 
whd  durch  ähnliche  Schlüsse,  wie  dies  heute  geschieht,  die  Maximalzahl 
der  Doppelpunkte  einer  nichtzerfallenden  C„  auf  ^(n — l)(n — 2)  ange- 
geben, und  mit  gleichen  Mitteln  eine  obere  Grenze  für  die  Art  und  Zahl 
der  höheren  vielfachen  Punkte  festgestellt,  die  eine  Cn  besitzen  kann, 
'piuxiöns"*  ^^'     ^^^  Fluxionstheorie  (III,  (2))  des   Mac  Laarin  verrät   in 

theorie.  ihrer  Anlage  durchaus  den  Geometer.  Der  erste  Teil,  der  nicht  eine 
einzige  Formel  enthält,  ist  der  Begründung  der  Theorie  der  Fluxionen 
auf  der  Basis  der  Geometrie  der  Alten  gewidmet.  Zu  der  Curve,  welche 
die  Function  darstellt,  gesellt  Mac  Laurin  die  Darstellung  ihrer  Fluxion, 
um  das  Verhalten  derersteren  an  ausgezeichneten  Stellen  genauer  zu  definiren, 
so  in  den  Wende-  und  Rückkehrpunkten  (Vol.  I,  Chapt.  IX,  S.  228  ff.). 
Erst  das  zweite  Buch  enthält  die  zugehörigen  Formeln,  wobei  übrigens 
der  Verf.  auf  die  Spitzen  (cuspids)  nur  flüchtig  eingeht,  „die  einfachste 
Art  von  Spitzen  erster  Art  wird  durch  y  ==  cx>  definirt,  ebenso  wie  y  =  0 
die  einfachste  Art  von  Wendungen  (coutrary  flexions)  ergiebt."  (Book  II, 
Chapt.  V,  Art.  868,  S.  701.) 

In  diesem  Teil  findet  sich  auch  das  bekannte  nach  dem  Verfasser 
benannte  Theorem  für  die  Entwicklung  einer  Function  von  x  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  dieser  Veränderlichen  (Book  II,  Chapt.  II,  Art.  751, 
S.  611).  Mac  Laurin  begründet  dasselbe  durch  die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten,  und  hebt  hervor,  dass  es  einige  Ausnahmen  er- 
leide ,    so   wenn   für  x  =  0  einer  der  Differentialquotienten  der  Function 


19.    Mac  Laurin's  Fluxionstheorie.     20.    Dessen  Algebra.  1,31 

unendlich  wird;  dass  im  übrigen  aber  der  Satz  ebenso  wohl  auf  explicit 
wie  auf  iraplicit  (durch  eine  „affected"  also  nicht  reine  „equation")  ge- 
gebene Functionen  und  „in  manchen  Fällen"  auf  die  durch  eine  Differential- 
gleichung definirten  Functionen  eine  Anwendung  zulässt.  Welche  Fälle 
er  ausgenommen  wissen  will,  giebt  er  nicht  an.  Gewiss  hat  Mac  Laurin 
die  Bedeutung  des  Satzes  besser  erkannt  als  Taylor;  aber  so  wenig  wie 
dieser  und  Stirling  bemerkt  er  den  Vorzug,  den  die  Beweglichkeit  der 
Ausgangsstelle  dem  Taylor 'sehen  Theorem  vor  seinem  giebt,  und  länger 
als  ein  Jahrhundert  dauerte  es,  bis  der  Bann  gebrochen  war,  den  die 
Bevorzugung  des  Werthes  x  =  0  des  Argumentes  allen  Untersuchungen 
über  Entwicklung  in  Potenzreihen  auferlegte,  und  dem  sich  selbst  Cauchy 
nicht  entzogen  hat. 

20.    Aus  der  Algebra  (III,  (3))  heben  wir  die  Stelle  hervor,  wo  vonWac Laurin': 

*=  ^  ^    ^^  '  Algebra. 

Reihenentwicklungen  für  implicite  Functionen  die  Rede  ist.  In  chapt.  10 
unternimmt  es  der  Verfasser,  die  Regeln,  die  ohne  Beweis  Taylor  und 
Stirling  für  die  Bestimmung  der  Exponenten  0,  r^  in  der  Reihe: 

y  =  Ax^'^  +  Bx'^+v+Cx^+2<;+  ... 
gegeben  hatten,  zu  begründen  und  zu  erweitern.  An  die  erste  New- 
ton'sehe  Methode  anschliessend  (das  Newton' sehe  Parallelogramm,  in 
dem  die  Terme  der  vorliegenden  Gleichung  durch  Sterne  repräsentirt 
sind)  giebt  er  die  vervollständigte  Regel  (§  104):  „Um  alle  Reihen 
[d.  h.  die  Anfangsglieder  der  Entwicklungen  für  eine  Coordinate  nach 
auf-  oder  absteigenden  Potenzen  der  anderen]  zu  erhalten,  beschreibe 
man  ein  Polygon,  das  in  jeder  Ecke  einen  Term  hat  und  alle  anderen 
Terme  einschliesst;  dann  erhält  man  eine  [!]  Reihe,  wenn  man  irgend 
zwei  Terme  einander  gleich  setzt,  die  auf  zwei  aufeinander  folgenden 
Ecken  des  Polygons  liegen."  Er  spricht,  wohlgemerkt,  nur  von  je  einer 
Reilie,  und  dies  ist  der  Mangel  auch  seiner  sonstigen  Ausführungen. 
An  die  zweite  NcAvton'sche  Methode  anschliessend,  die  ja  wesentlich 
nur  eine  Uebertragung  der  Polygonmethode  in  die  arithmetische  Form 
ist,  verbessert  M a c  Laurin  das  Taylor' sehe  Verfahren  zur  Bestimmung 
des  Exponenten  tj  des  zweiten  Gliedes,  indem  er  den  Fall  berücksichtigt, 
dass  y — Ax"^  mehrfaclier  Factor  der  Glieder  niederster  Ordnung  ist. 
Aber  immer  ist  es  nur  das  Interesse  an  der  einzelnen  Entwicldung,  das 
die  Mathematiker  jener  Zeit  leitet;  einen  Ueberblick  über  alle  zu  gehen, 
beabsichtigt  auch  Mac  Laurin  nicht,  insbesondere  sind  die  mit  imagi- 
nären Coefficienten  für  ihn  überhaupt  nicht  vorlianden.  Wir  bemerken 
hier  vorgreifend,  dass  Lagrange,  der  eine  ähnliche  Darstellung  des 
Algoiithmus     wie    Mac   Laurin     giebt.     zuerst     die     Frage     nach    allen 

9* 
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möglichen    Entwicklungen,    auch    die    imaginären    nicht    ausgeschlossen, 
auf  wirft. 

Für  längere  Zeit  abschliessend  hat  die  Theorie  dieser  Entwicklungen 
Gramer  (1750)  behandelt.  Bevor  wir  jedoch  mit  ihm  uns  beschäftigen, 
müssen  wir  von  den  Leistungen  eines  Mannes  sprechen,  der  sich  durch 
eine  Uebereilung  in  einem  verhältnismässig  geringfügigen  Punkt  den  Tadel 
der  Nachfolger  in  dem  Masse  zugezogen  hat,  dass,  wie  es  scheint,  darüber 
seine  nicht  geringen  Verdienste  um  die  Anwendung  der  Algebra  auf 
Geometrie  fast  in  Vergessenheit  geraten  sind:  des  Abbe  De  Gua. 


E.    Jean  Paul  De  Gua  de  Malres  [1740]. 

Usage  de  1" Analyse  de  Descartes  pour  decouvrir  sans  le  secours  du  calcul 
difFerentiel  les  proprietes  ou  affeetious  principales  des  lignes  geometriques 
de  tous  les  ordres.     Paris  1740.  12".  4.57  SS. 

Singulare  21.     Dicses   Werkcheu,   dessen   Format   und  Ausstattung   auf  alles 

Punkte  einer  '  ö 

Cnrve.  andere  eher  als  auf  ein  Buch  mathematischen  Inhalts  schliessen  lässt,  ist,  wie 
fast  alle  geometrischen  Schriften  jener  Zeit,  eine  Frucht  der  Anregung, 
die  Newton's  „Enumeratio"  gegeben  hat,  und  repräsentirt  in  knapper 
Form  ein  vollständiges  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  für  seine 
Zeit  schwer  verständlich  abgefasst*),  aber  voll  originaler  Gedanken  und 
feiner  Bemerkungen.  Da  sich  die  Schrift  auf  algebraische  Curven  be- 
schränkt, so  wird  eine  Behandlung  möglich,  die  unter  principieller  Ver- 
zichtleistung auf  die  Hülfsmittel  der  Differentialrechnung  fast  nur  mit 
der  linearen  Transformation  operirt.  Das  Werk  zerfällt  in  einen  allge- 
meinen Teil  (Sectt.  I,  II)  und  in  Anwendungen  (Sect.  IE),  die  letzteren 
beziehen  sich  besonders  auf  Curven  dritter  Ordnung.  Der  allgemeine 
Teil  handelt  von  den  Mittelpunkten  der  Curven  (Sect.  I),  von  den  sin- 
gulären  Punkten,  der  Form  der  unendlichen  Zweige  und  von  einer  gewissen 
engen  Verwandtschaft,  die  der  Verfasser  zwischen  den  letzten  beiden  Er- 
scheinungsformen von  Curvenästen  entdeckt  hat. 

De  Gua  verlegt  (1.  c.  S.  116ff.)  die  zu  untersuchende  Singularität  in 
den  Ursprung,  befreit  sich  ferner  dadurch,  dass  er  vom  rechtwinkligen 
Coordinatensystem  x.  y  zu  einem  schiefwinkligen  z,  u  mit  beweglicher 
Axe  u  (S.  88ff.)  mittelst  der  Formeln  übergeht: 

X  =  z+nu, 

y  =  mu , 

*)  Vergi.  den  Nachruf  an  De  Gua  in  Mein.  Ac.  Par.   1786. 
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von  den  Zufälligkeiten  der  Lage  der  Tangenten  des  singulären  Punktes, 
sammelt  dann  die  für  den  Punkt  charakteristischen  Glieder  der  Gleichung 
mit  Hülfe  des  Newton 'sehen  Parallelogramms,  das  er  jedoch  durch  ein 
Dreieck  ersetzt  (le  „triangle  algebrique",  später  von  Gramer  „triangle 
analytique"  genannt),  welches  alle  Punkte  umschliesst,  die  den  Termen 
einer  gegebenen  Curvengleichung  entsprechen  (S.  24).  Ist  der  Ursprung 
des  Coordinatensystems  ein  singulärer  Punkt,  so  wird  für  sehr  kleine 
Werte  von  x  „die  linke  Seite  der  vorliegenden  Gleichung  in  mehrere 
Factoren  von  der  Form  y'"  —  Ax"  zerfallen,  wo  m  eine  positive  ganze, 
n  eine  ganze  Zahl  ist,  von  denen  jedoch  nur  diejenigen  Factoren,  für 
welche  n  positiv  ist,  zu  den  Zweigen  des  singulären  Punktes  im  Ursprung 
gehören"  (S.  76);  und  zwar  findet  er,  dass  der  erste  Term  der  Entwick- 
lung Ax"  zur  Definition  des  Zweiges  hinreicht,  denn  für  kleine  Werte 
von  X  sind  diesem  gegenüber  die  anderen  zu  vernachlässigen  (S.  48). 

Dass  die  letzterwähnte  Auffassung  falsch  ist,  bemerkt  Eni  er,  der  in 
der  „Introductio  in  analysin  infinitorum"  lib.  II  §333  noch  widersprechende 
Ansichten  äussert,  in  der  Note:  „Sur  le  point  de  rebroussement  de  la 
2*  espece"  (Mem.  Berl.  1749)  jedoch  darauf  aufmerksam  macht,  dass  für 
gewisse  Werte  von  x  das  erste  Glied  einer  Potenzreihe  reell,  das  zweite 
aber  imaginär  sein  könne,  gegen  dieses  also  dann  nicht  zu  vernachlässigen 
sei,  und  so  dazu  führe,  dass  der  Zweig  überhaupt  imaginär  werde. 
Euler  erklärt  hierdurch  das  Verhalten  der  von  de  l'Hospital  entdeckten 
Spitze  zweiter  Art,  deren  Existenz  De  Gua  in  Abrede  gestellt  hatte,  weil 
die  ihr  entsprechende  Entwicklung: 

y  =  Ax'+Bx^ 
sich  durch  Weglassen  des  höheren  Gliedes  auf  einen  (doppelt  zu  rech- 
nenden) einfachen  Zweig  reducirt.  Auch  giebt,  wie  wir  zufügen  wollen, 
bei  diesem  Anlass  Euler  verschiedene  Entwicklungen  an,  die  alle  auf 
dieselbe  reelle  Erscheinungsform  der  Spitze  führen,  und  constatirt  das 
Auftreten    von   Spitzen   zweiter  Art  bereits    bei  Curven  vierter  Ordnung. 

22.     Wie  für  die  Aufsuchuna-  der  Gleichungen  der  Näheruniiscurven,    De  Gua: 

^  ^  Collineare 

welche  die  Zweige  eines  singulären  Punktes  im  Ursprung  des  Coordinaten-  Verwandt- 
schaft. 
Systems  charakterisiren,    De  Gua  den  einen  Eckpunkt  des  algebraischen 

Dreiecks  benutzt,  so  dienen  die  beiden  anderen  ihm  für  die  Untersuchung 
derjenigen  Zweige  der  Curve,  die  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der 
beiden  Coordinatenaxen  streben.  Die  merkwürdige  Analogie,  welche  diese 
Zweige  mit  denen  des  singulären  Punktes  im  Ursprung  darbieten,  verfolgt 
er  in  alle  Einzelheiten,  und  findet,  dass  der  innere  Grund  derselben,  geo- 
metrisch gesprochen,  in  der  Newton'schen  „Genesis  curvarum  per  umbras" 
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gelegen  ist,  die  Nicole  (Acad.  Paris.  1731)  zuerst  richtig  aufgefasst  hatte 
(Chasles,  Apercu  hist.  Chap.  IV),  algebraisch  gesprochen,  in  der  Ver- 
wandtschaft, die  sich  durch  die  Gleichungen  ausdrückt: 

_   1  _   u 

z   '  z   ' 

vermöge    deren    zwei   Seiten   und   zwei  Ecken  des  analytischen  Dreiecks 
sich  einfach  vertauschen  (S.  202). 
Bedingung  23.     Auf  S.  238 ff.    findet    man  —    diesmal   unter   Benutzung   der 

für  vielfache  o 

Punkte.  Eii-j)jfferentialrechnung  —  die  Bedingungen  für  einen  Doppelpunkt  der 
Curve  ausserhalb  des  Ursprungs  aufgestellt  „en  faisant  ä.  la  fois  =  0: 
1°  son  equation  meme,  2°  les  deux  coefficients  de  dx  et  dy  dans  sa 
premiere  differentielle",  und  als  Specialfall  hiervon  (S.  259)  den  Rückkehr- 
punkt (1.  Art)  charakterisirt.  De  Gua  hebt  hiermit  das  einfachste  Vor- 
kommen der  Spitze  vor  verschiedenen  Vorkommen  gleicher  Gestalt  heraus, 
die  teils  der  Bedingung  d^y/dx^  =  oo,  welche  Leibniz  und  de  l'Hos- 
pital  hierfür  aufgestellt  hatten,  teils  der  d^y/dx^  =  0  genügen,  Eigen- 
schaften, die  sie  zudem  mit  den  Wendepunkten  in  ihrem  verschiedenen  Vor- 
kommen teilen,  so  dass  diese  Kriterien  unzulänglich  sind. 

An  jener  Stelle  (S.  240)  wird  endlich  noch  ein  k-facher  Punkt  durch 
das  Verschwinden  der  -|-k(k-|-l)  partiellen,  ersten,  zweiten,  .  . .  (k — l)ten 
Differentialquotienten  der  Curvengleichung  nach  x  und  y  charakterisirt*). 

Auch  in  Bezug  auf  die  Auffassung  der  Elimination  weicht  De  Gua 
von  seinen  Vorgängern  in  originaler  Weise  ab.  Er  definirt  die  Resultante 
aus  zwei  Gleichungen,  die  eine  Veränderliche  in  höherem  Grad  enthalten, 
als  den  Rest,  der  sich  bei  Anwendung  des  Kettenbruchverfahrens,  welches 
schon  Euklid  zur  Aufsuchung  des  grössten  gemeinsamen  Teilers  benutzt 
hat,  am  Schlüsse  einstellt:  eine  zwar  schwerfällige  aber  sicher  zum  Ziele 
führende  Methode  der  Resultantenbildung,  auf  die  man  neuerdings  wieder 
zurückgreift,  wenn  es  sich  um  strenge  Begründung  der  Sätze  über  die 
Resultante  handelt. 


*)  Der  Satz,  dass  eine  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  einer  Curve  3.  0. 
trifft,  durch  einen  dritten  geht,  ist  gleichfalls  zuerst  von  De  Gua  bekannt  ge- 
macht worden,  der  auf  S.  313  diesen  Satz  für  neu  erklärt.  Die  Algebra  des 
MacLaurin,  deren  Anhang  man  gewöhnlich  für  den  Ursprung  dieses  Satzes 
citirt,  ist,  wenn  auch  vielleicht  gleichzeitig  oder  früher  bearbeitet,  doch  erst 
acht  Jahre  später  erschienen. 
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F.   Gabriel  Cramer  [1750]. 

Iiitroduction  ä  Tanalyse    des  lignes  courbes  algebriques.     Geneve    1750,    4°. 
680  SS. 

24.     Dieses  AVerk  ist  für  die  Geschichte  unserer  Theorie  bemerkens-  :,M6tiiode 

des  series. 

wert  besonders  wegen  der  in  Chap.  VII  enthaltenen  Methode  des  series. 
Cramer  führt  das  Xewton'sche  Verfahren  der  Entwicklung  einer  implicit 
gegebenen  algebraischen  Function  in  eine  Eeihe  für  seine  Zwecke  —  zu- 
nächst die  Discussion  der  Gestalt  der  unendlichen  Zweige  —  in  folgender 
Weise  aus: 

Gegeben  sei  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Veränder- 
lichen X,  y.  Sie  stellt  eine  „courbe  algebrique,  geometrique  ou  rationelle" 
dar  (im  Gegensatz  zu  den  „courbes  transcendantes,  mecaniques  ou  irra- 
tionelles").  Es  handelt  sich  um  die  Entwicklung  von  y  nach  auf-  oder 
absteigenden  Potenzen  von  x.  Ob  zu  einem  unendlich  grossen,  oder  zu 
einem  unendlich  kleinen  Werte  von  x  solche  von  y  existiren,  und  in 
welchem  Grössenverhältnis  sie  zu  x  stehen,  darüber  entscheidet  das 
Newton'sche  Parallelogramm,  oder  besser  das  „analytische  Dreieck",  zu 
welchem  De  Gua  das  Parallelogramm  ausgestaltet  hat. 

Wenn  man  alle  Punkte,  die  in  dem  analytischen  Dreieck  den  in  der 
vorgelegten  Gleichung  wirklich  auftretenden  Termen  entsprechen,  durch  ein 
Polygon  etnschliesst,  dessen  Seiten  durch  mindestens  zwei  dieser  Punkte 
gehen,  so  entspricht  einer  jeden  dieser  Seiten  (determinatrice)  (§91) 
ein  Wertverhältnis  von  x  und  y,  das  den  Exponenten  des  ersten  Gliedes 
einer  der  Entwicklungen  von  y  nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen 
von  X  ergiebt  (§  96,  §  102).  Indessen  werden  bei  Cramer  von  den 
Dreiecksseiten  zwei  bevorzugt,  und  auch  von  diesen  wieder  eine  vor  der 
anderen.  Die  Analogie,  welche,  an  das  Dreieck  anschliessend,  De  Gua 
zwischen  den  nach  einem  unendlich  fernen  Punkt  laufenden  Zweigen  und 
den  Zweigen  eines  vielfachen  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  entdeckt 
hatte,  findet  bei  Cramer  keine  Beachtung;  der  Schritt  von  dem  ana- 
lytischen Dreieck  zur  Einführung  homogener  Coordiuaten  scheint  damals 
noch  allzu  kühn  gewesen  zu  sein.  —  Jedem  durch  das  Dreieck  ge- 
wonnenen Anfangsglied  entspricht  eine  Xäherungscurve;  dies  gilt  sowohl 
für  die  unendlichen  Zweige  wie  für  die  Zweige  des  (einfachen  oder  viel- 
fachen) Punktes  im  Ursprung  des  Coordinatensystems.  Aber  „le  premier 
terme  de  la  serie  ne  suffit  pas  toujours  pour  s'assurer  de  ia  nature,  de 
la  Position  et  meme  de  l'existence  d'une  brauche  [eines  reellen  Zweiges]: 
il  faut  souvent  aller  plus  loin  et  calculer  un  certain  nombre  de  termes" 
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(§  115).  Man  erhält  die  höheren  Glieder,  wenn  man  auf  die  mittelst 
y — Ax''  =  u  transformirte  Gleichung  das  Verfahren  mit  dem  Dreieck 
abermals  anwendet.  Dabei  kann  es,  wie  schon  bei  der  Bestimmung  von 
A,  vorkommen,  dass  eine  determinatrice  mehrere  Coefficienten  (und  also 
mehrere  Entwicklungen)  liefert,  wenn  sich  nämlich  der  zugehörige  Coef- 
ficient  aus  einer  Gleichung  höheren  Grades  bestimmt.  Diese  kann  gleiche 
"Wurzeln  haben  (§  108),  was  alsdann  eine  nachträgliche  Spaltung  der 
begonnenen  Reihe  anzeigt,  ein  Fall,  der  sich  übrigens  nicht  unendlich 
oft  wiederholen  kann  (§  109).  Ein  abkürzendes  graphisches  Verfahren 
unterstützt  die  Aufsuchung  der  Exponenten  der  nach  der  Transformation 
auftretenden  Glieder.  Im  Falle  einer  vielfachen  Wurzel  giebt  Gramer 
(§  113)  eine  (auch  Mac  Laurin  bekannte)  Regel  für  die  Bildung  des 
Exponenten  des  nächsten  Gliedes. 

Bei  Gramer  macht  sich,  zum  Unterschied  von  Mac  Laurin,  bereits 
das  Bedürfnis  geltend,  in  der  Aufzählung  der  einer  Abscisse  zugeordneten 
reellen  Entwicklungen  der  Ordinate  nach  auf-  oder  absteigenden  Potenzen  der 
Abscisse  vollständig  zu  sein;  so  in  dem  Beispiel  des  §  98,  wo  von  den 
zu  X  =  0  und  X  =  oo  gehörigen  Entwicklungen  von  y  aus  der  Gleichung: 

ay' — x^y — ax^  =  0 

alle  reellen  angegeben  sind,  und  auch  die  Frage  der  Convergenz  mit  den 
Worten  gestreift  wird:  „Diese  Reihen  sind  convergent,  wenn  jeder  fol- 
gende Term  kleiner  ist  als  der  vorhergehende,  und  diese  Terme  ins 
Unendliche  abnehmen"  —  mit  emer  allerdings  richtigen  Nutzanwendung 
auf  die  vorliegenden  Poteuzreihen. 

Das  Capitel  von  der  methode  des  series  bereichert,  wie  ersichtlich, 
das  Newton' sehe  Verfahren  nicht  durch  neue  Ideen,  verfolgt  das- 
selbe jedoch  in  Einzelheiten,  die  neue  Gesichtspunkte  eröffnen.  Spätere 
Partien  des  Werkes  wenden  die  Reihenmethode  auf  zahlreiche  Fragen 
der  Curventheorie  an  nach  der  gestaltlichen  Seite  hin  und  leisten  durch 
Aufzählung  aller  möglichen  Fälle  und  durch  die  Erweiterung  des  An- 
schauungsgebietes für  die  Geometrie  der  höheren  Curven  Erhebliches.  Bei 
der  Richtung  jener  Zeit  auf  die  reelle  Darstellung  insbesondere  auch  der 
Gurken  ist  es  verständlich,  dass  die  Autoren  (s.  auch  Euler,  Rf.  I,  G.)  sich 
mit  den  imaginären  Zweigen  nicht  weiter  beschäftigen  (so  z.  B.  schliesst 
Gramer  aus  j"  =  x^  sogleich  auf  y  =  x,  S.  180).  Wohl  aber  sind 
die  Reihen  mit  reellen  Coefficienten  bei  Gramer  jedesmal  alle  aufgezählt, 
auch  wenn  sie  nach  gebrochenen  Exponenten  fortschreiten  (§  98,  §  206). 
Ueberhaupt    tritt    das  Bestreben    hervor,    die   obere   Grenze    der    reellen 
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Lösungen  eines  Problems  wirklich  zu  ermitteln,    also    meistens  das,    was 
man  heute  schlechthin  die  Anzahl  der  Lösungen  nennt. 

25.     Zu  Grunde   liegt   bei   diesen  Abzahlungen   der  Satz,    dass  dieKiimiuation. 
Anzahl   der  reellen  Schnittpunkte  einer  Curve  mter  mit  einer  nter  Ord- 
nung höchstens  gleich  mn  ist. 

Von  diesem  Satz,  den  Mac  L aurin  (s.  oben)  zuerst  ausgesprochen 
hat,  wurde,  fast  gleichzeitig  mit  Gramer,  von  Eni  er  ein  Beweis  ver- 
sucht, welcher  der  Grundidee  nach  mit  dem  von  Gramer  in  Appendix  II 
gegebenen  übereinstimmt.  Euler  (Mem.  de  TAcad.  de  Berlin  für  das  Jahr 
1748,  S.  234 — 248)  präcisirt  den  Satz  dahin,  dass  die  Zahl  mn  wirk- 
lich erreicht  werde,  wenn  man  die  unendlich  fernen  und  die  imaginären 
Schnittpunkte  hinzunimmt  und  den  Fall  unendlich  vieler  gemeinsamer 
Punkte,  d.  h.  den  eines  gemeinsamen  Factors  beider  Gleichungen,  ausschliesst. 
Beide  Autoren  definiren  die  Resultante  in  x  als  das  Product  aller  Wur- 
zeldifferenzen der  nach  y  aufgelösten  Gleichungen.  Dieses  ist  als  ratio- 
nale Function  der  Goefficienten  der  beiden  Gleichungen  darstellbar,  und 
zwar  ersieht  man  aus  der  Doppelform,  die  man  dem  Product  geben  kann, 
dass  der  Grad  in  den  Goefficienten  bezw.  gleich  m  und  n  ist.  Nicht  so 
leicht  ist  der  Nachweis  zu  führen,  dass  das  Product,  nachdem  rational 
gemacht  ist,  hinsichtlich  x  Glied  für  Glied  bis  zu  höchstens  dem  Grad  mn 
ansteigt.  Euler  kommt  über  einen  Analogieschluss  (s.  unten  Nr.  29) 
nicht  hinaus.  Gramer  dagegen  dringt  tiefer  ein.  Wie  Leibniz  de- 
finirt  er  die  Goefficienten  in  den  beiden  Gleichungen  durch  Stellenzeiger, 
erkennt  den  Kern  der  Frage  als  in  denjenigen  Relationen  gelegen,  durch 
die  später  (1771)  Vandermonde  die  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  vermöge  der  Goefficienten  der  Gleichung  allgemein  darstellte, 
und  erfasst  den  Begriff  des  „Gewichts"*)  einer  symmetrischen  Function 
der  Wurzeln  (App.  II  §§  9,  10).  Die  Beweise  werden  jedoch  auch  von  ihm 
nur  an  Beispielen  geführt  (hätten  übrigens  leicht  durch  den  Schluss  von 
n  auf  n-f-1  verallgemeinert  werden  können)  und  ermangeln  durchaus 
derjenigen  Bündigkeit,  die  der  Beweis  eines  so  wichtigen  Theorems  er- 
fordert. Nichtsdestoweniger  hat  Gram  er 's  Untersuchung  die  Aufmerk- 
samkeit auch  hervorragender  Mathematiker  der  nächsten  Zeit  auf  sich  ge- 
zogen (vgl.  z.  B.  Lagrange,  resolution  des  equat.  algebr.,  Oeuvres  III, 
SS.  342,  230),  weil  er  zuerst  die  Frage  nach  der  Darstellung  allge- 
meiner symmetrischer  Functionen  durch  die  Goefficienten  der  Gleichung 
aufgeworfen  und  zu  beantworten  versucht  hat. 


*)  Salmon-Fiedler,  Algebra  der  lin.  Trausf.  2.  Aufl.  §56. 
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Den  Appendix  I  der  Analyse  des  lignes  courbes  pflegt  man,  wiewohl 
bereits  Leibniz  die  Berechnung  von  Zähler  und  Nenner  der  Unbekannten 
eines  Systems  von  linearen  Gleichungen  mit  Hülfe  von  Indicesbezeichnung 
kannte  (s.  oben  Nr.  14),  als  den  Ursprung  der  Lehre  von  den  Determinanten 
zu  bezeichnen.  Eine  kurze  Geschichte  dieser  Lehre  findet  man  in  Sal- 
mon's  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen  Transformationen,  hergg. 
V.  Fiedler,  Anhang  (Litteratumachw.  und  Geschichte),  2.  Aufl.  1877 
(S.  464). 
Dascramer'-  96.  Im  Text  der  „Analyse"  (§48,  S.  78)  vergleicht  weiterhin 
doxon.  Gramer,  den  Spuren  von  Mac  Laurin  (s.  oben)  folgend,  die  Anzahl  v' 
der  Schnittpunkte  zweier  Gurven  vter  Ordnung  mit  der  Zahl  -|(v--(-3v) 
der  verfügbaren  Constanten  einer  Curve  vter  Ordnung,  und  findet  die 
Lösung  des  nach  ihm  benannten  Paradoxons:  dass  die  Zahl  der  eine 
Curve  bestimmenden  Punkte  |^(v*H-3v)  kleiner  sein  kann  als  die  Zahl 
V'  derjenigen,  die  eine  Curve  noch  unbestimmt  lassen,  darin,  dass  die 
v^  Gleichungen,  die  zu  erfüllen  sind,  damit  eine  der  schneidenden  Cur- 
ven durch  die  v^  Schnittpunkte  geht,  von  einander  nicht  unabhängig 
sind  (S.  79).  Dieselbe  Erklärung  gab  übrigens  in  den  Mem.  de  Berlin, 
annee  1748,  also  mindestens  zur  selben  Zeit,  wiederum  Euler.  Wie 
Euler  und  De  Gua  in  ihren  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie, 
so  vermeidet  auch  Gramer  die  explicite  Anwendung  des  Differential- 
calculs.  Aber  während  Euler  von  der  Anordnung  der  Curvengleichung 
nach  Dimensionen  von  x  —  p,  y  —  q,  wenn  p,  q  die  zu  untersuchende 
Stelle  ist,  ausgeht,  benutzt  Gramer  für  manche  Zwecke  (Krümmungs- 
verhältnisse) die  Entwicklung  der  einen  Variabein  nach  Potenzen  der 
anderen,  was  dann  wieder  die  Anwendung  infinitesimaler  Prozesse  vor- 
aussetzt. 

Dagegen  ermittelt  auch  Gramer  wie  De  Gua  die  vielfachen  Punkte 
bloss  durch  unbestimmte  Parallelverschiebung  des  Coordinatensystems.  Die 
Verschiebungsgrössen  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dass  die  Glieder 
0.,  1.,  ...  (k — l)ter  Dimension  alle  verschwinden.  Diese  Gleichungen 
gleichzeitig  zu  erfüllen,  ist  bloss  in  einem  k-fachen  Punkt  möglich,  dessen 
Existenz  hiernach  |-(k^-j-k — 4)  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Curvengleichung  voraussetzt  (§  174,  S.  441). 

Die  Gestalt  einer  Curve  in  der  Nähe  von  singulären  Stellen  liest 
zuweilen  Gramer  aus  der  einer  transformirten  Curve  ab,  wobei  er  sich 
solcher  Transformationen  bedient,  die  eine  Graderniedrung  und  damit 
eine  leichtere  Auflösung  der  transformirten  Gleichung  und  eine  beque- 
mere  Construction    der    ganzen   Curve    (SS.  33,    616,   626)    erlauben. 
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Dabei  kommen  irrationale,  gelegentlich  auch  rationale  Transformationen, 
besonders  der  Art  y  =  xz  vor  (wie  ja  auch  schon  Newton  die  Trans- 
formation x' =  1/x  angewendet  hatte),  wodurch  Spaltung  von  verschie- 
denen Zweigen  eintritt:  indessen  lässt  sich  irgendwelche  theoretische  Ein- 
sicht in  die  Verwertung  dieses  wichtigen  Hülfsmittels  nicht  erkennen. 
Wird  ja  doch  die  Transformation  ausschliesslich  an  Beispielen  vorge- 
nommen, und  z.B.  jene  Transformation  y  =  xz  auch  auf  die  Zweige 
unendlich  ferner  Punkte  der  Curve  (§  142,  S.  288;  §  221,  S.  626  ff.) 
angewendet.  Theoretisch  wird  vielmehr  eine  singulare  Stelle  ausschliess- 
lich durch  Reihenentwicklung  mit  dem  Parallelogramm  untersucht. 

27.      Wir    haben   Cramer's   Analyse   des    lignes   courbes   ausführ- Rückblick 

auf  Craraer's 

lieber  besprochen ,    als   vielleicht  der  Wert  seiner  selbständigen  Gesichts-  „Analyse". 
punkte  und  Ergebnisse  es  erheischt  hätte.    Mau  könnte  auch  an  der  geringen 
Schärfe    der  Schlüsse,   an   der  Breite   und   einer  gewissen  Aengstlichkeit 
der  Darstellung,    an    den    unzähligen    die   Entwicklung    unterbrechenden 
Beispielen  Anstoss  nehmen. 

Aber  das  Werk  bildet  ein  vollständiges  in  sich  abgeschlossenes  Com- 
pendium  des  Wissens  seiner  Zeit  über  algebraische  Curven,  unter  ein- 
heitliche Gesichtspunkte  geordnet,  auch  äusserlich  trefflich  ausgestattet 
und  mit  wertvollem  Anschauungsmaterial  an  ausgeführten  Curvenzeich- 
nungen  versehen.  So  ist  die  Analyse  des  lignes  courbes  ein  vielgele- 
senes und  oft  citirtes  Werk  geworden,  auch  für  Sätze,  deren  Priorität 
nicht  unbestritten  dem  Verfasser  zufällt.  Aus  Gramer' s  Werk  sind  fast 
alle  diejenigen  Anschauungen  und  Methoden  entnommen,  die,  weiter  aus- 
gebildet, dazu  gedient  haben,  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
vom  geometrischen  Standpunkt  aus  zu  begründen  und  zu  bereichern. 
Seine  Theorie  der  Reihenentwicklung  scheint  auch  diejenigen  Mittel  ge- 
währt zu  haben,  deren  sich  Puiseux  später  für  die  Untersuchung  der 
singulären  Stellen  eines  algebraischen  Gebildes  bedient  hat.  Es  hätte 
deshalb  der  lamentabeln  Vorrede  nicht  bedurft,  durch  die  Gramer  für 
die  algebraisch-geometrische  Methode,  die  das  Werk  vertritt,  gegenüber 
dem  strengen  [synthetischen]  Beweisverfahren  der  Alten  ein  gutes  Wort 
einlegt.  Längst  war  die  Zeit  vorüber,  wo  man  die  Theorie  der  Curven 
als  eine  bloss  im  Dienste  der  Algebra  stehende  Hülfswissenschaft  ansah. 
Man  hatte  Anzeichen  genug  dafür,  dass  sich  Curventheorie  und  Analysis 
fruchtbar  durchdringen  können;  hat  es  doch  auch  Euler  nicht  ver- 
schmäht, seiner  Introductio  als  zweiten,  grösseren  Teil  einen  Abriss  der 
Geometria  sublimior,  der  „analytischen  Geometrie"  im  heutigen  Sinne 
des  Wortes,  beizufügen. 


140  I.    Anfänge  einer  Theorie  der  algebraischen  Curven.     G.    Euler. 


Ct.    Leonhard  Euler  [1748—1764]. 

(1)  Introductio  in  analysin  infinitoruin,  2  Voll.  Laus.  1748. 

(2)  Demonstration  sur  le  nombre  des  points,  oü  deux  lignes  des  ordres  quel- 
conques  peuvent  se  couper,  Acad.  Berlin,  Annee  1748  (1750)  S.  234 — 248. 

(3)  Nouvelle   methode   d'eliminer   les   quantites  etc.     Acad.  Berl.  1764,  S.  91 
—  104. 

Die„Tutro-  28.     Der  erste  Band  der  Introductio,  eine  Theorie  der  elementaren 

ductio''. 

Darstellung  Functionen ,    ihrer   Zerlegung    in   Factoren    und   Entwicklung   in   Reihen, 

der  Coordi-  >  &       ö  &  ? 

naten      u.  g.  -w.,  entwickelt  Methoden,  die  in  den  Gedankenkreis  der  Differential- 
gewisser 
Curven    rechuung   einführen,    ohne   diesen   Calcul   selbst  zu   verwenden.      Indem 

durch  einen 

Parameter.  Eulci  an   die   gewöhnliche  Algebra   anschliesst,   aber   auch    die  bekann- 

Curven  mit  °  °  ' 

besonderen  teron  transcendeuten  Functionen  in  die  Untersuchung  einbezieht,   legt  er 

construe-  -  -         -^ 

tiven  Eigen-den  Grund  zu  einer  Theorie  dieser  Functionen  und  schafft  jenes  Grenz- 

scbaften. 

gebiet,  das  wir  heute  als  algebraische  Analysis  bezeichnen.  Euler's 
Introductio  ist  das  erste  Werk,  welches  den  Begriff  der  Function  an 
die  Spitze  stellt  und  als  Einteilungsprincip  für  den  Inhalt  benutzt, 
auf  das  sich  dann  im  II.  Teil  auch  die  Einteilung  der  Curven  und 
Flächen  gründet.  Function  ist  für  Euler  „quantitatis  variabilis  ex- 
pressio  analytica  quomodocunque  composita  ex  illa  variabiii  quantitate  et 
nunieris  seu  quantitatibus  constantibus"  (ähnlich  schon  Joh.  BernouUi, 
Probleme  des  isoperim.  Ac.  Par.  1718,  Werke  IL,  S.  '241).  Für  Euler 
scheint  es  hiernach  nur  Functionen  in  expliciter  Darstellung  zu  geben. 
Hiermit  stimmen  jedoch  nicht  ganz  die  weiteren  Definitionen  überein. 
Zunächst  sagt  er:  „Functiones  dividuntur  in  algebraicas  et  transcendentes, 
illae,  quae  componuntur  per  operationes  algebraicas  solas,  hae  in  quibus 
operationes  transcendentes  insunt."  Er  teilt  dann  aber  die  algebraischen 
ein  in  rationale  und  irrationale  Functionen;  die  letzteren  in  explicite  und 
implicite,  „welche  durch  eine  höhere  Gleichung  definirt  sind"  (§  8). 
Ein  anderer  Einteilungsgrund  ist  ihm  die  Ein-  oder  Mehrdeutigkeit  (func- 
tiones uniformes,  multiformes);  im  letzteren  Fall  sind  sie  Wurzeln  hö- 
herer Gleichungen,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  der  Varia- 
bein   sind  (§  14).      Indessen    „wenn    eine  Function    für    alle  Werte    der 

3  _ 

Veränderlichen  nur  einen  reellen  Wert  annimmt,  wie  yP,  wo  P  eine  ein- 
deutige Function  ist,  kann  man  sie  meistens  auch  zu  den  eindeutigen 
rechnen"  (plerumque  loco  functionis  uniformis  usurpari  potest,  §  15). 

Von  diesen  in  sich  nicht  widerspruchsfreien  Definitionen  wendet 
sich  Euler  alsbald  zu  den  rationalen  ganzen  Functionen.  Dabei  er- 
scheint   ihm    selbstverständlich,    dass  jede   solche   in   rationale   Factoren 


28.     Eule r 's  „Tntroductio".  14] 

ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegbar  ist  (vgl.  Capp.  II,  IX).  Auf  seine 
Theorie  der  Auflösung  besonderer  Gleichungsformen,  wie  der  binomischen  etc., 
gehen  wir  nicht  ein,  dies  gehört  in  eine  Geschichte  der  Algebra*).  Auch 
die  auf  die  transcendenten  Functionen  bezüglichen  Teile  des  Werks  über- 
gehen wir  hier.  Dagegen  gedenken  wir  des  Versuchs  (§§  52  —  58),  aus 
algebraischen  Gleichungen  zmschen  zwei  Veränderlichen  diese  in  inde- 
pendenter  Form  durch  eine  dritte  (die  man  heute,  mit  einer  contradictio 
in  adjecto,  einen  „variabeln  Parameter"  nennt)  auszudrücken.  Dies  ge- 
schieht erstens  für  trinomische  Gleichungen,  zweitens  für  solche,  die 
Kegelschnitte  und  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  darstellen; 
dann  für  Gleichungen  mit  Gliedergruppen  von  drei  verschiedenen  Dimen- 
sionen, deren  eine  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  andern  ist.  In 
diesen  letzten  Fällen  ist  die  Parameterdarstellung  eine  irrationale.  — 
Spuren  dieses  Bestrebens,  Hülfsvariable  einzuführen,  fanden  wir  oben  Nr.  26 
auch  bei  Gramer  (Analyse,  §  21,  S.  34)  mit  der  Absicht,  die  Berech- 
nung der  Curvenpunkte  zu  erleichtern,  jedoch  dort  nur  als  „artifice  alge- 
brique",  ohne  Methode. 

Was  den  zweiten,  geometrischen,  Band  der  Introductio  anlangt,  so 
ist  ein  Vergleich  mit  dem  fast  gleichzeitigen  Gramer" sehen  Werk  niclit 
ohne  Interesse.  Zunächst  stimmen  sie  darin  überein,  dass  auch  bei 
Euler  die  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  nur  das  reelle  Ge- 
bilde, die  „Curve"  schlechthin,  darstellt,  nicht  —  wie  seit  Gauch y  — 
den  Träger  zusammengehöriger  complexer  Wertsysteme,  das  „algebraische 
Gebilde".  Deshalb  sind  ihm  nicht  nur  die  unbestimmten  Coefficienten 
reelle  Grössen,  auch  die  unabhängige  Veränderliche  durchläuft  bloss  das 
reelle  Wertgebiet,  und  die  hierbei  sich  ergebenden  imaginären  AYerte 
der  Abhängigen  haben  nur  das  negative  Interesse,  dass  ihnen  kein  reeller 
Curvenzug  entspricht. 

Dagegen  tritt  bei  Euler  das  Interesse  an  der  Gestalt  der  Curven 
und  ihrer  singulären  Zw-eige,  auch  ihrer  unendlichen  Aeste,  deren  Behand- 
lung der  Gramer 'sehen  nachsteht,  zurück  hinter  dem  an  den  algebrai- 
schen Processen  als  solchen,  auf  die  diese  Fragen  führen.  Namentlich 
aber  beschäftigt  ihn  die  Bildung  der  Gleichungen  von  Curven  mit  vorge- 
gebenen Eigenschaften.  Hier  lässt  Euler  sein  reiches  Erfindertalent 
spielen.  Curven,  die  einen  oder  mehrere  Durchmesser  besitzen,  solche 
mit  gewissen  Transformationen  in  sich  (Cap.  XV),  andere,  bei  denen  eine 


*)  Vergl.  die  Noten  in  Baltzer's  Eiern,  der  Mathematik,  I.Bd.  2.  Buch  §25; 
3.  Buch  §  7  fr. 
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Abhängigkeit  zwischen  den  Ordinaten  der  gleichweit  von  der  Ordinatenaxe 
abstehenden  Punkte  besteht  (Cap.  XVI),    oder  zwischen  den  von  einem 
Pole   aus  nach  derselben  Richtung  gehenden  Eadienvectoren  (Cap.  XVII) 
—  aUe  werden  durch  angemessene  Gleichungsformen  dargestellt. 
Elimination.  29.     Das   Cap.  XEX    de   intersectione   curvarum    enthält  jene  nach 

Euler  benannte  aber,  wie  Euler  (3)  selbst  sagt,  bereits  von  Newton 
angewandte  Eliminationsmethode,  wonach  aus  zwei  höheren  Gleichungen 
eine  Unbekannte  dadurch  eliminirt  -wird,  dass  man  vermöge  einer  Com- 
bination  beider  die  Grade  allmählich  soweit  erniedrigt,  bis  man  zu  zwei 
linearen  Gleichungen  gelangt.  Weil  hierbei  im  allgemeinen  der  Grad 
der  Resultante  in  den  Coefficienten  zu  hoch  wird,  wenn  man  nicht  zuvor 
einen  nicht  immer  leicht  zu  erkennenden  gemeinsamen  Factor  weghebt, 
so  giebt  Euler  noch  ein  anderes  Verfahren,  welches  darin  besteht,  dass 
man  die  vorliegenden  Gleichungen  mten  und  uten  Grades  mit  unbe- 
stimmten ganzen  Functionen  (n — l)ten  und  (m — l)ten  Grades  multipli- 
cirt  und  die  durch  Subtraction  entstehende  Gleichung  befriedigt,  indem 
mau  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  zu  eliminirenden  Grösse  einzeln 
gleich  Null  setzt.  Offenbar  also  ein  Vorläufer  der  Multiplicatoren-Me- 
thode  A'On  Bezout.  Die  hinsichtlich  der  unbestimmten  Coefficienten  li- 
nearen Gleichungen  übertreffen  an  Zahl  diese  um  eins,  lassen  also  deren 
Elimination  zu. 

Man  sieht,  dass  hier  Euler  dieselbe  Methode  schildert,  deren  schon 
Leibnlz  (s.  oben)  sich  bedient  hatte,  ohne  übrigens  darüber  etwas  zu 
veröffentlichen.  In  der  That  ist  der  Gedankengang,  der  zu  diesem  Ver- 
fahren hinführt,  und  den  Euler  in  (3)  darlegt,  ein  so  einfacher,  dass 
es  wohl  verständlich  ist,  dass  Beide  denselben  "Weg  gingen.  Sind  näm- 
lich fz,  cpz  ganze  Functionen  nten  bezw.  mten  Grades,  so  drückt  das 
Verschwinden  der  Resultante  die  Bedingung  dafür  aus,  dass  f  und  cp 
mindestens  einen  Linear -Factor  gemeinsam  haben.  Dies  zieht  aber  die 
identische  Erfüllbarkeit  der  Gleichung  nach  sich: 

fcp'— cpf  =  0, 
wenn  f,  ^p'  Functionen  vom  (n — l)ten  und  (m  —  l)ten  Grad  sind.  Bestimmt 
man  umgekehrt  die  Coefficienten  von  zwei  ganzen  Functionen  f,  cp'  so,  dass 
alle  Coefficienten  der  1.,  2.,  3., ...  (m-l-n — l)ten  Potenz  von  z  in  fcp' — (pi' 
verschwinden,  so  ist  das  übrig  bleibende  constante  Glied  die  Resultante. 
Aehnlich  bildet  Euler  in  jenem  späteren  Aufsatz  die  Bedingungen  dafür, 
dass  f  und  cp  zwei  und  mehr  Linearfactoren  gemeinsam  haben.  —  Die 
Frage  nach  dem  Grade  der  Schlussgleichung  hinsichtlich  der  Coefficienten 
von   f  und  cp   (im   Fall   einer  gemeinsamen  Wurzel)   erörtert  Euler  für 
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diese  Form  der  Resultante  nicht  noch  einmal ;  auch  kommt  er  nicht  mehr 
auf  die  hier  anschliessende  nach  der  Zahl  nm  der  Schnittpunkte  zweier 
Curven  zurück,  die  er  in  (2)  aufgeworfen  (s.  oben  Gramer),  aber  in 
nicht  befriedigender  Weise  behandelt  hatte.  —  Dort  hatte  Euler  vermöge 
der  Form  des  irrationalen  Products,  die  er  der  Resultante  gab,  den  Grad 
m,  bezw.  n  derselben  hinsichtlich  der  Coefficienten  der  einen  und  der 
anderen  Componente  bestimmt,  aber  wenn  er  die  Coefficienten  der  letz- 
teren als  ganze  Functionen  einer  anderen  Variabein  annimmt,  so  dass  die 
Gesamtdimensionen  m  und  n  sind,  so  reicht  sein  Raisonnement,  das  sich 
auf  die  paar  ersten  Coefficienten  erstreckt  „et  ainsi  de  suite"  nicht  aus, 
um  das  behauptete  Ergebnis,  dass  mn  der  Grad  der  Resultante  ist,  zu 
begründen.  Euler  fühlt  das  selbst:  „s"il  y  a  dans  cette  demonstration 
encore  quelque  obscurite  .  .  .  on  fera  l'application  ä  cjuelques  cas  parti- 
culiers"  etc.,  was  natürlich  die  Lücke  nicht  ausfüllt.  Erst  Bezout  hat 
diese  Frage  in  befriedigender  Form  beantwortet. 

Ueber  eine  Stelle  der  Institutiones  calculi  integralis  von  Euler,  die  Additions- 
Theorem  der 
sich   auf  die  Addition   der   elliptischen  Integrale  bezieht  und  später  von  elliptischen 

Functionen. 

weittragender  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Functionen  werden  sollte, 
werden   wir  unten  berichten  (s.  Rf.  III,  Nr.  2  ff.). 


H.    Etienue  Bezout  [1764-1779]. 

(1)  Recherches  sur  le  degre  des  equations  resultautes  de  l'evanouissement  des 

inconnues   et   sur  le    moyen  qu'il  convient  d'employer  pour  trouver  les 
equations.     Mem.  Acad.  Paris  1764,  p.  288 — 338. 

(2)  Theorie  generale  des  equations  algebriques,  Paris  1779.    4''.    471  pp. 

(3)  Cours  de  Mathematiques  ä  l'usage  des  Gardes  du  Pavillon  et  de  la  Marine, 

Paris  1775.     amepartie:  IWlgebre. 

30.     Die  Elimination   der  Unbekannten  aus  einem  System  von  hö-E'imination 

aus  zwei 

heren  Gleichungen  hat  für  lange  Zeit  abschliessend  Bezout  in  der  ebenso  Gieichun- 

*  °  _  gen. 

viel  berühmten  als  wenig  gelesenen  Theorie  des  equations  behandelt, 
nachdem  ein  erster  Versuch,  diese  schwierige  Frage  in  der  Abhandlung 
(1)  zu  erledigen,  fehlgeschlagen  war. 

Zwar  für  die  Elimination  aus  zwei  Gleichungen,  die  hinsichtlich 
zweier  Unbekannten  zur  Dimension  m  und  n  ansteigen,  liefert  jene  erste 
Abhandlung  —  wenn  man  davon  absieht,  dass  das  benutzte  lineare 
Gleichungssystem  Besonderheiten  aufweisen  könnte,  die  nicht  berücksich- 
tigt sind  —  einen  neuen  Beweis  dafür,  dass  mn  der  Grad  der  End- 
gleichune    ist.    und    zwar    durch  Bildunß-   der  Resultante   auf  demselben 


144        I-    Anfänge  einer  Theorie  der  algebraischen  Curven.     H.    Bezout. 

"Wege  der  Elimination  aus  einem  System  von  linearen  Gleichungen,  den 
bereits  Euler  (Ac.  Berl.  1764,  s.  oben  Nr.  29)  eingeschlagen  hatte  (ohne 
indessen  dort  die  Coefficienten  der  Gleichungen  als  Functionen  einer  Va- 
riabein zu  betrachten).  Wir  werden  auf  dieses  Beweisverfahren  in  dem 
Bericht  über  (2)  zu  sprechen  kommen,  und  handeln  hier  znnächst  von 
der  bekannten  Methode,  die  Jacobi  (de  eliminat.  e  duabus  aequationibus 
algebraicis,  Journ.  für  Math.  XV,  1835,  Werke  Bd.  III)  aus  (3),  part.  III 
entnimmt.     Sind  die  beiden  Gleichungen: 

f(x)  =  a„x"-ha„_ix"-i+a,_2  x»-2h ha^  =  0, 

cp(x)  =  b„x"+b„_,x°-i-hb„_ox»-2H hbo  =  0, 

so  multiplicire  man  1)  cp  mit  a^,  f  mit  bu  und  subtrahire;  2)  cp  mit 
auX-l-an_],  f  mit  hnX-|-bu_i  und  subtrahire  wieder,   3)  cp  mit 

aiiX^-l-an_ixH-a„_2  u.  s.  w. 
Jede  der  so  erhaltenen  n  Gleichungen  wird  vom  Grad  n — 1  in  x;  ihre 
Resultante,  die  eines  in  x°~"^,  x"~2,  ...  1  linearen  homogenen  Gleichungs- 
systems, ist  die  gesuchte  Gleichung.  Dieses  unter  dem  Namen  des  Be- 
zout'sehen  bekannte  Verfahren  ist  seitdem  in  alle  Lehrbücher  überge- 
gangen. 

Für  mehr  Gleichungen  mit  mehr  Unbekannten  gab  nun  Bezout 
in  (2)  eine  Methode,  die  Jacobi  in  einem  andern  berühmten  Aufsatz 
gleichfalls  benutzt,  merkwürdiger  Weise  jedoch,  ohne  Bezout  als  Vor- 
gänger zu  nennen  (De  relationibus,  quae  locum  habere  debent  inter  puncta 
intersectionis  etc.  Journ.  für  Math.  XV,  1836,  Werke  Bd.  111).  Wir 
geben  kurz  den  Gedankengang  dieser  bedeutenden  Leistung  Bezout's  auf 
dem  Gebiete  der  Eliminationstheorie,  der  wenig  bekannt  ist,  wieder,  Aveil 
sie  in  einigen  Anwendungen  auf  unsere  Theorie  fördernd  eingewirkt  hat. 
Offenbar  würde,  so  bemerkt  Bezout  in  (2),  die  successive  Elimination 
der  Unbekannten  aus  einem  System  von  Gleichungen  einen  zu  hohen  Grad 
der  Resultante  („equation  finale")  ergeben.  Man  bilde  sie  daher  auf  dem 
folgenden  Weg,  den  wir  am  Falle  von  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbe- 
kannten X,  y,  u,  von  denen  die  beiden  ersten  eliminirt  werden  sollen, 
schildern  werden. 
Elimination  31.     Gegeben  seien  die  drei  Gleichungen: 

aus  drei 

und  mehr  f(xyu)™  =  0,       oCxVu)"  =  0,       <;(xyu)P  =  0 

Gleichun-  ^^/  '        .Vjy  ^TVJ/ 

gen.  (die  Functionshezeichnungen  f,  co,  tL,  die  jener  Zeit  noch  fremd  waren, 
führen  wir  der  besseren  Uebersicht  wegen  ein),  wo  die  oberen  Indices 
die  Dimension  angeben,  bis  zu  der  die  Polynome  ansteigen.  Setzt  man 
den  Fall  „vollständiger  Gleichungen"  voraus,  d.  h.  nimmt  man  an,  dass 
alle  Glieder  von  der  angegebenen  und  von  niederer  Dimension,  die  auf- 
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treten  können,  auch  wirklich  vorkommen,  und  zwar  mit  unbestimmten 
Coefficientcn,  so  muss  sich  (§§  224,  45)  die  Resultante  R  darstellen  lassen 
als  lineare  homogene  Function  von  f,  cp,  t|i  mit  Älultiplicatoren  F,  <!>,  ^F 
als  Coefficientcn  behaftet  (y,polynomcs  mnltiplicatcurs"),  die  selbst  Func- 
tionen von  X,  y,  u  sind,  also: 

1)  R  =  F.fH-(I).cp  +  vr.i],. 

Man  drücke  nun  die  höchste  Potenz  x"  von  x,  die  in  o  auftritt,  ver- 
möge cp  =  0  durch  x,  y,  u  aus,  ebenso  vermöge  'b  =  0  die  höchste  Po- 
tenz yP  von  y,  und  setze  diese  Werte  in  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 1)  ein,  nachdem  man  das  Product  F.f  ausgeführt  hat,  so  dass, 
wenn  M  die  Dimension  von  F  ist,  in  dem  Product: 

F(x,  y,  u)M.  f(x,  y,  u)™  =  ?(x"-\  yP-i,  u^'+™)^i+™ 

X  nur  noch  in  der  (n — l)ten,  y  in  der  (p  —  l)ten,  u  in  der  (M4-m)tcn 
(und  in  niederen  Graden)  vorkommen,  was  wieder  durch  obere  Indices 
ausgedrückt  werden  möge.  Wegen  1)  muss  es  dann  möglich  sein,  die 
Coefficientcn  des  Multiplicators  F  so  zu  bestimmen,  dass  die  x  und  y 
noch  enthaltenden  Glieder  von  P  alle  verschwinden.  Berechnet  man  ihre 
Anzahl,  ausgedrückt  durch  M,  m,  n,  p,  andererseits  die  der  Coefficientcn 
in  F  (wo  X  auch  in  F  höchstens  bis  zur  Potenz  n — 1,  y  bis  zur  Po- 
tenz p — 1  ansteigt,  also  F  in  der  Form  F(x"~i,  y^'~^  n^^)^^  vorausgesetzt 
wird)  und  setzt  beide  gleich,  so  erhält  man  eine  Bedingungsgleichung  für 
die  Dimension  M  von  F,  aus  der  Bezout  M  =  mnp  —  m  findet.  Der  Grad 
von  R(n)  wird  gleich  M-|-m  =  mnp,  also  gleich  dem  Product  der  Ord- 
nungen der  vorliegenden  Gleichungen.  Man  erkennt,  dass  diese  Methode 
wie  auch  das  Ergebnis  sofort  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen 
ausgedehnt  werden  kann. 

Der  hiermit  skizzirte  Beweis  hat  wesentliche  Lücken.  Namentlich 
wird  nicht  näher  erklärt,  warum  R  in  jener  linearen  Form  darstellbar  ist; 
ja  es  giebt  Fälle,  wo  eine  Function  R,  wie  sie  Bezout  voraussetzt, 
nicht  existirt:  so  wenn  die  drei  Gleichungen  ausser  durch  discrete  Wert- 
systeme der  X,  y,  u  durch  eine  continuirlichc  unendliche  Reihe  von 
solchen  erfüllbar  sind,  geometrisch  ausgedrückt:  wenn  die  „Flächen" 
f=0,  cp  =  0,  t];  =  0  eine  räumliche  Curve  gemeinsam  haben*).  Auf 
diesen  Fall  geht  Bezout  überhaupt  nicht  ein.  Wohl  aber  auf  den  anderen 
wichtigen,  dass  die  vorliegenden  Gleichungen  „unvollständig"  sind,  d.  h. 
zwar   zu   den   angegebenen  Dimensionen   ansteigen,    aber  hinsichtlich  der 


*)  Untersuchungen  über  diesen  Fall  hat  End  (Dissertation  Tübingen  1887 
und  Math.  Ann.  Bd.  36,  S.  82)  angestellt. 

Jahresber.  d.  Dentschen  Mathem.- Vereinigung-.     III.  1  0 
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einzelnen  Variabein  gewisse  vorgegebene  niedere  Grade,  und  zu  je  zweien, 

zu  je  dreien,  u.  s.  w.  genommen,  gewisse  Dimensionen  nicht  übersteigen. 

Dasselbe  32.     Für  diesen  Fall  schlägt  Bezout  einen  anderen  Weg  ein.     Er 

nach  einem 

anderen ver- nimmt   zwar   Wiederum  R   in   der  Form    1)   an,    verfährt  dann   aber  in 

fahren.  ''  ' 

mehr  symmetrischer  Weise,  indem  er  die  drei  Multiplicatoren  F,  O,  W 
zugleich  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  die  Coefficienten  aller  Glieder  mit 
X,  y,  die  rechts  auftreten,  verschwinden.  Diesen  Gedanken  hatte  Bezout 
schon  in  der  Arbeit  (1)  verfolgt,  war  jedoch  dort  nicht  zum  Ziele  ge- 
langt, nämlich  zu  einer  von  fremden  Factoren  freien,  hinsichtlich  der 
Coefficienten  der  drei  Gleichungen  symmetrisch  gebildeten  Endgleichung 
mit  der  einen  Unbekannten  u,  weil  er  nicht  berücksichtigt  hatte,  dass 
die  Coefficienten  jener  Multiplicatoren  zu  dem  Zweck,  die  Unbekannten 
X,  y  aus  der  Gleichung  zu  entfernen,  keineswegs  sämtlich  zur  Ver- 
fügung stehen.  Erst  in  dem  Werk  (2)  bemerkt  Bezout  (§  233 ff.),  dass 
sich  bei  n  Gleichungen  der  Multiplicator  der  ersten  Gleichung  mit  Hülfe 
der  n  —  1  übrigen  Gleichungen,  derjenige  der  zweiten  mit  Hülfe  der  n- — 2 
nachfolgenden  u.  s.  av.  auf  eine  reducirte  Form  bringen  lässt,  und  dass 
hierdurch  erst  die  Zahl  der  nun  noch  verfügbaren  Coefficienten  derart 
herabsinkt,  dass  alle  Unbestimmtheiten  verschwinden. 

In  der  heutigen  Bezeichnungsweise  lässt  sich  diese  mchtige  Be- 
merkung wie  folgt  darstellen:  die  Gleichung  1)  lässt  sich  für  beliebige 
Polynome  X,  [x,  v  in  die  Form  bringen: 

R  =  (F4-Xcp4-[jL.];)f+(0  — Xf+v^)cpH-(>F— [xf— vo)^. 

Daher  sind  von  den  Coefficienten  in  F  nur  diejenigen  verfügbar,  die  übrig 
bleiben,  nachdem  vermöge  X(p-|-[ji'|i  eine  möglichst  grosse  Anzahl  in  die 
Form  von  Zahlencoefficienten  übergeführt  sind  [wo  übrigens  auch  noch 
Xcp-t-[X'|i  durch  (k-\-k'\))<'^-\-(\i — kcp)t|>  ersetzbar  ist],  u.  s.  w.  Macht 
man  insbesondere  die  Coefficienten  der  höheren  Potenzen  der  zu  elimi- 
nirenden  Variabein  zu  Null,  so  erhält  man  diejenige  Form  der  Multipli- 
catoren, die  Bezout  in  §  311  für  den  Fall  der  „equations  complettes" 
angiebt  und  in  §  312  auf  den  Fall  von  zwei  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten:  f (x,  y)'"  =  0,  cf)(x,  y)"  =  0,  wie  folgt,  specialisirt:  Die 
Multiplicatoren  sind  alsdann  von  der  Form: 

F(xD-m^  y°~^)^~™,     <I)(x^-°,  y'"^^^-", 
wo  D  =  mn  ist  und  die  oberen  Indices   wie  früher   den  Grad  angeben. 
Für  drei  Gleichungen  wird: 

F  =  F(xJ^-™,     (y,  z)"+p-2)i>-m^     u.  s.  w.,  wo  D  =  mnp  ist. 

Wir  heben,    als  für  die  Folge  wichtig,    von  den  „equations  incom- 
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plettes"  das  System  der  zwei  Gleichungen  hervor  (§  G2): 

f  (x»,  y'')™  =  0,  ^z)  (x'-,  yd)»  =  (), 

für  das  Bezout  den  Grad  der  Resultante  gleich: 

mn — (m — a)(n  —  b)  —  (m — c)(n  —  d) 
findet.     Für  m  =  a  +  b,  n  =  c+d  wird  dieser  Grad  gleich: 

ad-i-bc. 

Wir  bemerken  ferner  vorgreifend,  dass  Min  ding  sechzig  Jahre  später 
die  Resultate  Bezout 's  für  zwei  Gleichungen  von  neuem  beweist,  ohne 
Bezout  zu  nennen  (Journ.  f.  M.  XXII,  S.  178).  Da,  wie  oben  gesagt, 
Jacobi  ähnlich  vorgeht,  so  scheint  es,  dass  Bezout's  Hauptarbeit  da- 
mals in  Vergessenheit  geraten  war. 

In  dem  Falle  specieller  Gleichungsformen  können  auf  dem  eingeschla- 
genen Wege  hinsichtlich  des  Grades  der  Multiplicatoren,  der  verfügbaren 
Coefficienten ,  der  Form  der  Schlussgleichung  u.  s.  w.  Unbestimmtheiten 
eintreten,  die  selbst  die  Beharrlichkeit  eines  Rechners  wie  Bezout  nicht 
zu  bewältigen  im  Stande  war,  und  deren  Untersuchung  für  mehr  als 
zwei  Gleichungen  bis  heute  noch  ausstellt. 

Allerdings  ist  bei  Bezout,  so  wenig,  wie  bei  seinen  Vorgängern 
auf  dem  Gebiet  der  Eliminationstheorie,  das  Bedürfnis  für  Strenge  der 
Beweisführung,  das  erst  mit  Lag  ränge  und  Gauss  anhebt,  vorhanden. 
Aber  das  grosse  Material  an  Beispielen,  über  das  er  verfügt,  gewährt  ihm 
eine  solche  Einsicht  in  die  Bildungen,  mit  denen  er  operirt,  dass  mit  ge- 
ringen Einschränkungen  seine  Ergebnisse  richtig  sind,  und  dass  jede  neue 
Eliminationsmethode  bei  dem  Vergleiche  mit  Bezout's  Verfahren  keinen 
leichten  Stand  haben  wird. 


J.    Rückblick  anf  den  ersten  Zeitabschnitt   (von  Descartes  bis  Euler). 

33.     Mit    dem  Wiederaufleben    der  Wissenschaften    im    Abendland  Functioa. 

Potenz- 
erwachsen  aus  der  Vereinigung  der  griechischen  Geometrie  und  der  mor-    reihen. 

Singulare 

genländischen  Algebra  bald  nach  einander  zwei  neue  grosse  Wissenszweige  :steiien  einer 

algebrai- 

die  Geometrie  des  Descartes  und  die  Infinitesimalrechnung.  Um  denschen  curve. 
Begriff  der  Abhängigkeit  einer  Grösse  von  emer  anderen  drehen  sich  als- 
bald die  meisten  Probleme,  das  Leibniz'sche  Wort  „Function"  erlangt 
Bürgerrecht  und  durch  Joh.  BernouUi  die  heutige  Bedeutung.  New- 
ton wendet  sein  Interesse  den  impliciten  algebraischen  Functionen  zu 
und  stellt  sie  durch  Potenzreihen  dar.  In  den  geometrischen,  physi- 
kalischen und  kinematischen  Problemen,  mit  denen  sich  Leibniz  und  seine 

10* 
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Anhänger  beschäftigen,  nehmen  die  transcendenten  Functionen  das  grössere 
Interesse  in  Anspruch. 

Die  knappe  Form  der  Newton 'sehen  Schriften,  für  die  Publication 
nicht  abgefasst,  Hess  indessen  für  die  Theorie  der  Fluxionen,  der  Reihen- 
entwicklungen nnd  der  algebraischen  Cnrven  noch  viele  offene  Fragen, 
deren  Beantwortung  Taylor,  Stirling,  Mac  Lauriu  ihre  Thätigkeit 
widmen,  während  anf  dem  Festlande  die  Bernoulli's,  de  l'Hospital 
u.  A.  mit  dem  weniger  streng  begründeten,  aber  fruchtbaren  Begriffe  des 

^  Unendlichkleinen  zu  vielseitigen  Anwendungen  übergehen,    die  ihrerseits 

wieder  neue  analytisch-geometrische  Begriffsbildungen  veranlassen.  Eine 
Theorie  der  singulären  Stellen  einer  Curve  nimmt  davon  ihren  Ausgang, 
indessen  nicht  bei  den  Engländern,  denen  doch,  wie  dem  Mac  Laurin 
gelegentlich  seiner  Erzeugung  von  Curven  höherer  aus  solchen  niederer 
Ordnung,  singulare  Stellen  begegnen  mussten,  und  die  in  ihren  Reihen 
die  Mittel  besessen  hätten,  sie  zu  beherrschen.  Erst  Gramer  verbindet 
die  Hülfsmittel  der  englischen  mit  denen  der  festländischen  Schule  zu 
einer  vollständigeren  Theorie  der  Potenzreihen,  zunächst  in  der  Absicht, 
die  reelle  Gestalt  einer  Curve  in  der  Nähe  eines  singulären  Punktes  und 
die  Form  der  in  das  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweige  zu  erforschen. 
Die  Entwicklungen,  deren  sich  Newton  bedient,  um  deren  Convergenz 
man  aber  vorerst  sich  noch  keine  Sorge  macht,  erfolgen  nach  ganzen 
Potenzen  von  x  oder  1/x,  gebrochene  Exponenten  kommen  gelegentlich 
bei  Stirling  und  Mac  Laurin  vor.  Das  Bedürfnis,  für  alle  singulären 
Stellen  einer  Gurve  die  reellen  Entwicklungen  zu  ermitteln,  zeigt  aber  erst 
Gramer.  Mit  MacLaurin's  bekanntem  Theorem  bringt  man  diese  Reihen 
nicht  in  Beziehmig,  wie  denn  überhaupt  für  lange  Zeit  die  "Wege  der 
Geometrie  und  der  Analysis  sich  trennen.  Euler  kann  als  der  letzte 
Vertreter  dieser  auch  hinsichtlich  der  Gurventheorie  an  "Wissenszuwachs 
überreichen  Periode  angesehen  werden.  Die  Ordnung  und  Begründung 
des  neuen  Materials  war  Aufgabe  der  nächsten  Generation. 

Elimination.  Newtou  uud  Leibuiz  haben  beide  die  Notwendigkeit  erkannt,  den 
Process  der  Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  höheren  Glei- 
chungen systematisch  auszugestalten.  Während  der  erstere  eine  Tabelle 
der  Resultanten  aus  je  zwei  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  giebt,  ent- 
deckt der  andere  in  der  Methode  der  Stellenzeiger  ein  Mittel  für  die 
Darstellung  der  Resultante  aus  zwei  Gleichungen  von  beliebigem  Grad, 
indem  er  auf  Grund  des  gleichen  Hülfsmittels  das  Resultat  der  Elimination 
aus  einem  System  von  linearen  Gleichungen  anschreibt.  —  Den  Satz, 
dass    die   Zahl   der   Schnittpunkte    von   zwei   algebraischen   Curven  mter 
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lind  nter  Ordnung  gleich  mn  ist,  hat  znerst  Mac  La urin  ausgesprochen. 
Unvollkommene  Beweise  desselben,  gestützt  auf  die  irrationale  Form  der 
Resultante  als  Product  der  Wurzeldifferenzen,  haben  gleichzeitig  Gramer 
und  Euler  gegeben.  Der  erstere  gelangt  dabei  von  neuem  zn  der  für 
die  Eliminationstheorie  wesentlichen  Indicesbezeichnung,  über  die  Leibniz 
nichts  publicirt  hatte,  und  zu  einer  neuen  Fragestellung  über  symmetrische 
Functionen.  Euler  greift  die  Frage  der  Elimination  einer  Unbekannten 
aus  zwei  Gleichungen  später  noch  einmal  auf,  indem  er  wie  Leibniz 
die  Bildung  des  Eliminationsresultates  auf  ein  System  von  linearen  Glei- 
chungen zurückführt.  Aber  erst  Bezout  giebt  einen  mehr  befriedigenden 
Beweis,  indem  er  zugleich  seine  Methode  auf  die  Berechnung  der  Un- 
bekannten aus  einem  System  von  beliebig  vielen  Gleichungen  höheren 
Grades  mit  ebenso  vielen  Unbekannten  ausdehnt  und  damit  einen  ersten 
glücklichen  Angriff  auf  jenes  schwierige  und  bedeutende  Problem  wagt, 
das  die  Wissenschaft  noch  lange  Zeit  beschäftigen  wird. 

Das  Interesse  der  folgenden  Zeit  wendet  sich  von  der  Theorie  der 
algebraischen  Curven  ab;  den  Geometer  beschäftigt  mehr  und  mehr  die 
Theorie  der  krummen  Oberflächen,  die  darstellende  und  bald  die  projec- 
tive  Geometrie. 

Dagegen  wirkt  der  Anstoss  fort,  den  die  Analysis  durch  Newton 's 
Reihenlehre  und  das  Taylor 'sehe  Theorem  erhalten  hat,  und  fordert 
bald  neue  bedeutende  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Reihen  und 
der  Functionen. 


IL  Absclinitt. 

Periode  der  Begründung  einer  Theorie  der  Functionen: 
Lagrange,  Grauss,  Cauchy,  Puiseux. 

A.    Joseph  Lonis  Lagrauge  [1770—1796]. 

(1)  Theorie  des  fonctions  analytiques,  contenant  les  principes  du  calcul  diffe- 
rentiel,  degages  de  toute  consideration  d'infiniment  petits  ou  d'eva- 
nouissans,  de  limites  ou  de  fluxions,  et  reduits  ä  l'analyse  algebrique 
des  quantites  finies.     Paris  1796,  277  pp. 

(2)  Nouvelle  methode  pour  resoudre  les  equations  literales  par  le  moyen  des 
series,  Mem.  Acad.  Berl.  XXIV,  Annee  1768  (erschienen  1770).  Oeuvres 
III,  p.5— 73. 

Die  Func-  1-     ^^^   „Tlieorle   des  fonctions"  (1)    leitet  neue    erhebliche   Fort- 

theörie^^ihreSct'ritte   ein,    zunächst    formaler  Natur    durch    grundsätzliche   Benutzung 

Grundlage,  ^gj.  Zeichen  f,  F,  cp,  .  .  für  Function,  f,  F'  u.  s.  w.  für  deren  Diffe- 
rentialquotienten. Zwar  hatte  man  jene  Zeichen  f ,  .  .  .  schon  früher  für 
unbestimmte  Functionen  verwendet,  wie  sie  in  dem  Problem  der  schwin- 
genden Saiten  (d'Alembert  1747)  auftreten,  oder  wie  sie  Laplace  in 
der  Theorie  der  Capillarität,  Lagrange  bei  Formulirung  des  Gesetzes  für 
seine  Reihe  u.  A.  zur  Bezeichnung  eines  nicht  näher  specialisirten  Ab- 
hängigkeitsverhältnisses dienten.  Aber  lebendige  Bedeutung*)  erhielt  das 
Zeichen  erst,  als  Lagrange  in  (1)  die  Frage  aufwarf  nach  den  gemein- 
samen Eigenschaften  aller  „fonctions  analytiques"  —  so  nennt  er  die 
„expressions  de  calcul"  mit  einer  oder  mehreren  Veränderlichen,  an  die 
er  anknüpft  — ,  und  die  Frage  nach  ihrem  Zusammenhang  mit  den  Coef- 


*)  „Tel  est  l'avantage  d'une  langue  bien  faite,  que  ses  notations  les  plus 
simples  sont  devenues  souvent  la  source  des  theories  les  plus  profondes"  sagt 
Laplace  (Th.  des  probab.  T.  I.  1.  partie)  bei  Gelegenheit  der  Besprechung  der 
von  Descartes  eingeführten  Exponentenbezeichnung  durch  Zahlen. 
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ficienten  der  Potenzreihe,  in  welche  sie  entwickelbar  sind.  Indem  er 
eine  neue  Begründung  der  Differentialrechnung  sucht,  legt  er,  was  folgen- 
schwerer war,  den  Grund  zu  einer  allgemeinen  Functionentheorie. 

Zwar  gründet  Lagrange  seinen  Entwurf  auf  die  Annahme,  dass  seine 
Functionen  in  der  Form  von  Reihen,  die  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
der  (selbstverständlich  reellen)  Veränderlichen  fortschreiten  und  innerhalb 
eines  gewissen  Gebietes  convergiren,  entwickelt  vorliegen.  Diese  Annahme 
aber  beschränkte  auch  nach  der  Ansicht  der  Zeitgenossen  zu  sehr  den 
Kreis  der  Functionen,  auf  welche  die  Theorie  anwendbar  ist,  um  nicht 
alsbald  wieder  verlassen  zu  werden.  Cauchy  kritisirt  in  der  Vorrede  zu 
seinen  LeQ.  s.  1.  calcul  diff.  (Paris  1829)  den  Ausgangspunkt  von  La- 
grange mit  den  Worten:  La  formule  de  Taylor  ne  peut  plus  etre  ad- 
mise  comme  generale,  qu'autant  qu'elle  est  reduite  ä  un  nombre  fini 
de  termes  et  completee  par  un  reste.  Je  n'ignore  pas  qu'en  faisant 
d'abord  abstraction  de  ce  reste,  Fillustre  auteur  .  .  .  a  pris  la  formule 
dont  il  s'agit  pour  base  de  sa  theorie  .  .  .  Mais  .  .  la  plupart  des  geo- 
metres  s'accordent  maintenant  ä  reconnaitre  l'incertitude  des  resultats 
auxquels  on  peut  etre  conduit  par  l'emploi  de  series  divergentes.  II  y  a 
plus:  le  theoreme  de  Taylor  semble,  dans  certains  cas,  fournir  le  deve- 
loppement  d'une  fonction  en  serie  convergente,  quoique  la  somme  de  la 
Serie  differe  essentiellement  de  la  fonction  proposee  .  .  .  Als  Beispiel 
einer  solchen  Eeihe,  die,  wiewohl  convergent,  doch  nicht  die  Function 
darstellt,  aus  der  sie  durch  die  Mac  L aurin' sehe  Reihe  abgeleitet  ist, 
giebt  Cauchy  (1.  c.  X.  le?.)  diejenige  für  e^'^'  +  e~^'|x)'  an,  die  mit  der- 
jenigen für  e~^'  völlig  übereinstimmt. 

Indessen,  wie  berechtigt  auch  die  Einwände  gegen  die  von  Lagrange 
vorgeschlagene  Grundlage  einer  Functionentheorie*)  waren:  der  Anfang 
war  gemacht;  eine  neue  Basis  Hess  sich  finden,  wenn  man  den  Kreis  der 
bekannten  Functionen  weiter  ausdehnte  und  ihre  Kenntnis  vertiefte.  La- 
grange hatte  gewünscht,  durch  seine  „derivees"  das  Unendlichkleine 
von  Leibniz  und  von  Euler  zugleich  mit  dem  Verhältnis  verschwin- 
dender Grössen  (ultima  ratio)  von  Newton  aus  der  Differentialrechnung 
zu  verbannen.  Zwei  Decennien  später  hat  Cauchy  eben  den  Begriff 
des  GrenzAvertes  in  neuer  Definition  an  die  Spitze  seines  Cours  d'Analyse 
gestellt.      Und  doch  beruht   auch  Cauchy 's  für  die  Theorie  der  Func- 


*)  Neuerdings  hat  das  Lehrbuch  der  Differentialrechnung  von  0.  Stolz 
(Leipz.  1893)  die  Lagrange 'sehe  Auffassung  für  die  Theorie  der  Functionen 
von  mehr  Variabein  mit  Vorteil  wieder  verwendet. 
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tiouen   grundlegendes  "Werk  auf  dem   Anschauungskreis,   den  Lagrange 
geschaffen,  und  verfolgt  die  Tendenz,  die  diesen  leitete. 
Das  Rest-  2.     Weiter  war  für  die  Zukunft  bedeutsam,  dass  Lag  ränge  darauf 

glied  der  ^ 

Tayior'schenWert  legt,    die  Gültigkeit  seiner  Entwicklungen  zu  sichern.     Er  verwirft 

Reihe;  Fälle. 

wo  die  Eilt-  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,   weil  sie  keine  Vorstellung 

Wicklung 

nicht  nach  giebt  vou  dem  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  mau  die  Reihe  an  irgend 

den  Regeln  ^ 

erfolgt,  einer  Stelle  abbricht  ((1)  §  46).  Sein  Verfahren  der  Reihenentwick- 
lung —  „lorsque  le  developpement  est  susceptible  de  cette  forme"  ((1), 
§34)  —  liefert  dagegen  ein  Restglied  (§47),  zunächst  in  Form  eines 
bestimmten  Integrals,  dessen  Wert  jedoch  in  feste  Grenzen  eingeschlossen 
wird  —  wie  man  es  früher  nicht  aufgestellt,  ja  nicht  einmal  vermisst 
hatte.  —  Wir  bemerken  anschliessend,  dass  die  prägnante  Form,  die 
später  Cauchy  dem  Restglied  gegeben  hat  (vgl.  Pringsheim,  Math. 
Ann.  Bd.  44,  S.  73),  zuerst  wohl  in  den  Exercices  de  Math.  I,  1826, 
p.  25  erscheint. 

Dass  es  Functionen  giebt,  die,  obwohl  unter  Lagrange's  „expres- 
sions  de  calcul"  eingeschlossen,  überhaupt  keine  Potenzentwdcklung  zu- 
lassen, wusste  man  damals  noch  nicht.  Wohl  aber  macht  Lagrange 
auf  die  Fälle  aufmerksam,  wo  die  Entwicklung  von  f  (x+i)  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  i  für  specielle  Ausgangswerte  x  unmöglich  wird. 
Dies  tritt,  wie  übrigens  schon  Mac  L aurin  bemerkt  hatte,  für  ein  solches 
X  ein,  für  das  alle  Ableitungen  von  fx  von  irgend  einer  bestimmten  an 
unendlich  werden  und,  nach  Lagrange,  nur  für  ein  solches  x.  Als- 
dann müssen  in  der  Entwicklung  von  f(x-f-i)  (§  42)  gebrochene  po- 
sitive Exponenten  vorkommen,  und  wenn  alle  Functionen  fx,  fx,  .  .  . 
unendlich  werden,  auch  negative  Exponenten.  Wie  man  in  diesen  Fällen 
zur  wahren  Form  der  Entwicklung  gelangt,  wird  nur  an  einem  Beispiel 
gezeigt,  in  dem  eine  gebrochene  Potenz  als  Factor  vor  eine  nach  ganzen 
Potenzen  aufsteigende  Entwicklung  vortritt.  Geometrisch  zu  reden,  hat 
die  Curve  y  ^  fx  an  jener  Stelle  „un  rebroussement"  (§  42),  wenn  der 
Nenner  des  Bruches  im  Exponenten  gerade  ist. 

Klarer  überschaut  Lagrange  den  Fall  des  vielfachen  Punktes  der 
Curve  F  (x,  y)  =  0,  der  eintritt,  wenn  die  erste  Ableitung  der  Function  y, 
die  nach  der  Auflösung  etwa  einen  Wurzelausdruck  enthält,  unbestimmt 
wird.  Diese  Ableitung  bestimmt  sich  alsdann  aus  einer  höheren  Gleichung, 
die  man  durch  Weiterdifferentiiren  der  Gleichung  F  =  0  erhält  (§  35), 
und  es  tritt  eine  Spaltung  der  Entwicklung  in  mehrere  ein.  —  Wir  weisen 
darauf  hin,  dass  alle  diese  Fälle,  sofern  es  sich  um  algebraische  Functionen 
handelt,  ohne  die  Hülfsmittel  der  Differentialrechnung  weit  erschöpfender 
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und  übersichtlicher  längst  von  Gramer  (I,  Nr.  24)  erledigt  waren.  Aller- 
dings will  Lagrange's  Darstellung  auch  für  andere  Functionen  gelten; 
beschränkt  man  sich  auf  algebraische,  so  muss  auch  hier  an  De  Gua's 
eindringliche  Warnung  vor  dem  Gebrauch  der  Diffcrentialmethoden  er- 
innert werden,  wo  man  mit  endlichen  Operationen,  namentlich  Transfor- 
mationen, ausreicht. 

3.  Die   Anwendungen   im   dritten   Teile    des   Werkes   zcitjcn,   dass  Ablösung 

°  _  °      ^  derAualysis 

die  anschauliche  Interpretation  der  analvtischen  Methoden  dem  Verfasser    "">"  Jer 

Geometrie. 

nicht  nur  geläufig  ist,  sondern  ihm  wohl  teilweise  die  Anregung  zu  ihnen 
aab.  Aber  Lagrange  Avollte  die  Difi'erentialrechnuno-,  deren  Eesründunu' 
in  den  viel  gelesenen  Lehrbüchern  seiner  Zeit  von  de  1' Hospital  und  Mac 
Laurin  auf  geometrische  Anschauung  sich  stutzt,  in  Euler's  Institutiones 
calculi  differentialis  mit  dem  schwer  fassbaren  Begriff  des  ünendlichkleinen 
vom  Wert  Null  verquickt  war,  auf  eigene,  sichere  Grundlage  stellen, 
und  indem  er  den  Versuch  wagte,  seinen  Beweisen  „den  Charakter  von 
Evidenz  und  Sü-euge  zu  geben,  der  die  Lösungen  der  Alten  auszeichnet" 
(§  108),  bezeichnet  er  bereits  die  Aufgaben  und  Ziele  der  heutigen 
Functionentheorie.  Es  war  nur  eine  Folge  dieses  Vorgehens,  dass  auch 
aus  der  analytischen  Geometrie  sich  ein  abstracter  Zweig  absonderte,  der, 
an  die  Gleichungen  mit  veränderlichem  Parameter  anknüpfend,  sich  bald 
zu  einer  Theorie  der  algebraischen  Functionen  auswuchs. 

4.  Auf  eine  solche  Gleichung  bezieht  sich  die  Abhandlung  (2),  in    Die  La- 

^  o    V    yj  grange'sche 

der  zum    erstenmal   die   später  nach  Lagrange  genannte  Reihe  auftritt.     Reihe. 
Wir  berichten  über  sie,  weil  Canchy's  Untersuchungen  über  Reihencon- 
vergenz  an  sie  zunächst  angeschlossen  haben. 

Lambert  hatte  in  einer  Schrift:  Observatioues  variae  in  mathesin 
puram  (Acta  Helvetica,  Vol.  HI,  1758)  eine  der  Wurzeln  der  trinomischen 
Gleichung  x™-(-pxH-q=0  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  q/p  ent- 
wickelt (1.  c.  §  38),  und  indem  er  den  Grenzwert  bestimmte,  dem  der 
Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  zustrebt  (1.  c.  §  47),  ge- 
funden, dass  dieseReihe  nur  dann convergirt,  wenn  (m — l)™~^p™>m'"q'"~i 
ist  *). 

Diese  Methode  der  Auflösung  greift  Lagrange  auf  und  giebt  ihr 
in  (2)  eine  ebenso  neue  wie  elegante  Wendung,  indem  er  den  Satz  aus- 
spricht (mr  wählen  eine  etwas  speciellere  Form): 

Ist  cpx  eine   beliebige  Function   von  x  (L.  beschäftigt   sich  ausführ- 


*)  üeber  die  Entwickhmg  des  Convergenzbegriffs  s.  Reiff,  Geschichte  der 
unendlichen  Reihen,  S.  50ff.,  S.  118  ff. 
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lieber  nur  mit  dem  Fall,  dass  o  ein  Polynom  aus  beliebigen  Potenzen 
in  X  ist),  so  genügt  der  Gleichung: 

u  —  x-f-cpx  =  0 
die  folgende  („Lagrange'scbe")  unendliche  Reihe  für  x: 

x  =  u+9u+|^[c?ur+-2^^[?u]^+... 

Es  ist  übrigens  nur  eine  der  Wurzeln  x,  die  in  dieser  Form  sich  dar- 
stellen lässt,  nämlich,  wie  später  Cauchy  und  Chic  (s.  No.  5)  gezeigt 
haben,  die,  welche,  wenn  die  Coefficienten  in  cpx  der  Null  sich  nähern, 
dem  Wert  u  nahe  kommt. 

Der  Beweis,  den  Lagrange  führt,  setzt  die  Function  cpx  in  Form 

einer  unendlichen  Reihe  nach  ganzen   positiven  Potenzen   in  x   gegeben 

voraus  (also  bereits  1770)  und  beschränkt  sich  auf  die  Vergleichung  der 

Coefficienten  einiger  Glieder. 

Anschiies-  5.    Die  Convergeuzuntersuchung  (§  IV),  welche  die  Lücke  ausfüllen 

sende  Con-  ^ 

vergenz-   goll,  setzt,  vde  Später  Ohio  (Savans  etr.  XII,  1854,  vergl.  das  Ref.  von 

Untersu- 
chung.    Cauchy  in  C.  R.  XXXIV,  S.  .304)  bemerkt,  implicite  in  dem  Polynom  cpx 

sowohl  die  Exponenten  wie  die  Coefficienten  mit  demselben  Vorzeichen 
voraus,  ist  also  im  allgemeinen  nicht  verwendbar.  Sie  erfolgt  nach  einem 
auch  von  Laplace,  Gauss  und  Cauchy  vielfach  angewendeten  Verfahren, 
indem  nämlich  die  Glieder  mit  hohem  Stellenzeiger  n  derart  umgeformt 
werden,  dass  die  Reihe  in  eine  geometrische  (oder  vielmehr  in  ^u°/n'', 
§  IV)  übergeht,  deren  Convergenz  und  Divergenz  die  der  vorliegenden 
Reihe  bedingt. 

Die  Reihe  erregte  wegen  ihrer  Eleganz  und  vielseitigen  Verwend- 
barkeit das  grösste  Interesse.  Auf  das  Kepler'sche  Problem,  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  x  =  t — csinx  nach  x,  hat  sie  Lagrange  selbst 
angewendet  (Mem.  Beri.  Ac.  XXV,  1771,  Oeuvres  IE,  S.  113—138), 
jedoch  ohne  specielle  Convergenzbestimmung.  Laplace  hat  im  Anschluss 
hieran  in  der  Mecanique  Celeste  (T.  I,  livre  II,  No.  22,  1799)  die  Ent- 
wicklung des  Radiusvector  R  einer  Planetenbahn  nach  der  Zeit  in  eine  nach 
aufsteigenden  Potenzen  der  Excentricität  c  fortschreitende  Reihe  durch  Eli- 
mination von  X  aus  den  Gleichungen  R^l+ccosx,  t  =  x-|-csinx 
vorgenommen.  Aber  erst  im  Jahre  1827  (Mem.  Instit.  Par.  VI,  p.  61) 
konnte  er  die  Grenzen  für  die  Excentricität  bestimmen,  innerhalb  deren  die 
Reihe  convergirt.     Auch  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 

(1— 2acos0  +  ot')-^ 
nach    Kugelfunctionen,    die    Laplace    (Mec.    cel.    T.  I,    livre  II,    §  49) 
nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ausführt,  hätte  er,  wie 
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später  Caiichy  zeigt  (Mem.  Instit.  VIII,  S.  118),  durch  Anwendung  der 
Lagrange'schen  Reihe  auf  die  Gleichung  x  =  cos04-l/2.a(x*'' — 1)  er- 
halten können.  Indessen  mit  der  Zunahme  der  praktischen  Bedeutung 
der  Reihe  hatten  die  theoretischen  Ergebnisse  namentlich  hinsichtlich  ihrer 
Convergenz  keineswegs  gleichen  Schritt  gehalten.  So  richtete  sich,  wie 
wir  später  sehen  werden,  das  Interesse  von  Cauchy  auf  die  fundamentale 
Aufgabe,  die  Convergeuzuntersuchung  statt  an  dem  allgemeinen  Term  der 
Reihenentwicklung,  wie  dies  noch  Laplace  in  jenem  Beispiel  gethan,  an 
der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  selbst  vorzunehmen,  die  ja  doch  alle 
in  die  Reihe  eingehenden  Eigenschaften  und  zwar  in  übersichtlicherer 
Form  bereits  enthält. 


B.    Carl  Friedrich  Gauss  [1709—1815]. 

(1)  Demonstratio  nova  theorematis,  omnem  fimctionem  algebraicam  rationa- 
lem integram  unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus 
resolvi  posse,  Dissertat.  Helmstedt  1799;  C.  F.  Gauss  Werke  Band  III, 
1876,  S.  1—30. 

(2)  Demonstratio  nova  altera  theorematis  etc.  Comm.  Gottiug.  1815,  Vol.  III, 
Werke  III,  S.  31—56. 

(3)  Theorematis  de  resolubilitate  functionum  algebraicanim  integrarum  in 
factores  reales  demonstratio  tertia,  ibd.  1816,  Werke  III,  S.  57 — 64. 

(4)  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Bessel,  Leipzig  1880,  Brief  von 
Gauss  vom  12.  Jan.  1812,  Werke  III,  S.  15G. 

6.     Dass   Gauss,    dessen   Wissen    und  Können   sich   auf   alle  Ge-oie  Beweise 

des  Fiinda- 

biete  der  mathematischen  Forschung  erstreckte,    einen  Einfluss  auch  aufmentaisatzes 

der  Algebra. 

die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  geübt  habe, 
die  ihrerseits  sich  mit  so  vielen  Zweigen  berührt,  wird  man  ohne  wei- 
teres annehmen  dürfen.  Und  doch  lässt  sich  ein  einzelner  für  unsere 
Theorie  epochemachender  Satz  nicht  nachweisen,  den  die  Litteratur  auf 
Gauss  zurückführt.  Seine  auf  die  Theorie  der  Gleichungen  bezüglichen 
Untersuchungen  haben  mehr  die  Methoden  als  die  Ergebnisse  der  Func- 
tionentheorie  gefördert;  die  Beweise  (1),  (2)  des  Fundamentalsatzes  der 
Algebra  vor  allem  insofern,  als  es  sich  darum  handelte,  ein  Theorem 
einwurfsfrei  zu  begründen,  dessen  Richtigkeit  zwar  niemand  in  Zweifel 
zog,  an  dessen  ausstehendem  Beweis  aber  bis  dahin  sich  die  besten  Köpfe 
mit  zweifelhaftem  Erfolg  versucht ,  hatten.  Die  Kritik  dieser  früheren 
Versuche,    die   den  ersten  Beweis  (1)  einleitet,    legt  einen  Massstab  an, 
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dem  selbst  die  Strenge  eines  Lagrange  nicht  völlig  Stand  hält.  Wesent- 
lich von  Lagrange  und  Gauss'  Erstlingsarbeit  datirt  dann  auch  die- 
jenige Richtung,  die  sich  —  nach  dem  Muster  der  Alten  —  die  Vertie- 
fung der  Begriffe,  die  strenge  Begründung  und  genaue  Umgrenzung  der 
Sätze  zur  Aufgabe  stellt,  und  die  zunächst  in  Cauchy  ihren  hervorra- 
gendsten Vertreter  gefunden  hat. 

Daneben  enthält  die  Abhandlung  (1),  deren  Inhalt  übrigens  Gauss 
später  einer  vereinfachenden  Umarbeitung  unterzogen  hat  (Gott.  Abhndlg. 
1S50,  Werke  III,  S.  75),  jene  bekannte  Stelle  (Note  zu  §  3),  wo  der 
Verfasser  die  imaginären  Grössen  als  quantitates  possibiles  für  die  Al- 
gebra reclamirt,  und  jene,  wo  die  imaginäre  („Gauss" 'sehe)  Ebene  für 
die  Interpretation  der  complexen  Zahlen  (§  16)  verwendet  wird.  Es  mag 
bei  diesem  Anlass  hervorgehoben  werden,  dass  bei  Gauss  und  Lagrange, 
wie  noch  lange  nach  ihnen  bei  Cauchy,  Jacobi,  Abel  u.  s.  w.  die 
unbestimmten  Coefficienten  —  wo  nichts  Näheres  gesagt  wird  —  reelle 
Grössen  (negative  und  irrationale  einbegriffen)  bedeuten,  und  nur  die  Un- 
bekannten und  die  Variabein  werden,  wiewohl  als  complex  gedacht,  doch 
mit  einem  Buchstaben  bezeichnet,  bewusst  übrigens  erst  bei  Cauchy 
in  seinen  späteren  Arbeiten. 
Sätze  über  7.     Der  zweite  Beweis  (2),  welcher  auch  dem  letzten  Einwand  sich 

EUminatioD. 

entzieht,  den  man  gegen  (1)  erheben  konnte:  die  Benutzung  geometri- 
scher Hülfsmittel,  enthält  wichtige  Beiträge  zur  Elimination,  So  ein 
(übrigens  bereits  von  Waring  in  den  medit.  algebr.  o.  ed.  p.  13  ange- 
gebenes) Verfahren  zur  Darstellung  einer  symmetrischen  Function  der 
Wurzeln  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung;  ferner  den  Satz,  dass 
das  Product  der  Wurzeldifferenzen  (von  Gauss  „Determinante",  heute 
nach  Sylvester  „Discriminante"  der  Gleichung  genannt)  durch  eine  lineare 
Combination  der  linken  Seite  der  Gleichung  und  deren  erster  Ableitung 
darstellbar  ist,  und  dass  danach  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  diese  beiden  einen  gemeinsamen  Factor  haben,  das 
Verschwinden  der  Discriminante  ist.  Hierdurch  erhält  die  schon  vor  Er- 
findung der  Differentialrechnung  von  Hudde  (Geom.  a  Descartes,  ed, 
Schooten,  ed.  2=*  1659,  I  p.  507)  gelöste  Frage  nach  der  Gleichung, 
die  zu  einer  gegebenen  mit  gleichen  Wurzelu  derart  gehört,  dass  sie 
diese  Wurzel  einfach  enthält,  ihre  abschliessende  Beantwortung,  eine 
Frage,  die  auch  in  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  algebraischen 
Curven  auftritt  und  deshalb  mit  den  Hülfsmitteln  der  Differentialrechnung 
von  de  I'Hospital  und  von  Newton  (Geom.  analyt.  Cap.  V)  von  neuem 
behandelt  worden  war. 
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8.     Der  dritte  Gauss 'sehe  Beweis  steht  zu  der  Theorie  der  Functionen  UmkehrunK 

der  Integra- 

in  noch  näherer  Beziehung.     Ausführungen   und  Andeutungen,    die  man  tionsord- 

nung  bei 

dort  findet,  wären,  zusammen  mit  dem  Inhalte  des  Briefes  (4),  von  demDoppeiiote- 

^    '  _  gralen. 

wir  gleich  sprechen  werden,  wohl  geeignet,  die  Priorität  Cauchy's  hin- 
sichtlich der  bekannten  Sätze  über  die  Integration  durch  imaginäres  Ge- 
biet in  Zweifel  zu  ziehen,  wenn  man  auf  Nichtveröffentlichtes  Prioritäts- 
Ansprüche  gründen  wollte.  Hinsichtlich  jenes  dritten  Beweises,  welcher 
lange  vor  der  einschlägigen  Arbeit  Cauchy's  (1825,  s.  unten  G.)  erschienen 
ist,  hat  dies  auch  schon  der  Biograph  Cauchy's  (Valson,  la  vic  etc.  de 
Cauchy  18ß8,  T.  II,  pp.  26,  82)  empfunden,  aber,  da  ihm  der  Inhalt 
jenes  Briefes  unbekannt  war,  mit  den  Worten  bestritten:  „C'est  lä  un 
des  points  oü  Ton  peut  dire  que  ces  deux  grands  geometres  sc 
sont  touches  de  plus  pres.  Mais  la  notion  fondamentale  des  integrales 
prises  entres  des  limites  imaginaires  a  entierement  fait  defaut  [?]  ä 
Gauss." 

Aus  dem  Folgenden  scheint  hervorzugehen,  dass  Gauss  seine  Kenntnis 
von  den  imaginären  Integralen  auf  die  Umkehrung  der  Integrationsordnung 
bei  Doppelintegralen  bloss  anwandte,  während  Cauchy  sich  jedenfalls  mit 
den  beiden  Untersuchungsobjecten  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  beschäf- 
tigt hat. 

In  (.3)  betrachtet  Gauss  ein  gewisses  Doppelintegral  Q,  das  sich 
über  eine  Kreisfläche  erstreckt,  deren  Radius  so  gross  gewählt  ist,  dass 
alle  in  der  imaginären  (Gauss'schen)  Ebene  etwa  vorhandenen  Nullpunkte 
einer  ganzen  algebraischen  Function  von  z  =  x+iy  ==  r(coscp4-isin(p) 
mit   reellen   Coefficienten:  Z  =  t-|-iu  =  P(cos<I)H-isinCl))  innerhalb  der 

Kreisfläche  liegen.     Der  Integrand  ^-^^— =:p  des  Doppelintegrals: 

öröcp 

ist  eine  gebrochene  rationale  Function  von  r,  coscp,  sincp,  deren  Nenner 

P^  =  (t^4-u"''7 
ist.    Würde  nun  Z,  d.  h.  P,  in  jenem  Kreise  nicht  irgendwo  gleich  Null, 
so    könnte    eine    Aenderung    der    Integrationsfolge    bei   Ausführung    des 
Doppelintegrals   das   Resultat    nicht    ändern.      Gauss    zeigt    aber,    dass 

^r—  innerhalb  des  Kreises  eine  wesentlich  positive,  von  Null  verschiedene 

Grösse  ist.     Dies  müsste  also  auch  mit  ß  der  Fall  sein,    während  doch 

andererseits  in   den   Grenzen   cp  =  0,  2ir   die   Grösse  -^ —  =  0  ist,  also 
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auch  Q  gleich  Null  sich  ergiebt.  Dieser  Widerspruch  liefert  die  That- 
sache,  dass  Z  =  0  in  jenem  Flächenraum  Wurzeln  besitzt. 

In    einer    Anmerkung    berechnet    Gauss    den    Wert    des    Integrals 

/-TT —  dcp  zwischen  es  =  0  und  2::,   welcher  bei   der  Vieldeutigkeit  der 

Function  O  von  cp  nicht  unmittelbar  ersichtlich  ist,  aus  Gründen,  die  er 
nicht  angeben  Avill  („aliunde"),  zu  2mir,  wo  m  der  Grad  von  Z  in  z 
ist.     Um  jenen  Widerspruch  näher  zu  erklären,  äussert  sich  Gauss  noch 

-^  zwischen 

reellen  Grenzen,  innerhalb  deren  der  Punkt  g  =  0  liegt,  und  weist  dar- 
auf hin,  dass  ihr  Wert  sich  nicht  „durch  den  blinden  Mechanismus  des 
Calculs"  bestimmen  lasse,  auf  diesem  Wege  vielmehr  zu  Widersprüchen 
führe. 

Insbesondere  hat  jenes  Doppelintegral  il  nur  in  demjenigen  Stück 
eines  Kreisrings  einen  endlichen  Wert,  wo  der  Integrand  p  nicht  unend- 
lich [unbestimmt]  wird.  „Wird  aber  dieser  Ausdruck  innerhalb  desselben 
unendlich  [unbestimmt],  so  ist  eigentlich  die  Frage  nach  dem  Werte  des 

Integrals  ungereimt",  weil  nämlich  <])  =  arctg  —  eine  \deldeutige  Func- 
tion  ist. 

Durch  die  Klammern  [  ]  deuten  wir  eine  Ungenauigkeit  des  Aus- 
drucks bei  Gauss  an,  die  Cauchy  (s.  unten)  vermieden  hat.  In  der 
That  wird  jene  Function  p  von  zwei  Variabein  in  u  =  0,  t  =  0  nicht 
unendlich,  sondern,  weil  u  und  t  auch  im  Zähler  von  p  homogen  auf- 
treten, wirklich  unbestimmt. 

Wiewohl  Cauchy  von  einem  Zusammenhang  zwischen  seinen  Un- 
tersuchungen und  denen  von  Gauss,  soviel  wir  wissen,  an  keiner  Stelle 
spricht,  so  besteht  doch  ein  solcher  weiterhin  noch  zwischen  der  oben 
erwähnten  Anmerkung  von  Gauss  in  (3)  und  zwischen  dem  später  zu 
besprechenden  (Nr.  29)  Cauchy' sehen  Beweis  für  die  Zahl  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung.     Denn  jene  Zahl  2m t  für  den  Wert  des 

Integrals    I  ^ —  dcp,  erstreckt  über  den  Kreisumfang,  verwandelt  sich  so- 

/dZ 
— =— ,    genommen   über  ein  Rechteck 

von  genügender  Ausdehnung,   indem  wegen 

dZ  dP 

-^  =  -p-H-idO 
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die  Vieldeutigkeit  von  O  sich  auf  log  Z  iiherträgt,  da  log  P  für  immer 
positives  P  bestimmt  und  eindeutig  bleibt  (vgl.  auch  Cauchy,  Exerc. 
de  Math.  I,   182G,  S.  205 ff.). 

9.     Auf  die  Frage,  weshalb  die  Umkebrung  der  Integrationsordnung  ii'^egration 

°    '  o  o  ij    zwischen 

unter  Umständen  nicht  erlaubt  ist,  sind  unzweifelhaft  Gauss  und  Cauchy '"'aginüren 

Grenzen. 

unabhängig  von  einander  gekommen.  Die  damit  zusammenhängende 
Frage  aber  nach  dem  Wert  eines  zwischen  complexen  Grenzen  genom- 
menen einfachen  Integrals  ist  ebenso  sicher  zuerst  von  Gauss  erörtert 
worden,  wenn  auch  nur  in  einer  privaten  Mitteilung  an  Bosse I  (4)  im 
Jahre   1812,  über  die  wir  jetzt  berichten  wollen. 

Anknüpfend  an  eine  Abhandlung  von  B  es  sei  über  den  Tntegral- 
logarithmus  weist  Gauss  auf  die  Notwendigkeit  hin,  auch  imaginäre 
Grenzen  in  Betracht  zu  ziehen,  bespricht  kurz  die  Repräsentation  der 
imaginären  Grösse  a  +  bi  durch  die  Punkte  einer  Ebene  und  fährt  dann 
fort:  „Was  soll  man  sich  bei  /"(px.dx  für  x  =  a-hbi  denken?  Offen- 
bar, wenn  man  von  klaren  Begriffen  ausgehen  will,  muss  man  annehmen, 
dass  X  durch  unendlich  kleine  Incremente  von  demjenigen  Werte,  für 
welchen  das  Integral  Null  sein  soll,  bis  zu  x  =  a-f-bi  übergeht  und 
dann  alle  cpx.dx  sumrairt.  —  —  Der  stetige  Uebergang  von  einem  Werte 
von  X  zu  einem  anderen  a+bi  geschiebt  [in  jener  Ebene]  durch  eine 
Linie  und  ist  mithin  auf  unendlich  viele  Arten  möglich.  Ich  behaupte 
nun,  dass  das  Integral  /"cpx.dx  nach  zwei  verschiedenen  Uebergängen 
immer  einerlei  Werte  erhalte,  wenn  innerhalb  des  zwischen  beiden  die 
Uebergänge  repräsentirenden  Linien  eingeschlossenen  Flächenraumes  nir- 
gends (px  :^  oo  wird.  Dies  ist  ein  sehr  schöner  Lehrsatz,  dessen  eben 
nicht  schweren  Beweis  ich  bei  einer  schicklichen  Gelegenheit  geben  werde. 
Er  hängt  mit  schönen  anderen  Wahrheiten,  die  Entwicklungen  in  Reihen 
betreffend,  zusammen"  u.  s.  w.  In  einer  Anmerkung  weist  er  darauf  hin, 
dass  innerhalb  jenes  Flächenraums  cpx  als  eindeutig  („einförmig")  vor- 
ausgesetzt wird.  —  Es  folgt  dann  noch  eine  Anwendung  auf  das  Integral 
r  dx 

I ,  wobei  Gauss  die  Perioden  dieses  Integrals  aus  den  verschiede- 
nen Umläufen  um  den  Punkt  x  ==  0  erklärt.  Hiervon  weiter  unten 
(Cauchy).     Er  fordert  Bessel  auf,  diese  Gesichtspunkte  auf  die  Unter- 

dx  zu   übertragen. 

Man  sieht,  dass  damals  schon  Gauss  einen  Gedankenkreis  beherrschte, 
der  erst  nach  Decennien  die  Zierde  der  bedeutendsten  Arbeiten  von 
Cauchy  bilden  sollte. 
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Wir  werden,  was  Gauss  anbetrifft,  später  noch  über  gewisse  in  der 
Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  enthaltene  Gedanken  zu 
reden  haben,  die  dann  von  Cauchy  weiter  ausgeführt  wurden,  und  von 
dem  Anteil,  den  diese  und  die  Abhandlung  über  das  Potential  an  dem 
Ideenkreis  hatte,  aus  welchem  Riemann's  Arbeiten  hervorgewachsen  sind. 


C.    Augustin  Louis  Cauchy  [1814—1851]. 
Der  Begriff  10.     Der  Begi'lff  Function   hatte   um   die   Wende    des  Jahrhunderts 

Function 

in  der    vornehmlich  durch  die  mathematische  Physik  eine  Erweiterung  weit  über 

mathemati-  -    ' 

sehen      den  Bereich    hinaus    erfahren,   der  bisher   der  Analysis   zuganghch  war. 

Physik.  \ ,  ,       1   ..   1 

Während  Gauss  in  seinen  älteren  Abhandlungen  geschlossene  Ausdrucke 
meint,  wenn  er  von  Functionen  spricht,  oder,  wenn  er  die  hypergeome- 
trische Reihe  F(7.,  p,Y,x)  eine  Function  der  Elemente  a.  ß,  7,  x  nennt,  die 
Wendung  „tamquam  functio  ...  spectari  potest"  gebraucht,  sind  Lagrange's 
„fonctions  analytiques"  bereits  [gewöhnliche]  Potenzreihen  ohne  vorge- 
gebenen Couvergenzbereich;  in  der  Mecanique  analytique  (2.  Aufl.  1811 
bis  1815)  gebraucht  Lagrange  die  Bezeichnung  Function  für  jede  Art 
von  Abhängigkeit,  sogar  für  eine  solche,  bei  der  ein  vollständiges  Diffe- 
rential nicht  existirt,  die  nicht  eine  „fonction  algebrique"  [analytique], 
liefert.  [I.Band  Dynamique,  IV,  §14;  vergl.  übrigens  eine  andere  Deu- 
tung dieser  Stelle  in  der  Anmerkung  von  Bertrand  zur  3.  Aufi.  1853]. 
Nachdem  nun  Fourier  in  einer  Abhandlung  über  die  Wärme*)  die  über- 
raschende Thatsache  bekannt  gemacht  hatte,  dass  jede  willkürlich  (gra- 
phisch) gegebene  Function  emer  reellen  Veränderlichen  in  Form  einer 
convergenten  trigonometrischen  Reihe  sich  darstellen  lasse,  wuchs  mit 
einem  Mal  das  Gebiet  derjenigen  Functionen,  die  der  Analysis  zugänglich 
waren,  ins  Unabsehbare,  und  so  wurde  eine  feste  Basis  wünschenswert, 
von  der  aus  man  an  der  Hand  eines  zweckmässigen  Einteilungsgrundes 
das  Gebiet  übersehen  und  verschiedene  Darstellungsarten  derselben  Func- 
tion mit  einander  vergleichen  konnte.  Diese  Basis  lieferte  Cauchy 's  Theorie 
der  Potenzreihen. 

Bevor  wir  in  die  Besprechung  der  für  unsere  Theorie  grundlegenden 
Abhandlungen  Gau chy's  über  bestimmte  Integrale  und  über  Potenzreihen 
eintreten,  müssen  wir  eines  Werkes  von  demselben  Verfasser  gedenken, 
das   am  meisten  bezeichnend  ist  für  die  Richtung,    in  der  seine  Haupt- 


*)  Siehe  den  geschichtlichen  Abriss  über  trigonometrische  Reihen  in  Rie- 
mann's „Darstellung  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe",  Abb. 
GGtt.  Ges.  Bd.  13:  W^erke  S.  213. 
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leistungen  liegen,  und  für  den  Umschwung,  der  durch  seine  Arbeiten  in 
der  Analysis  und  Functionentheorie  eingeleitet  worden  ist,  nämlich  den: 

(1)     Cours  d'Analyse,  Paris  1821. 

1 1 .     Beschäftigt  mit  den  grossen  Aufgaben,  welche  durch  den  neu-  N«ue  For- 

inulirunK 

entdeckten   Calcul    den   Mathematikern  des    18.  Jahrhunderts    erwachsender  Begriffe 

stetig,Grenz- 

waren,  hatten  diese  nicht  Müsse  gefunden,  die  gewonnenen  Ergebnisse  wert,  Func- 
sicher  zu  stellen  und  sie  auf  den  Umfang  ihrer  Verwendbarkeit  und  et- 
waige Ausnahmen  zu  prüfen.  Zahlreiche  Compendien  und  Lehrbücher 
hatten  versucht,  den  reichen  Stoff  auf  jedem  der  verschiedenen  Gebiete 
in  ein  Lehrgebäude  zusammenzufassen.  Aber  wer  die  Methoden  der  Altena 
die  man  damals  noch  mehr  als  jetzt  zur  Grundlage  des  mathematischen 
Studiums  machte,  als  strengen  Massstab  anlegte,  konnte  von  keinem 
derselben  befriedigt  sein.  Namentlich  die  damals  vielgelesenen  Werke 
über  Infinitesimalrechnung  von  de  FHospital,  Mac  Laurin,  Euler, 
Lagrange,  Lacroix  verfallen  mehr  oder  Aveniger  in  den  Fehler,  die  al- 
gebraische Allgemeingültigkeit  ihrer  Formeln  stillschweigend  vorauszusetzen, 
und  ziehen  daraus  oft  voreilige  Schlüsse.  Es  galt  (Cauchy,  Einleitung 
zu  dem  Cours  d'analyse)  „den  Lehrsätzen  grössere  Strenge  zu  geben  und 
allzu  ausgedehnte  Behauptungen  zu  beschränken". 

Dieses  Ziel,  das  übrigens,  wie  A\ir  gesehen  haben,  auch  schon  Gauss 
und  Lagrange  in  ihren  Untersuchungen  stets  vor  Augen  hatten,  verfolgt 
nun  unser  Autor  in  Bezug  auf  die  Theorie  der  Functionen,  namentlich 
der  rationalen,  der  elementaren  transcendenten  und  der  Potenzreihen  über- 
haupt. Ueber  den  Erfolg  dieses  Bestrebens  urteilt  Abel  in  der  Abhand- 
lung über  die  Binominalreihe,  die  selbst  ein  unerreichtes  Muster  exakter 
Schlussweise  ist,  mit  den  Worten:  „Dieses  ausgezeichnete  Werk  sollte 
von  Jedem  gelesen  werden,  der  in  den  mathematischen  Untersuchungen 
die  Strenge  liebt."  Dabei  verlässt  Cauchy  gänzlich  den  Weg  seiner 
Vorgänger,  die,  wie  Euler,  an  Functionen  in  expliciter  Darstellung  oder, 
wie  Lagrange,  an  die  Potenzreihe  anknüpfen  und  deshalb  auf  gewisse 
Begriffe,  die  Cauchy  in  den  Vordergrund  stellt,  überhaupt  nicht  oder 
nur  nebenher  zu  sprechen  kommen. 

Es  ist  der  Leibuiz'sche  Begriff  der  unendlich  kleinen  Grösse,  den 
in  präclser  und  von  jedem  metaphysischen  Beiwerk  freien  Fassung  Cau- 
chy an  die  Spitze  stellt.  Er  schliesst  den  Begriff  der  Stetigkeit  reeller 
Functionen  ein,  der  von  ihm  ganz  so,  wie  vor  ihm  schon  von  Bolzano 
(die  drei  Probleme  der  Rectification  etc.  Leipzig  1817  §2;  u.  a.  a.  0.*)) 

*)  Vergl.  0.  Stolz,  R.  Bolzano 's  Bedeutung  iu  der  Geschichte  der 
Infinitesimalrechnung,  Math.  Ann.  XVIII,  S.  255 — 279. 

Jahresber.  d.  Deutschen   Matheiu. -Vereinigung.     III.  11 
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formulirt  wird.  Noch  Euler  und  Lagrange  hatten  gelegentlich  eine 
Function  dort  „stetig"  genannt,  wo  sie  allenthalben  demselben  (analytisch 
fonnulirten)  Abhängigkeitsgesetz  genügt,  unstetig  dort,  wo  die  Gleichung 
sich  ändert,  aus  der  sich  die  abhängige  Grösse  bestimmt.  Seitdem  man 
aber  wusste,  dass  jeder,  auch  gebrochene,  Linienzug  über  der  Axe  der 
unabhängigen  Variabein  mit  Hülfe  einer  trigonometrischen  Reihe  dar- 
gestellt werden  kann,  konnte  von  formal  verschiedenen  Abhängigkeitsge- 
setzen bei  derselben  Function  in  dem  Euler'schen  Sinne  nicht  mehr  ge- 
sprochen werden.  Cauchy  ersetzte  daher  jene  Definition  durch  die  fol- 
gende : 

„Die  Function  f  (x)  von  x  ist  stetig  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen, 
wenn  für  jeden  zwischen  diesen  Grenzen  gelegenen  Wert  von  x  der  nu- 
merische Wert  der  Differenz  f(x-ha)— f(x),  mit  a  zugleich  so  abnimmt, 
dass  er  kleiner  wird,  als  jede  endliche  Zahl."     (Chap.  II,  §  2)*). 

Der  hieran  anschliessende  Begriff  des  Grenzwerthes  gewährt  die 
Mittel,  um  Functionen  an  ausgezeichneten  Stellen  zu  untersuchen:  „eine 
der  heikelsten  und  wichtigsten  Fragen  der  Analysis". 

Schon  in  diesem  Werke  zeigen  sich  Spuren  des  Bestrebens,  den  Begriff 
Function  loszulösen  von  der  wirklichen  Darstellung.  Cauchy  adoptirt  in 
dieser  Hinsicht  offenbar  die  Anschauung,  die  schon  1797  Lacroix  (Traite 
de  calcul  diff.  et  de  calcul  integr.  T.  I,  Introduction)  ausgesprochen  hatte: 
„Tonte  quantite  dont  la  valeur  depend  d'une  ou  de  plusieurs  autres 
quantites  est  dite  fonction  de  ces  dernieres,  soit  qu'on  sache  ou  qu'on 
ignore  par  quelles  Operations  11  faut  passer  pour  remonter  de  celles-ci 
ä  la  premiere",  wozu  Lacroix  als  Beispiel  die  Wurzel  einer  Gleichung 
fünften  Grades  als  Function  der  Coefficienteu  heranzieht.  Eine  „implicite 
Function"  ist  gegeben  durch  irgend  eine  „Beziehung",  eine  Gleichung 
(Chap.  I,  1),  auch  eine  Functionalgleichung  (Chap.  V),  eine  Reihe  (Chap.  VI) 
oder  durch  eine  Anzahl  ihrer  Werthe  als  ganze  Function  (Chap.  IV).  Auch 
später  schliesst  Cauchy  an  diese  Auffassung  der  Begriffe:  Function  einer 
reellen  Variabein  und  „stetig"  immer  wieder  an.  So  wenn  er  C.  R.  XVIII, 
p.  116  (1844)  sagt:  „Die  analytischen  Gesetze,  denen  Functionen  unter- 
worfen werden  können,  lassen  sich  im  Allgemeinen  durch  algebraische 
oder  transcendente  Formeln  ausdrücken.  Dabei  kann  es  vorkommen,  dass 
verschiedene  Formeln  für  gewisse  Werthe  der  Variabein  [Intervalle]  die- 


*)  Später  hat  Cauchy  eine  Zeitlaug,  um  die  frühere  Formulirung  seiner 
Convergenzsätze  aufrecht  erhalten  zu  können,  in  den  Begriff  der  Stetigkeit 
den  der  Eindeutigkeit  einbezogen  (s.  unten  Nr.  24). 
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selbe  Function  darstellen,  für  andere  aber  verschiedene  Functionen."     So 
stimmt  das  Integral 

xMt 


2  r 

TzJ        t' 


'■-hx' 


für  positive  Wertlie  von  x  mit  +x,  für  negative  mit  — x  überein.  In 
dem  oben  era'äbnteu  Sinne  von  Euler  und  Lagrange  wäre  es  eine  dis- 
continuirliche  Function,  im  Sinne  des  Cours  d'analyse  aber  ist  es  eine 
stetige  Function. 

Wir  wollen  jedoch  unterlassen,  auf  den  Inhalt  eines  Werkes  näher 
einzugehen,  das  heutzutage  die  Grundlage  einer  jeden  Vorlesung  über 
Functionentheorie  bildet,  und  heben  nur  noch  folgende  Einzelheiten  her- 
vor, die  zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen  Beziehung  haben. 

12.     Die  imaduären  Grössen  und  die  Functionen  derselben,  welche  Functionen 

""  von  imagi- 

den  Inhalt  der  Kapitel  VII — X  ausmachen,  werden  hier  zum  ersten  Mainären  varia- 

^  '  beln. 

principiell  und  mit  genauer  Umgrenzung  ihrer  Gültigkeit  in  die  Analysis 
eingeführt.  Den  Wert  der  imaginären  Grössen  für  reelle  Beziehungen 
(insbesondere  für  die  n-Theüung  eines  Winkels)  hatte  schon  1712  Joh. 
BernouUi  (Opera  I,  §§  70,  89)  erkannt.  Das  Moivre'sche  Theorem 
(1730)  war  dann  von  Euler,  der  zugleich  die  Kreisfunctionen  als  ima- 
ginäre Exponentialfunctionen  auffasste,  der  Darstellung  aller  complexen 
Grössen  dienstbar  gemacht  worden,  indem  er  die  Letzteren  durch  Modul 
und  Argument  darstellte.  Aber  wie  zaghaft  man  vor  Cauchy  gegenüber 
der  Anwendung  dieser  Grössen  in  der  höheren  Analysis  war,  zeigen  die 
Bedenken  gegen  bestimmte  lutegi-ale  mit  imaginären  Grenzen,  die  bei 
Laplace  und  noch  in  Cauchy 's  erster  Arbeit  über  diesen  Gegenstand 
zum  Ausdruck  kommen  (vgl.  unten  Nr.  15).  Diese  Eul  er 'sehen  Ergeb- 
nisse stellt  nun  Cauchy  voran.  Indessen  benutzt  er  nicht  die  geometrische 
Einkleidung,  wie  sie  Gauss  begründet  und  Argand  (1806)  der  Rechnung 
mit  complexen  Grössen  so  wirksam  zu  Grunde  gelegt  hatte.  Vielmehr 
bringt  Cauchy  in  analytischer  Form  den  Nachweis,  dass  die  gewöhnlichen 
Reihenoperationen  auf  imaginäre  Grössen  ^^^rklich  anwendbar  sind,  sowie 
dass  der  Begriff  der  Stetigkeit  auf  Functionen  mit  complexem  Argument 
ausdehnbar  ist.  In  Kap.  IX  wird  die  Convergenz  der  Reihen  mit  com- 
plexen Gliedern  auf  diejenige  der  Reihe  der  Moduln  zurückgeführt,  eine 
Bemerkung,  die  übrigens  schon  Gauss  in  seiner  Abhandlung  über  die 
hypergeometrische  Reihe  (disq.  circa  ser.  infinit,  etc.  Comm.  Gott.  1812, 
Werke  III.  S.  126)  ohne  weiteres  angewendet  hatte.  Für  Reihen  mit 
reellen  Gliedern  Ug,Uj,u., . . .  enthält  das  Kapitel  VI  zwei  Convergenzkriterien, 

1 1  - 
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deren  eines     lim — — —  <  1   ebenfalls  schon  (l.  c.)  von  Lambert 

und  Gauss  verwendet  worden  war.  Im  Grunde  genommen  ist  es  ja  nur 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Reihe  in  ihren  späteren  Gliedern  mit  einer 
convergenten ,  geometrischen  Reihe  vergleichbar  ist.     Das  andere  hieraus 

n 

abgeleitete  Kriterium:  [lim  ]/u„]q=,^  <<  1  hat  Cauchy  auch  später  noch 
öfter  benutzt.  Er  nennt  dann  die  linke  Seite  den  „Modul"  der  Reihe 
(z.  B.  Comptes  Rendus  X\TI,  S.  1221). 

Wir  wenden  uns  nun  zu  denjenigen  Specialuntersuchungen  vonCauchy, 
die  mit  unserem  Thema  in  engerem  Zusammenhange  stehen. 
.^'"Jt'J.""?  13-     Die  Arbeiten,  durch  die  Cauchy  zur  Entwicklung  der  Theorie 

der  Äbhand-  -  •'  ° 

hingen    der  algebraischen  Fuuctionen  beigetragen  hat,  lassen  sichinzweiGruppen 

Cauchy  s  zur  °  o  o  5  r  r 

"Hieorie  der  anordnen,   die  ganz   verschiedene  Ausgangspunkte   nehmen  und   zunächst 
in  zwei   verschiedene  Ziele  im  Auge  haben. 

Haupt-  ° 

gruppen.  pjg  eine  bezieht  sich  auf  Integrale  mit  imaginären  Grenzen. 

Die  andere  knüpft  an  die  Lagrange 'sehe  Reihe  an  und  behandelt 
die  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  veränderlichem  Parameter,  ihre  Entwick- 
lung in  eine  Reihe,  und  allgemein  die  Convergenz  der  Potenzreihen,  die 
gegebene  Functionen  darstellen. 

Zu  jeder  dieser  Gruppen  gehören  zahlreiche  Abbandlungen,  von  denen 
wir,  weil  Cauchy  sich  in  Wiederholungen  gefiel,  nur  einige  Repräsen- 
tanten besprechen  werden,  und  zwar  beide  Gruppen  in  zusammenhängender 
Darstellung,  weil  bis  gegen  das  Jahr  1S46  hin  der  Einfluss  von  Zeit- 
genossen auf  diese  Sparten  der  ungeheuren  productiven  Thätigkeit  von 
Cauchy  kaum  bemerkbar  ist. 

Wir  beginnen  mit  der  ersterwähnten  Gruppe,  weil  sie  zeitlich  früher 
einsetzt  und  von  der  zweiten  unabhängig  sich  entwickelt  hat,  während 
umgekehrt  der  Einfluss  der  Ideen  der  ersteren  gleich  in  den  frühsten 
Arbeiten  der  zweiten  Gruppe  sich  bemerklich  macht.  Wegen  einer  voll- 
ständigen Angabe  der  einschlägigen  Litteratur  verweisen  wir  auf  das  Werk: 

La  vie  et  les  travaux  du  Baron  Cauchy  par  C.-A.  Valson,  Paris 
1868.  Tome  I.  Partie  historique,  290  SS. ;  Tome  H.  Partie  scientifique, 
178  SS.,  auf  dessen  zweiten  Band  wir  uns  bereits  hier  wegen  einiger 
Ausführungen  zu  unserer  ersten  Gruppe  beziehen. 

Wir  rathen  jedoch  auch  die  Besprechung  von  J.  Bertrand  in  Dar- 
boux'  Bulletin  des  sciences  math.  T.  I,  1870  S.  105  zu  vergleichen,  welche 
dem  Lichte  des  Valson'schen  Lobes  einige  Schlagschatten  beifügt. 
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14.    Litteratur:  Erste  Gruppe. 

Integration  durch  imaginäres  Gebiet. 

(2)  Memoire  sur  la  theorie  des  integrales  definies,  lu  a  l'Inst  1814;  remis 
au  Secretariat  pour  etre  imprime  1825,  Savans  etrangers  I.  S.599 
(200  SS.). 

(3)  Memoire  sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
Paris,  1825,  4«  (68  SS.)  (Besondere  Schrift). 

(4)  De  Finfluence  que  peut  avoir  sur  une  integrale  double  Tordre  dans 
lequel  on  effectue  les  integrations.  Exercises  de  Mathem.*)  I,  S.  85.  1826. 

(5)  Sur  diverses  relations  qui  existent  entre  les  residus  des  fonctions  et 
les  integrales  definies,  ebd.  S.  95.  1826. 

(6)  Moigno,  lefons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  red.  d'apres 
les  methodes  et  les  ouvrages  de  M.  A.-L.  Cauchy,  2  Voll.  I,  1840. 
41.  lev'on;  II,  1844.  7,  9,  21.  le^on. 

(7)  Memoire  sur  les  fonctions  complementaires  C.  R.  XIX,  S.  1377  (1844). 

(8)  Sur  les  integrales  qui  s'etendent  ä  tous  les  points  d'une  courbe  fermee, 
C.  R.  XXIII,  1846,  S.  251. 

(9)  Sur  les  integrales  dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  J  change 
brusquement  de  valeur,  ebd.  S.  557. 

(10)  Cousiderations  nouvelles  sur  les  integrales  definies  qui  s'etendent  ä 
tous  les  points  d'une  courbe  fermee,  et  sur  Celles  qui  sont  prises  entre 
des  limites  imaginaires,  ebd.  S.  689. 

(11)  Rapport  sur  un  memoire  presente  ä  l'Academie  par  M.  Puiseux  et  in- 
titule:  Recherches  sur  les  fonctions  algebriques.  Cauchy  rapporteur. 
C.  R.  XXXll,  1851.  S.  276. 

15.     Die   grosse  Abhandlung  (2)    über  bestimmte  Integrale  handelt  umkehrung 

°  O    ^    y  ö  derlntegra- 

von   der  Frage   der  Vertauschbarkeit   der  Integrationsordnung  in  Doppel-  tionsord- 

c  c3  X  i         nung  in  ge- 

integralen.     Euler  hatte  in  der  Abhandlung  Deformulis  integralibus  du-     wissen 

°  o  ö  Doppelinte- 

plicatis  (Nov.  comm.  Petropolit.  XIV,  1770)  die  Vertauschung  für  erlaubt  graien;  Zu- 

sammenhang 

erklärt,  wenn  die  Grenzen  für  die  beiden  Variabein  unter  dem  Integral-mi'  der  inte- 

gration 

zeichen  von  einander  unabhängig  sind;   dieser  Ansicht  hatte  seitdem  La-<^"''chimagi- 

°  °  '  näres  Gebiet. 

place  durch  öftere  Anwendung  des  Verfahrens  stillschweigend  beige- 
pflichtet. Cauchy  zeigt  dagegen,  dass  noch  eine  weitere  Bedingung  zu 
erfüllen  ist,    nämlich    die,    dass   die   Function   der  zwei   Veränderlichen 


*)  Die  vier  Bände  Exercises  de  Mathematiques  (1826 — 1830)  und  die  vier 
Bände  Exercises  d'Analyse  et  de  Physique  mathematique  (1840 — 1847)  unter- 
scheidet Valson  durch  die  Bezeichnung  „Anciens"  und  „Nouveaux"  Exer- 
cises. Weil  es  aber  einen  Band  einer  dritten  Art  von  Ex.  giebt,  die  Cauchy 
selbst  „Nouveaux  Exercises"  nennt  (Prag,  1835  —  1836,  sie  enthalten  nur  eine 
Abhandlung  über  Dispersion  des  Lichtes),  so  glavibten  wir  die  ursprüngliche 
Bezeichnung  beibehalten  zu  sollen. 
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unter  dem  Integralzeichen  in  dem  Integrationsbereicb  nirgends  unbestimmt 
wird  (1.  partie).  Der  2.  Teil  enthält  eine  Methode,  nach  der  sich  in 
dem  Fall  einer  ünbestimmtheitsstelle  die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Werten  bestimmt,  welche  man  durch  die  eine  und  die  andere  Integra- 
tionsanordnung erhält. 

Diese  Abhandlung  ist  nicht  nur  wegen  der  Neuheit  der  Fragestel- 
lung und  ihrer  merkwürdigen  Ergebnisse,  sondern  auch  deshalb  wichtig, 
weil  sie  für  Cauchy  die  Grundlage  abgab  für  seine  Sätze  über  (ein- 
fache) Integrale  mit  complexen  Grenzen.  Doch  ist  der  Zusammenhang 
mit  dieser  Frage  in  der  Abhandlung  selbst  noch  so  verdeckt,  dass  in 
dem  Referat,  welches  ihr  vorgedruckt  ist,  Legendre  sich  über  den 
Titel  des  ersten  Teiles:  Des  equations  qui  autorisent  le  passage  du  reel 
ä  l'imaginaire  'mindert,  weil  ja  überall  nur  ein  legitimer  Gebrauch  vom 
Imaginären  gemacht  werde.  In  der  That  bedient  sich  Cauchy  der 
complexen  Variablen  z  =  x+iy  (wir  setzen  i  statt  ]/^^^)  zunächst  nur 
zur  Bildung  gewisser  besonderer  Functionen  von  zwei  Variabein,  über  die 
seine  Doppelintegrale  sich  erstrecken.  Ist  nämlich  S(xy)  der  reelle, 
iU(xy)  der  rein  imaginäre  Bestandteil  einer  Function  von  z:f(z)  =  S-|-iü, 
wo  denn  also: 

ds  _     d\j      as  _  au 

^  dj  öx  '      öx  dj 

ist,  so  lautet  eines  der  beiden  von  Cauchy  betrachteten  Doppelintegrale : 


//■ 


Nun  wird  gezeigt,  dass,  wenn  in  dem  durch  das  Rechteck  x^Xy^^Y  der 
Gauss'schen  Ebene  gebildeten  Integrationsintervall  die  Functionen  S,  U 
nicht  unbestimmt  werden,  die  Integrationsfolge 

^        yo  yo       ^0 

des  Integrals  links  durch  die  des  Integrals  rechts  ersetzt  werden  kann, 
d.  h.  dass  beide  denselben  "Wert  liefern.  Man  erhält  so  Relationen 
zwischen  bestimmten  Integralen,  die  sich  zur  Auswertung  unbekannter 
solcher  verwenden  lassen.  Allgemeiner  lässt  sich  x+iy  durch  M  +  iN 
ersetzen,  wo  M  und  N  irgendwelche  reelle  Functionen  von  x,  y  sind, 
was  zu  anderen  Relationen  derselben  Art  führt. 

Der  Gleichung,  die  sich  aus  2)  ergiebt,  wenn  man  die  erste  Inte- 
gration links  und  rechts  ausführt,  stellt  sich  eine  analoge  an  die  Seite, 
die   aus  der  zweiten  Beziehung  1)  hervorgeht,    aber  so   wenig  wie  jene 
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erste  imaginäre  Grössen  enthält.  Nun  können  es  aber  nur  diese  Glei- 
chungen sein,  durch  die  Cauchy  das  Versprechen  der  Vorrede  einzu- 
lösen gedenkt:  „d'etablir  le  passage  du  reel  ä  l'imaginaire  sur  une  analyse 
directe  et  rigoureuse".  Denn  er  bezieht  sich  dort  ausdrücklich  auf  die 
Versuche,  die  Euler  [man  vergl.  Instit.  calc.  int.  ed.  3.  Petr.  1845,  Vol.  IV, 
Suppl.  IV,  1;  Suppl.  V,  6]  und  Laplace  [Theor.  d.  probabilites  1812, 
T.  I.,  2.  partie,  §§  25,  33]  gemacht  hatten,  um  den  Uebergang  vom 
Reellen  zum  Imaginären  auf  die  Grenzen  bestimmter  Integrale  auszudehnen, 
und  will  die  Unsicherheit,  mit  der  dies  geschehen  war,  beseitigen. 

Den  Schritt,  der  von  jenen  beiden  Gleichungen  zwischen  reellen 
Grössen  zu  ihrer  Vereinigung  zu  einer  solchen  mit  complexen  Veränder- 
lichen führt: 

J^f(x,+iy)idy+J  f(x+iY)dx 
=  j   f(x  +  iyjdx-f-j   f(X+iy)idy, 

wodurch  eigentlich  erst  das  Versprechen  der  Vorrede  erfüllt  wird,  thut 
Cauchy  erst  zehn  Jahre  später  in  den  Fussnoten  (§11,  1.  partie),  die 
er  1825  der  Abhandlung  (2)  gelegentlich  ihrer  Publication  zufügt.  Sie 
erst  leiten  den  Uebergang  zur  Integration  durch  imaginäres  Gebiet  ein. 
Wenn  man  mit  Rücksicht  auf  diesen  Schritt  und  besonders  die  Ausfüh- 
rungen, welche  die  berühmte  Abhandlung  (3)  enthält,  Cauchy  mit 
Recht  das  Hauptverdienst  um  die  völlige  Einbürgerung  der  complexen 
Grössen  in  die  Analysis  zuschreibt,  so  zeigt  die  langsame  und  zögernde 
Art,  wie  Cauchy  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  diesem  Begriffe 
zugänglich  macht,  davon,  welche  Bedenken  zu  überwinden  waren,  bis 
die  Einsicht  sich  durchgerungen  hatte,  dass  gewisse  Relationen  zwischen 
Paaren  von  reellen  Grössen  ihre  einfachste  Gestalt  nur  mit  Hülfe  com- 
plexer  Grössen  gewinnen,  und  dass  sie  sogar  für  diesen  Zweck  unent- 
behrlich sind.  Der  Gesichtspunkt,  der  hiermit  zur  Geltung  gelangte,  ist 
der  nämliche,  der  schon  früher  Joh.  Bernoulli,  Euler,  Gauss  u.  A. 
zur  Verwendung  imaginärer  Grössen  veranlasst  hatte,  und  der  auch  heute 
noch  an  die  Spitze  jeder  Theorie  der  Functionen  von  imaginären  Argu- 
menten gestellt  zu  werden  verdient. 

Was  den  Text  der  Abhandlung  (2)  angeht,  so  liegt  der  Hauptwert 
in  dem  zweiten  TeUe.  Dort  betrachtet  Cauchy  Doppelintegrale,  für 
welche  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  —  zunächst  in  einem 
Eckpunkte  des  Rechtecks  x^Xy^^Y  —  unbestimmt  wird.    Für  diese  liefert 
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die  Umkehrung  der  Integrationsfolge  einen  anderen  Wert.  So  in  dem 
Falle  des  Integrals  (wegen  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0) : 

einmal  den  Wert  Tr/4,  das  andere  mal  — 7t/4'  [Ersetzt  man  nämlich  die 
Grenzen  0,  0  durch  die  kleinen  Grössen  s  und  tj,  so  erhält  man  als 
Wert  des  Integrals  7:/4 — arctg(£/7j);  welcher  Ausdruck  je  nachdem  man 
erst  E  oder  erst  tj  gleich  Null  setzt,  jene  beiden  verschiedenen  Werte  er- 
giebt.j  Allgemein  unterscheiden  sich  die  Werte,  die  man  durch  die  beiden 
Integrationsfolgen  erhält,  um  einen  gewissen  Wert  A,  den  Cauchy  durch 
ein  „siuguläres  Integral"  darstellt,  d.  h.  ein  einfaches  Integral  zwischen 
unendlich  benachbarten  Grenzen,  aber  über  ein  Intervall  genommen,  in 
welchem  der  Integrand  (so  nennen  wir  in  der  Folge  die  zu  integrirende 
Function)  unendlich  gross  wird.     Hat  das  Doppelintegral  die  Form: 

Ö9(xy) 


//- 


öy      ^^^'^ 


=  —  I    — J — -in^  =  —  arc  ta: 


und  ward  der  Integrand  (und  damit  cp  selbst)  an  der  Stelle  x^,  y^,  von 
der  die  Integration  ausgeht,  unbestimmt,  so  hat  die  Differenz  den  Wert: 

A  =  — j   cp(Xo  +  S,  yo+r^)dc, 

0 

wo  £,  Tj  sehr  kleine  Grössen  sind  und  r^  nach  der  Integration  gleich  Null 
zu  setzen  ist;   also  in  jenem  Beispiel: 

0       '  ' 

Liegt  die  Stelle  x„,  y^  auf  einer  Seite  des  Rechtecks,  so  setzt  sich  A 
aus  zwei,  wenn  im  Inneren,  aus  vier  singulären  Integralen  zusammen. 

Weiterhin  ennittelt  Cauchy  für  einige  besondere  Formen  der  Func- 
tion cp  den  Wert  von  A,  so  namentlich  für  den  Fall,  dass  cp  der  reelle 
Teil  des  Quotienten  (z  =  x-|-iy): 

von  zwei  ganzen  Functionen  ist,  wo  dann,  wenn  einer  der  Nullpunkte  a 
von  5(z)  m  jenem  Rechteck  eingeschlossen  ist,  die  Summe  A  den  Wert 
hat  ("2.  partie,  §  IV): 

2^^  WT  =  2Tri.lim[£f(a+£)],=.o. 

Man  erkennt  hier  bereits  die  Anfänge  des  Residuencalculs,  dessen  An- 
wendung auf  den  vorliegenden  Fall  man  in  der  Abhandlung  (5)  nach- 
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sehen  kann.  Die  Gleichung  3)  oben  erhält  im  allgemeinen,  wie  Cauchy 
in  den  Fussnoten  zu  der  angegebenen  Stelle  bemerkt,  ein  Zusatzglied 
von  der  Form  A-|-iA',  das  sich  als  Summe  von  acht  singulären  Inte- 
gralen darstellt,  und  das  später  in  der  Abhandlung  (5)  durch  ein  „Re- 
siduum" von  der  Form: 

XY 

27riE((f(z))) 

(übrigens  mit  einem  besonders  gebildeten  Zeichen  E)  ersetzt  wird,  wenn 
eine  AVurzel  der  Gleichung  l/f(z)  =  0  in  das  Rechteck  entfällt.  Statt  der 
Doppelklammern  gebraucht  Cauchy  später  einfache  eckige.  Auf  den  Be- 
griff Residuum  kommen  wir  zurück.  Gauss  mui 

16.  Ob  die  Bemerkungen  von  Gauss  zu  seinem  dritten  Beweise 
des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  (s.  oben),  welche  alle  die  von  Cauchy 
über  diese  Materie  entwickelten  Gedanken  im  Keime  enthalten,  auf  die 
Abfassung  der  Fussnoten  zu  der  Abhandlung  (2)  einen  Einfluss  geübt 
haben,  oder  ob  diese  nur  die  Fortsetzung  von  Cauchy's  Gedankengang 
darstellen,  muss  dahin  gestellt  bleiben.  Jedenfalls  entstammen  sie  be- 
reits einer  tieferen  Einsicht  in  die  Führung  von  Integralen  durch  das 
imaginäre  Gebiet.  Denn  die  obige  Gleichung  3)  drückt  klar  aus,  dass 
der  Endwert  des  Integrals,  das  von  einem  Eckpunkte  des  Rechtecks  zum 
gegenüberliegenden  führt,  von  der  Wahl  des  Seitenpaars,  über  das  man 
integrirt,  nicht  abhängt.  In  der  That  fallen  die  Noten  in  dasselbe  Jahr, 
aus  welchem  die  Abhandlung  (3)  herrührt,  und  gehen  der  Abhandlung 
(5),  in  welcher  der  Gedanke  weiter  ausgeführt  wird,  kurz  voraus. 

Von  jener  Abhandlung  (3),  zu  der  wir  uns  nunmehr  wenden,  sagt 
der  Biograph  von  Cauchy,  der  sich  bei  der  Abfassung  des  zweiten 
Teils:  „Les  Travaux  de  Cauchy"  der  Mitwirkung  von  Männern  wie 
Herrn ite  und  Puiseux  zu  erfreuen  hatte:  „Ce  Memoire  peut  etre  con- 
sidere  comme  le  plus  important  des  travaux  de  Cauchy,  et  les  hommes 
competents  n'hesitent  pas  ä  le  comparer  ä  tout  ce  que  Tesprit  humain  a 
Jamals  produit  de  plus  beau  dans  la  domaine  des  sciences". 

Demgegenüber  muss  es  auffallen,  dass  Cauchy  die  Bedeutung  seiner 
eigenen  Schrift  lange  Zeit  nicht  gebührend  gewürdigt  zu  haben  scheint. 
Denn  Moigno,  der  ganz  unter  seiner  Leitung  arbeitete,  hat  in  seinen 
Le^ons  (6)  nicht  einmal  eine  Andeutung  über  ihren  Inhalt  gegeben;  da- 
gegen aufs  nachdrücklichste  die  frühere  Abhandlung  (2)  über  bestimmte 
Integrale  zur  Leetüre  empfohlen.  —  Die  Bedeutung  der  Abhandlung  (3) 
wurde  eben  erst  durch  spätere  Anwendungen  —  zum  Teil  in  den  Händen 
Änderer  —  in  das  richtige  Licht  sresetzt. 
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Die  Schrift  (3)  handelt  von  dem  Werte,  den  ein  einfaches  bestimm- 
tes Integral  mit  complexen  Grenzen  erhält,  wenn  man  es  auf  einem  Wege 
führt,  der  jene  complexen  Grenzwerte  verbindet,  und  von  der  Wertände- 
rung, welche  das  Integral  bei  einer  Verschiebung  jenes  Weges  erfährt. 
Wir  fanden  den  Grundgedanken  dieser  Abhandlung  schon  in  dem  Brief- 
wechsel zwischen  Gauss  (s.  Nr.  9)  und  B es  sei  mit  aller  wünschenswerten 
Deutlichkeit  dargelegt.  Cauchy  giebt  ihm  die  analytische  Form,  indem 
er  zwischen  den  Grenzwerten  x^+iy^,  X+iY  eines  Integrals  Zwischen- 
werte einschaltet,    die  auf  einer   durch  jene  Endpunkte  gehenden  Curve: 

liegen,  wo  t  eine  reelle  Variable  ist,  und  verwandelt  mittelst  dieser 
Gleichungen  das  Integral  in  ein  solches  in  t  mit  reellen  Grenzen.  Es 
zeigt  sich  dann,  dass  eine  Variation  der  Curve  hinsichtlich  ihrer  Gestalt 
den  Wert  des  Integrals  nicht  ändert,  solange  bei  gleichbleibenden  Grenzen 
ein  Unstetigkeitspunkt  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  bei  der 
Deformation  der  Curve  nicht  überschritten  wird. 
Residuen-  17.     Liegt  nun  aber  zwischen  zwei  verschiedenen  solchen  Integrations- 

calcul.  *  T-< 

wegen  an  der  Stelle  z^  ^  a+ib  ein  Pol")  der  Function  f(z),  so  lässt 
sich  die  Differenz  der  den  beiden  Wegen  zugehörigen  Integrale  vermöge 
eines  „Residuums"  darstellen:  2iT:f,  wo  das  Residuum  f  mit  f(z)  in  der 
Beziehung  steht,  dass  für  sehr  kleine  Werte  von  s: 

f==lim[£.f(z^  +  £)J 
ist.      Wenn   aber  dieser  Wert    dadurch   unendlich   gross   wird,    dass  die 
Gleichung: 

'      =0 


f(z) 

in    a-)-ib  =  Zj    mehrere    (m)    gleiche  Wurzeln  besitzt,    so    hat   f  den 
Wert: 

1         ,.     r  d-^-is^'f  (z, +e)  ] 

f  =  -ö^3Ty!^^L d^^^=^ J- 

Wir  schalten  hier  ein  Wort  über  den  in  Cauchy's   Schriften  viel- 
benutzten Begriff  des  Residuums  ein. 

Die   mit  f  bezeichnete  Grösse  hat  Cauchy  in  den  (Anciens)  Exer- 


*)  Wir  gebrauchen  dieses  Wort  (nach  dem  Vorgang  von  Briot  und  Bou- 
quet)  für  eine  solche  ünstetigkeitstelle  der  Function  f(z),  wo  l/f(z)  „holomorph* 
ist,  d.  h.  stetig  und  eindeutig  ist  und  einen  Differentialquotienten  besitzt 
(Briot  et  Bouquet,  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.  edit.  Paris  1875, 
pp.  15,49),  und  nennen  mit  Weierstrass  singulare  Stellen  von  f(z),  wo  l/f(z)  nicht 
holomorph  ist  (wie   z.B.    sinZje"  für  z  =  oo),  wesentliche  ünstetigkeiten. 
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cises   de   Mathematiques  I,   S.  11   (1826)   unter  dem  Namen    „residu  de 
la   fonction   f(x)    relatif   ä   la    valeur    particuliere    z^  =  a-t-ib"    in    die 
Wissenschaft  eingeführt,  und  zwar  mit  der  Bezeichnung  ((6),  I,  41.  le?.): 
(z-z,)t(z)  _         f(z)      _ 

beziehungsweise  (der  obere  Index  bei  f  bedeutet  eine  Ableitung): 
^    (z-z,)'°f(z)    ^^       f(z.)        _  f^""-^)(z,) 


[(z-z,)-]  [(z-z,)-]  1.2.3...(m-l)  ' 

jenachdem  lim(z  —  Zj)f(z)  =  f (z^)  oder  erst  lim(z  —  z,)™f(z)  für  z  =  z 
einen  endlichen  (von  Null  verschiedenen)  Wert  annimmt.  —  Später  schreibt 
Cauchy  kürzer: 

f(zJ  =  E[f(z)]„. 

Man  kann  das  Eesiduum  von  f(z)  hinsichtlich  z,  in  jedem  Falle 
auch  als  den  Coefficienten  der  ( — l)ten  Potenz  in  der  Entwicklung  von 
f(z)  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (z — z,)  erklären. 

Eine  weitere  Interpretation  des  Residuums  gab  später  die  Entwicklung 
der  Integration  durchs  Imaginäre  an  die  Hand.  Vorgreifend  bemerken 
wir,  dass  ((18)  des  Litter.  verzeichn.  in  Nr.  20): 

E[f(z)L,  =  ^Jf(z)dz 

ist,   wo  das  Integral  rechts  zu  nehmen  ist  auf  einem  kleinen  Kreis  (mit 
dem  Radius  r)  um  den  Unstetigkeitspunkt  z  =  z, ,  also : 

2i7rE[f(z)],^  =  (f(z)dz  =  J    f(z, +re'v)re*9=.id9; 

— 71 

and  wo  im  Falle,  dass  für  z  =  z,   erst  das  Product:  f(z)(z — zj'"  (und 
seine  Differential quotienten)  einen  endlichen  "Wert  annimmt,  eine  (m — 1)- 
malige  partielle  Integration  nach  o  zu  dem  Ausdruck  führt: 
21::  d"-i 

^^('^^'  =  (Hi-l)!-^^"^^d^^=r[^(^)(^-^.)"]  =  2i^-E[f(z)]z,. 

Das  Symbol: 

XY 

E  [f(z)] 
x„yo 
bedeutet  das  Gesamtresiduum  (residu  integral,  E  ist  „entier"),  d.  h.  die 

Summe  der  Residuen,  genommen  in  Bezug  auf  alle  Wurzeln  der  Gleichung: 

die  in  dem  Rechteck  Xx^^Yy^  gelegen  sind.     Fehlen  die  Grenzen,  so  er- 
streckt   sich  E    über    die    ganze  Ebene.    —    Demnach  ist  z.  B.   wenn 


> 
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(p(x)  =  (x — a)(x — b)(x  —  c)  ...  und  t|i(x)  ganze  Functionen  sind: 
jK^         ^(a)  ^(b)  ^(c)     , 


[cp(x)]  cp'(a)         c?'(b)         9'(c) 

(Wegen  der  Beziehung  des  Residuums  zum  ^isotropen  Mittel"  vergl.  C. 
R.  XLI,  S.  41.) 

Die  Abhandlung  über  Complementärfunctionen  (7)  entwickelt  ein 
Hülfsmittel,  das  später  in  der  Hand  von  Riemann,  Weierstrass  u.  A. 
der  Functionentheorie  noch  wichtige  Dienste  leisten  sollte.  „Eine  alge- 
braische oder  transcendente  Function  lässt  sich  [und  zwar  mit  Hülfe  des 
Residuencalculs]  oft  durch  eine  Summe  von  rationalen  Brüchen  [in  end- 
licher Anzahl]  ersetzen,  deren  jeder  für  einen  Werth  der  Variabein,  der 
die  gegebene  Function  unendlich  macht,  selbst  unendlich  wird,  oder 
doch  durch  eine  solche  Summe,  vermehrt  um  eine  andere  Function, 
die  ich  Complementärfunction  nenne,  und  welche  die  bemerkenswerte 
Eigenschaft  besitzt,  für  alle  endlichen  Werte  der  Variabein  immer  endlich 
zu  bleiben." 

Cauchy  verwendet  diese  Zerlegung  einer  Function  in  Elemente,  die 
Einzeleigenschaften  derselben  besitzen,  zum  Beweise  von  Sätzen  über 
Functionen,  die  in  der  ganzen  Ebene  endlich  sind  und  im  Unendlichen 
noch  gewisse  Bedingungen  erfüllen. 

Man    weiss,    dass  Weierstrass    diesen    Satz    auf    die    Darstellung 
einer  allgemeinen  „analytischen  Function"    mit    nur  einer  im  Unend- 
lichen   gelegenen    wesentlich    singulären    Stelle    ausgedehnt    hat    (Berl. 
Monatsber.   1880). 
üeberfiih-  18.     Das   nächsto  Ziel,    das   mit   den  besprochenen  Abhandlungen 

rung  von 

Flächen- in  über  Integrale  Cauchy   im  Auge  hatte,    lassen   die  zahlreichen  Anwen- 

Randinte-  ^  J  o  ■> 

graie.  Inte-  dungeu   der  Theorie   auf  die  Auswertung  bestimmter  Integrale  erkennen. 

grale  auf  ge-  *  ö  o 

schiossenem Aber   keine    dieser   Abhandlungen   verfolgt    weiter  jene   Beziehung,    die 

Weg,  der  &  &  J  6; 

einen  Pol  Cau chy  in  den  Noten  ZU  (2)  1825  zwischen  dem  längs  einer  teilweisen 

umgiebt.  "'  ^    -^  ° 

unstetigkeit  Begrenzung    eines    Flächenstücks    geführten   Randintegral    und    gewissen 

längs  Linien.       o  a  o  o  o 

Flächenintegralen  gefunden  hatte.  Erst  zwanzig  Jahre  später,  in  der 
Note  (8),  vereinigt  Cauchy  zwei  Linienintegrale,  die  von  einem  Punkte 
der  imaginären  Ebene  zu  einem  anderen  führen  (die  er  z.  B.  in  (5)  auf 
den  Seitenpaaren  eines  Rechtecks  hinerstreckt  hatte)  zu  einem  das  Flä- 
chenstück begrenzenden  Randintegral,  betrachtet  also  einen  geschlossenen 
(sich  selbst  nicht  schneidenden)  Integrationsweg  von  beliebiger  Gestalt, 
indem  er  den  Satz  ausspricht,  dass,  wenn  X,  Y  im  Innern  des  umgrenzten 
Flächenstücks  continuirliche  Functionen  von  x,  y  sind,  die  Gleichung  be- 
steht: 
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WO  sich  das  Integral  links  auf  die  Umgrenzung,  das  rechts  auf  das  Innere 
des  [einfach  zusammenhängenden]  Flächenstücks  der  imaginären  Ebene 
erstreckt,  für  das  jene  Voraussetzung  für  X,  Y  zutrifft.  Ist  Xdx-f-Ydy 
ein  vollständiges  Differential,  so  lässt  sich  hiernach  der  Integrationsweg 
auf  Null  zusammen  ziehen;  treten  aber  ^Pole"  der  Function  unter  dem 
Integralzeichen  links  im  Innern  des  Flächenstücks  auf,  so  lässt  sich  der 
Integrationsweg  auf  kleine  jene  Pole  einschliessende  Linien  (Kreise)  zu- 
sammen ziehen. 

Ob  Canchy  zu  dieser  neuen  folgereichen  Formulii-ung  früherer  Sätze 
nicht  vielleicht  durch  die  Bekanntschaft  mit  den  (schon  1828  publicirten) 
Green' sehen  Sätzen  angeregt  Avorden  ist  —  wie  man  dies  u.  A.  aus  dem 
Umstand  schliessen  könnte,  dass  er  seine  Sätze  auch  für  krumme  Flächen- 
stücke formulirt  — ,  muss  dahin  gestellt  bleiben.*) 

Die  volle  Allgemeinheit  hat  dem  Satze  übrigens  erst  Riemann 
(s.  Rf.  IV.)  gegeben,  indem  er  ihn  auch  auf  mehrdeutige,  also  die  imagi- 
näre Ebene  mehrfach  überdeckende  Functionen  X,  Y  ausdehnt,  welche 
nur  in  der  nach  Riemann  genannten  Fläche  innerhalb  eines  ein  Stück 
derselben  begrenzenden  Linie  eindeutig  und  stetig  sein  müssen. 

Das  Ziel,  welches  sich  Cauchy's  Arbeiten  stecken,  ist  inzwischen  in 
den  vierziger  Jahren  ein  wesentlich  anderes  geworden.  Statt  bestimmte 
Integrale  zu  behandeln,  weist  Canchy  auf  den  Nutzen  seiner  Sätze  für 
die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  die  Convergenz  der  Reihen  u.s.w. 
hin,  und  erweitert  sie,  indem  er  diese  Anwendungen  weiter  verfolgt,  zu 
einer  Grundlage  für  die  Theorie  der  Functionen  überhaupt.  In  der  Note 
(9)  stellt  Cauchy  zunächst  die  Ergebnisse  einer  ft-üheren  Abhandlung  (5) 
über  Integrale: 

S  =/f(z)dz, 

welche  längs  der  Umgrenzung  eines  Rechtecks  in  der  imaginären  Ebene 
geführt  sind,  in    der  durch  die  neuen  Vorstellungen  der  Note  (8)  modi- 


*)  Ueber  den  Zusammenhang  der  Residuentheorie  mit  der  Integration 
durch  das  Imaginäre,  sowie  über  den  „calul  des  indices"  und  den  „calcul  des 
limites"  berichtet  eingehender  Casorati,  Teoriea  delle  funzioni  di  variabili 
complesse,  Pavia  1868,  S.  102ff.  Mit  Recht  findet  er,  dass  Cauchy  in  der 
Eiaführung  neuer  Namen  für  einfache  Ausbildungen  gewisser  Zweige  der  Ana- 
lysis  hätte  zurückhaltender  sein  können,  zumal  wenn  er  eine  rasche  Ausbrei- 
tung seiner  Ideen  wünschte. 
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ficirten  Gestalt  dar,  indem  er  an  Stelle  des  Rechtecks  eine  beliebige  ge- 
schlossene Linie  treten  lässt.  Befinden  sich  Pole  (s.  oben,  Nr.  17  Note) 
innerhalb  des  eingeschlossenen  Flächenstücks,  so  erhält  man,  wenn  die 
Linie  auf  Umkreisungen  der  Pole  zusammen  gezogen  A\ird,  als  Wert 
dieser  Randintegrale  um  kleine  Kreise  jene  Residuenausdrücke,  die 
Cauchy  schon  in  (5)  gefunden  hatte;  und  das  Integral  wird  gleich 
ihrer  Summe: 

1)  S  =  2i7rE[f(z)], 

wo  das  Zeichen  E  rechts  sich  auf  die  Residuen  der  in  der  Fläche  ent- 
haltenen Wurzeln  der  Gleichung: 

'      =0 


f(z) 

erstreckt.  Später,  in  der  Note:  Conditions  sous  lesquelles  subsistent  les 
principales  formules  du  calcul  des  residus  (C.  R.  XXXII,  p.  704,  1851), 
dehnt  er  die  Gleichung  1)  auf  den  Fall  einer  von  beliebigen  geschlos- 
senen Curven  (innen  und  aussen)  begrenzten  Fläche  aus,  innerhalb  deren 
sich  Pole  von  f(z)  befinden.  Cauchy  geht  in  (9)  dann  über  auf  den 
Fall,  dass  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  längs  einer  Linie,  die 
im  Inneren  jener  Fläche  liegt,  unstetig  wird,  wie  z.  B.  logx  beim  Ueber- 
schreiten  des  negativen  Theils  der  reellen  Axe  der  imaginären  Ebene  um  die 
Grösse  2i7:  plötzlich  sich  ändert  (1.  c.  S.  559).  Zu  dem  Residuenzuv/achs 
des  früheren  Falls  tritt  dann  noch  ein  längs  dieser  Linie  erstrecktes  Integral 
hinzu.  Die  Ausführung  dieser  Bemerkung  ist  der  Gegenstand  der  Note  (10). 
Periodic!-  19.     Die  Note  (10)  gehört  zu  dem  Hervorragendsten,  was  Cauchy 

tätsmoduln 

der  Integraleauf  dem   Gebiete   der  Functionentbeorie   geschaffen   hat:    der  Begriff   der 

eindeutiger 

und  mehr-  Periode    einer  Function    erscheint    im   Lichte    der  Integration   durch   das 

deutiger 

Functionen.  Imaginäre.  Zwar  der  erste  Theil,  der  sich  auf  Integrale  eindeutiger 
Functionen  bezieht,  geht  nicht  weit  über  das  hinaus,  was  schon  Gauss 
in  jenem  Brief  an  Bessel  von  den  Perioden  solcher  Functionen  aussagt, 
die  sich,  wie  logx,  arctgx,  als  Integrale  rationaler  Functionen  darstellen 
lassen.  Denn  auch  Gauss  bemerkt  schon  1.  c.  (s.  oben  Gauss):  „Uebri- 
gens  ist  es  hieraus  klar,  wie  eine  durch /cpx.dx  erzeugte  Function  für 
einerlei  Werte  von  x  mehrere  Werte  haben  kann,  indem  mau  nämlich 
beim  Uebergange  dahin  um  einen  solchen  Punkt,  avo  (px  =  oo,  ent- 
weder gar  nicht,  oder  einmal,  oder  mehreremale  herumgehen  kann.    De- 

rdx 
finirt  man  z.  B.  logx  durch   I  — ,   von  x  =  1    anzufangen,    so    kommt 

man  zu  logx  entweder  ohne  den  Punkt  x  =  0  einzuschliessen,  oder  durch 
ein-    oder    mehrmaliges  Umgehen  desselben;  jedesmal  kommt  dann  die 
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Constante  +2-1  oder  — 27:i  hinzu:  so  sind  die  vielfachen  Logarithmen 
von  jeder  Zahl  ganz  klar."  Und  fast  derselbe  Gedankengang  findet  sich 
bei  Cauchy. 

Aher  was  nun  Cauchy  anschliesst,  und  worin  er  wesentlich  original 
ist,  das  ist  der  für  unsere  Theorie  zumal  bedeutsame  Uebergang  auf 
mehrdeutige  Functionen  unter  dem  Integralzeichen.  Nichts  hindert,  sagt 
Cauchy,  etwa  auch  Wurzeln  einer  algebraischen  oder  transcendenten 
Gleichung  unter  dem  Integralzeichen  einzuführen,  die,  wenn  der  in  der 
Ebene  bewegliche  Punkt  an  die  Ausgangsstelle  zurückgekommen  ist,  in 
eine  andere  Wurzel  derselben  Gleichung  übergegangen  sein  können.  In 
diesem  Falle  \nrd  der  Werth  des  Integrals  über  den  geschlossenen  Weg 
von  der  Wahl  der  Ausgangsstelle  nicht  unabhängig  sein;  auch  wird  öftere 
Wiederholung  des  Weges  verschiedene  Werte  des  Integrals /'f(x)  dx  liefern. 
„Wenn  aber,  nach  einer  gewissen  Zahl  von  Wiederholungen  f(x)  den 
Anfangswerth  wieder  erhält,  Anrd  von  da  ab  sich  alles  wiederholen,  und 
zwar  unabhängig  von  der  Ausgangsstelle.  Alsdann  ist  die  durch  die 
Differentialgleichung : 

dt  =  f(x)dx 
definirte  Function  x  eine  periodische  Function  von  t.  Die  Periodicitäts- 
moduln (indices  de  periodicite)  sind  dann  nicht  mehr  wie  im  Fall  einer 
eindeutigen  Function  f(x)  durch  Residuen  darstellbar",  sondern  durch  die 
in  der  Note  (9)  bezeichneten  Integrale  längs  gerader  Linien,  die  sich 
zwischen  den  Discontinuitäts- [kritischen]  Punkten  erstrecken.  —  Bei  dieser 
Andeutung  lässt  es  indessen  Cauchy  vorerst  auch  bewenden.  Erst  nach- 
dem er  von  der  Abhandlung  von  Puiseux  (Rf.  IL  D)  Kenntniss  genommen 
hatte,  rückt  er  voran  in  der  Erkenntnis  derjenigen  „points  isoles",  die 
man  heute  als  „kritische  Punkte"  bezeichnet  (solchen  Punkten  der  ima- 
ginären Ebene,  wo  zwei  oder  mehrere  im  allgemeinen  verschiedene  Func- 
tionswerte  zusammen  gefallen  sind,  s.  Briot  etBouquet,  Theor.  des  fonct. 
ellipt.  2.  ed.  p.  50),  über  denen  also  ein  „Verzweigungspunkt"  der 
Riemann 'sehen  Ebene  gelegen  ist  (s.  unten  Nr.  34). 

Eine  Bestimmung  aber  der  von  einander  unabhängigen  Perioditäts- 
moduln  der  Integrale  allgemeiner  algebraischer  Functionen  (auch  nur 
ihrer  Anzahl)  hat  weder  Cauchy  noch  Puiseux  jemals  gegeben. 

Die  Abhandlung  (10)  ist  deshalb  bahnbrechend  gewesen,  weil  durch 
sie  eine  grundlegende  Eigenschaft  der  Umkehrungsfunctionen  der  Integrale 
algebraischer  Functionen:  die  mehrfache  Periodicität  der  elliptischen  und 
Abel' sehen  Transcendenten,  die  durch  die  Arbeiten  von  Abel  und  Ja- 
cobi   in    den   Mittelpunkt  des  Interesses  der  Analysten,   wenigstens  in 
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Deutschland,  gerückt  waren,  dem  Verständnis  erschlossen  worden  ist.  Na- 
mentlich war  die  Schwierigkeit  beseitigt,  die  Jacobi  in  der  Umkehrung 
eines  hyperelliptischen  Integrals  gefunden  hatte,  wenn  man,  wie  dies  in 
späteren  Noten  Cauchy's  (1851)  geschieht,  den  Integrationsweg  in  der 
Ebene  durch  „lignes  d'arret"  beschränkte  (s.  unten  Nr.  34),  welche  den 
Periodenzuwachs  regeln.  Casorati  (les  fonct.  d'une  seule  variable  a 
un  nombre  quelconque  de  periodes,  Milan  1885)  drückt  diesen  Umstand 
so  aus:  die  obere  Grenze  eines  hyperelliptischen  etc.  Integrals  ist  keine 
eindeutige  (uniforme),  wohl  aber  eine  analytische  [unendlich  vieldeutige] 
Function  des  Integrals. 

Die  Einführung  der  irrationalen  Functionen  hängt  mit  einer  anderen 
Gruppe  von  Untersuchungen  Cauchy 's  zusammen,  die  wir  nun  zunächst 
in  Betracht  ziehen  werden. 


Litteratur  20.     Litteratur:  Zweite  Gruppe. 

zu  Cauchy 

2.  Gruppe:  Darstellung   der  Wurzeln  einer   Gleichung  mit   veränderlichem 

Lagrange'  „  jj-t  iud-u 

sehe  Reihe  Parameter  und   die  Lagrange  sehe  Reihe. 

und  Poteuz- 

ent\rickiuug(i2)     Memoire  sur  divers  points  d'analyse;   Mem.de  TAcad.  VIII,  1827,  S.  97 

im  AUge- 
meinen.  — l^jj. 

(13)  Memoire  sur  le  developpement  de  f  (Q  suivant  les  puissances  ascendentes 
de  h:  C  etant  une  raciue  de  l'equatiou:  z  —  x  —  hcü(z):=0,  ebd.  S.  130 
—138. 

(14)  Extrait  d'une  Lettre  ä  M.  CorioHs,  C.  R.  IV,  1837,  8.  216. 

(15)  Lettre  sur  la  resolution  des  equations  de  degre  quelconque,  ibd.  S.  805. 

(16)  Lettre  sur  la  determination  complete  de  toutes  les  racines  des  equations 
de  degre  quelconque,  ebd.  S.  773. 

(17)  Considerations  nouvelles  sur  la  theorie  des  suites,  Exercises  d' Analyse 
et  de  Physique  mathematique,  I,  1840,  S.  269—287. 

(18)  Resume  d'un  memoire  sur  la  mecanique  Celeste  et  sur  un  nouveau  cal- 
cul  appele  calcul  des  limites,  ebd.  II,  1841,  S.  41 — 98. 

(19)  Memoire  sur  la  nature  et  les  proprietes  des  racines  d'une  equatiou  qui 
renferme  un  parametre  variable,  ebd.  II,  S.  109 — 136. 

(20)  Moigno,  Le^ons  etc.  (wie  oben  Nr.  14),  I.  Introduction.    17.  18.  le^on. 

(21)  Sur  les  caracteres  ä  l'aide  desquels  on  peut  distinguer  entre  les  di- 
verses racines  d'une  equation  celle  qui  se  developpe  en  serie  conver- 
gente  par  le  theoreme  de  Lagrange,  C.  R.  XXIII,  1846.  S.  493— 501. 

(22)  (23)     Memoires  sur  les  fonctions  irrationelles,  C.  R.  XXXII,  1851,  S.  68, 

S.  126. 

(24)  Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires,  ebd.  S.  160. 

(25)  Memoire  sur  Tapplication  du  calcul  des  residus  ä  plusieurs  questions 
importantes  d'analyse  ebd.  S.  207. 
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(2G)     Sur  les  fonctions  monotypiques  et  monogenes,  ebd.  S.  484. 

(27)  Rapport  sur  un  Memoire  prösente  ä  l'Academie  par  M.  Puiseux  et  inti- 
tule:  Recherches  sur  les  fonctions  algebriques.  Cauchy  rapporteur,  ebd. 
S.  276;  desgl.:  R.  sur  un  Memoire  de  M.  Puiseux:  Nouvelles  recher- 
ches sur  les  fonctions  algel)riques,  ebd.  S.  493. 

Zu  vergleichen: 

(28)  E.  Lamarle,  Note  sur  le  tbc'oremc  de  M.  Cauchy  rclatif  au  deve- 
loppement  des  fonctions  en  series.  Liouv.  Journ.  d.  Math.  XI,  184G.  S.  21. 
—  Note  sur  le  developpement  etc.  par  Cauchy,  ebd.  S.  313  (Antwort 
auf  die  Note  von  L.). 

(29)  F.  A.  Laurent,  Extension  du  theoreme  de  M.  Cauchy  rclatif  ä  la 
convergence  du  developpement  d'une  fonction  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable,  C.  R.  XVII,  1843.  S.  938. 

(30)  Chio,  Recherches  sur  la  Serie  de  Lagrange.  Savans  etrangers  Xll, 
1854  (pres.  1846). 

21.     Von   den  Absichten,    die  Cauchy   mit  dieser  zweiten  Gruppeoie Tendenz 

der  Arbeiten 

von  Arbeiten  verfolgt,    und  seinen  Ergebnissen  erhält  man  eine  Vorstel-der  zweiten 

Gruppe  und 

hing,    wenn    man    die  Vorrede  zu  (18)  liest.     Er  setzt  darin  die  Unzu-   un  Ur- 
sprung. 
trägliclikeiten  auseinander,  welche  sich  bei  dem  bisherigen  Verfahren  der 

Entwicklung  einer  Function  —  auch  nur  von  einer  Variabein  x  —  in 
Potenzreihen  einstellen.  Zwar  bei  einer  explicit  gegebenen  Function  Hesse 
sich,  wenn  man  der  Mac  Lanrin' sehen  Reihe  den  Rest,  etwa  in  der 
Form,  die  Lagrange  angegeben  hat,  beifügt,  allenfalls  die  obere  Grenze 
der  Moduln  der  reellen  oder  imaginären  Werte  von  x,  für  welche  die  Reihe 
convergirt,  auch  mit  den  bisherigen  Mitteln  noch  angeben,  wenn  auch 
die  Rechnung  oft  sehr  mühsam  wird,  zumal  sobald  der  nte  Differential- 
quotient eine  verwickelte  Form  annimmt. 

Aber  mit  den  impliciten  Functionen  war  es  bisher  schlecht  be- 
stellt. Hatte  man  auch  die  Entwicklung,  etwa  nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten ,  aufgestellt,  so  wusste  man  doch  nicht,  ob 
die  Reihe  convergirte,  und  konnte  noch  weniger  sagen,  in  welchem  Um- 
fang sie  galt.  Man  wusste  ferner  nicht,  ob  dieselbe  wirklich  die  ge- 
wünschte Function  selbst  darstellt,  weil  es  vorkommen  kann,  dass  eine 
convergente  Reihe  der  Function  nicht  gleich  ist,  für  die  man  sie  auf- 
stellt (S.  oben  Lagrange,  IIA).  Cauchy  fährt  dann  fort:  „Es  ist  mir 
gelungen,  für  die  Entwicklung  der  Functionen,  sowohl  der  expliciten  wie 
der  impliciten,  allgemeine  Grundsätze  aufzustellen,  mit  deren  Hülfe  sich 
die  Reihenform  und  die  Bedingung  ihrer  Existenz  streng  beweisen,  und 
vermöge  deren  sich  die  Grenze  der  Fehler  feststellen  lässt,  die  bei  Ver- 
nachlässigung des  Restes  eintreten."  Die  Anwendungen  anf  die  Mechanik 
des  Himmels,    von    denen  Cauchy   dann   spricht,    hatten  sich  ihm  aber 
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nicht  etwa  gelegentlich  dargeboten.  Vielmehr  muss  man  aus  der  Reihen- 
folge seiner  Entdeckungen  schliessen,  dass  die  Reihe  von  Lagrange, 
ihre  Anwendung  auf  die  Kepler'sche  Gleichung  u.  s.  w.,  geradezu  der 
Ausgangspunkt  für  diese  bedeutenden  Untersuchungen  überhaupt  gewesen  ist. 
Die  Reihe  22.     Denn   seine   erste   Arbeit  (12)   über  Reihen   schliesst  an   jene 

von  La-  ,  »  .  c    rv-N 

grarige.    Gleichung  an  (Lagrange,  theorie  des  fonctions,  §  \)t): 

z  —  X — h.c3(z)  ==  0 
(wo   h,  X  reelle  Veränderliche,    cj(z)  eine  von  Cauchy  nicht  näher  de- 
flnirte,   aber   in    allen  Beispielen   stetige,    endliche  Function    von  z  ist), 
deren  Wurzel  z  Lagrange  in  eine  nach  Potenzen  von  h  aufsteigende  Reihe 
mit  dem  allgemeinen  Glied  entwickelt  hatte: 

h„  d"-ij5"(x) 

^"  ^     1.2...n  dx"-i 

In  einem  besonderen  Fall  hatte  Laplace  die  Bedingung  für  die  Conver- 
genz  dieser  Reihe  —  wenn  auch  noch  in  umständlicher  Form  —  ermittelt. 
Cauchy  sucht  durch  eine  andere  Führung  des  Convergenzbeweises 
dieses  Resultat  zu  verallgemeinern.  Er  stellt  jenes  nte  Glied,  oder  viel- 
mehr die  Grösse  Sn  =  nSu  für  h=l,  durch  ein  bestimmtes  Integral, 
auf  imaginärem  Integrationsweg  geführt,  dar.  Es  ist  nämlich,  wie  man 
durch  partielle  Integration  leicht  erkennt: 

1       f"   ^"(x-f-re'V) 
^"  =  "2^J  (re'9')"-i       '^'■^- 

Aber  andererseits  lässt  sich  für  grosse  Werte  von  n  dieses  Integral  direct 
auswerten,  und  durch  passende  Verfügung  über  die  noch  völlig  will- 
kürliche Grösse  r  in  die  Form  bringen  ((12),  S.  107): 

R" 

a — ~  , 

V" 

wo    a   von  n  unabhängig  ist  und  R  den  absoluten  Betrag  („Modul"   bei 

Cauchy)  der  Grösse: 

nj(x-+-t) 

'>  = 1 

für  denjenigen  complexen  Wert  von  t  bedeutet,  für  welchen  dieser 
Bruch  ein  Maximum  maximorum  wird,  d.  h.  den  grössten  Wert  sowohl 
hinsichtlich  r  wie  o  erhält  (t  =  re'»'). 

Dieser  Wert,  den  Cauchy  den  „Hauptmodul  von  ^j;"  nennt,  ent- 
spricht, wie  Cauchy  ((12),  S.  109)  bemerkt,  einer  gewissen  Wurzel 
der  Gleichung: 

^  =  0. 

dt 


22.  Die  Reihe  von  Lagrange.     23.  Die  Tnriner  Abhandlungen.       17!) 

Hiernach  ist  „die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Glied  S„  convergent  oder 
divergent,  jenachdem  der  „module  principalc"  von  ']>  grösser  oder  kleiner 
als   1   ist." 

Somit  ist  eine  Bedingung  gefunden,  die  sich  der  gegebenen  Gleichung 
selbst  entnehmen  lässt.  —  Man  kann  dieselbe  übrigens,  wie  Cauchy 
später  in  ((IG)  oder  (17),  S.  279)  bemerkt  hat,  auf  folgende  Form 
bringen : 

Das  Ergebnis  der  Elimination  von  h  aus: 

F(z,.  h)  =  z— X  — hä3(z)  =  0 
und : 

F'(z)  =  0 

liefert  den  Grenzwert  x,  für  den  die  Lagrange 'sehe  Reihe,  die  der  ge- 
gebenen Gleichung  genügt,  aufhört  zu  convergireu.  Der  Ursprung  des  be- 
rühmten Satzes  von  Cauchy  über  den  Convergenzkreis  kann  hiernach 
auf  jene  wenig  bekannte  Abhandlung  (12)  zurückgeführt  werden. 

Die  anschliessende  Abhandlung  (13),  in  der  man  die  Wurzel  z 
jener  Gleichung  in  die  Lagrange'sche  Reihe  entwickelt  findet,  ist  bemer- 
kenswert wegen  des  Entwicklungs-Verfahrens,  das  weder  den  Taylor'- 
schen  Satz  noch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  verwendet, 
sondern  an  die  elementare  Reihe  für  den  Logarithmus  anknüpft. 

23.  (14)  bis  (19).     Die   Zeit,  die  zwischen  den  vorigen  und   den  ^^^^^^X," 
nächsten  Publicationen   lag,    hatte  Cauchy   eine  unfreiwillige  Müsse   ge-      ^*^"' 
währt,    in  der   die   Sätze   über   Convergenz   der   Reihen,   vielleicht  seine 
bedeutendste  Leistung,  gereift  sind.    Durch  die  Julirevolution  war  Cauchy, 

ein  warmer  Anhänger  der  Bourbons,  zur  Flucht  aus  der  Hauptstadt  und 
zu  mehrjährigem  Aufenthalt  im  Ausland,  erst  in  Turin,  dann  in  Prag, 
gezwungen  worden.  Die  Untersuchungen  aus  dieser  Zeit  haben  deshalb 
keine  ordnungsmässige  Publication  erfahren.  Diejenigen  über  Reihen  er- 
schienen zunächst  in  drei  lithographirten  Abhandlungen:  Memoire  sur  la 
mecanique  Celeste  et  sur  un  nouveau  calcul,  appele  calcul  des  limites 
1831 — 33,  denen  sich  zwei  andere  lithographirte  Abhandlungen:  sur  le 
calcul  des  residus  et  le  calcul  des  limites,  Turin  1831 — 32  anreihen. 
Diese  Abhandlungen,  auf  die  Cauchy  später,  namentlich  in  den  Exer- 
cises  d'analyse,  wo  er  Auszüge  (17)  (18)  aus  denselben  giebt,  immer 
wieder  zurückverweist,  sind  uns  sämtlich  unzugänglich  gewesen.  Auch 
Valson,  dem  Biographen  Cauchy's,  scheinen  sie  (nach  seinen  nicht 
ganz  übereinstimmenden  Citaten  zu  urteilen)  nicht  alle  vorgelegen  zu 
haben.  Sogar  zur  Zeit  ihres  Erscheinens  müssen  sie  nach  Paris  teilweise 
nur  in  wenigen  Exemplaren  gekommen  sein,  weil  noch   1837  sich  Sturm 
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und  Liouville  (C.  R.  IV,  p.  724)  beklagen:  „le  memoire  de  1833  ne 
nous  est  point  parvenu;  il  ne  parait  pas  meme,  qu"aucun  des  principaux 
geometres  de  Paris  ait  re^u  ce  memoire".  Einen  ersten  Bericht  über 
seine  Resultate  hat  Cauchy  der  Pariser  Academie  im  IV.  Band  der 
Comptes  rendus  in  Form  von  Briefen  an  verschiedene  Mitglieder  vor- 
gelegt. Ausführungen  sind  dann  in  den  ersten  Bänden  der  Exercises 
d"analyse  („Nouveaux"  Exercises)  1840 ff.  erschienen,  wo  der  wesent- 
liche Inhalt  der  Turiner  Abhandlungen  mit  der  einen  Abänderung  repro- 
diicirt  wird,  dass  neuerdings  Cauchy  neben  der  Stetigkeit  der  in  eine 
Reihe  zu  entwickelnden  Function  (was  ihm  noch  1837  genügt  hatte) 
auch  diejenige  der  ersten  Derivirten  fordert  (Ex.  d'analyse  I.  p.  32  und 
II.  p.  50),  ohne  indessen  doch  von  der  Notwendigkeit  dieser  Forderung 
ganz  durchdrungen  zu  sein."     Hiervon  weiter  unten  (Nr.  36). 

Ueber  die  vorerwähnte  Serie  von  Arbeiten  Cauchy 's,  auf  deren 
Inhalt  er  selbst  später  in  vielfach  variirter  Form  immer  wieder  zurück- 
kommt, glauben  wir  ausführlicher  berichten  zu  sollen,  teils  wegen  ihrer 
Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  teils  um  die 
Modificationen  und  ErAveiterungen,  welche  die  vorgetragenen  Sätze  später 
von  anderer  Seite  erfahren  haben,  ins  Licht  setzen  zu  können. 

Den  Fundamentalsatz   der  Cauchy' sehen  Reihentheorie    enthält  die 
Note  (14)  in  den  Comptes  rendus  von   1837.     Der  Satz  lautet  in  wört- 
licher Uebertragung  des  Textes: 
per  Satz  24.     „Eine  Function  y  ist  in  eine  aufsteigende  Potenzreihe  nach  x 

über  den 

Convergenz- entwickelbar,  solange  der  Modul  [absolute  Betrag]  von  x  kleiner  ist  als  der, 

bereich  einer 

Poteuzreihe, f ür  den  die  Function'-   [_oder  ihre  erste  Derivirte",  spätere  Fassung  (18)] 

die  eine  ge- 

gebeneFunc-„aufhört,  endlich  und  stetig  zu  sein."     Hierfür  werden  in  der  Turiner  Abb. 

tion  darstellt.' 

von  1832  (Liouv.  Journ.  XI,  S.  313,  1846)  die  Beispiele  cosx,  e^  ange- 
zogen, die  in  allenthalben  convergente  Reihen  nach  aufsteigenden  [ganzen] 
Potenzen  von  x  entwickelbar  sind,  ferner  (l-j-x)^,  1/1  —  x  etc.,  für  die  der 
Modul  <::il  sein  muss,  wenn  die  Reihen  convergiren  sollen:  e'l^,  cos(l/x), ... 
die  überhaupt  nicht  in  dieser  Weise  entwickelbar  sind.  In  (14)  definirt 
nun  weiter  Cauchy  —  mit  einem  Hinweis  auf  den  Cours  d'analyse,  der 
übrigens  nicht  ganz  zutrifft,  weil  die  Fassung  dort  einen  wesentlichen 
Punkt  übersieht  — :  „  Stetig  ist  eine  Function  in  gegebenen  Grenzen,  wenn 
innerhalb  derselben  jedem  Werte  der  Variabein  ein  einziger  und  end- 
licher Werth  der  Function  zugehört,  und  dieser  sich  mit  der  Variabein 
allmählich  ändert.  Eine  Function,  die  nicht  unendlich  wird,  wird  daher 
unstetig  nur,  wenn  sie  vielfach  wird  („en  devenant  multiple").  Die 
Wurzel  einer  Gleichung,  die  von  einem  Parameter  abhängt,  den  die  Glei- 
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chung  enthält,  hört  also  [?]  im  Allgemeinen  nur  dann  auf,  eine  stetige 
Function  desselhen  zu  sein,  wenn  sie  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 
wird.  Ich  nenne  Hauptwerte  (valeurs  principales)  die  Werte  des  Para- 
meters, für  Avelche  die  Gleichung  mit  ihrer  abgeleiteten  gemeinsame  Wur- 
zeln hat.  Demnach  ist  jede  Wurzel  entwickelbar  nach  aufsteigenden 
Potenzen  des  Parameters,  solange  der  Modul  desselben  unterhalb  des  Mo- 
duls aller  Ilauptwerte  bleibt.  Dieses  Theorem  ist  bereits  in  meiner  Tu- 
riner Abhandlung  von  1832  enthalten". 

Man  sieht,  es  handelt  sich  hier  nicht  mehr,  wie  noch  in  (Ti),  um 
jene  eine  nach  der  Lagrange'schen  Reihe  entwickelbare  Wurzel  einer 
Gleichung,  sondern  um  alle  impliciten  Functionen. 

Von  dem  weiteren  Inhalt  der  Note  berichten  wir  weiter  unten  (Nr.  27). 

(17)  (18).  Der  Wert,  den  Cauchy  diesen  Sätzen  und  Begriffen 
beimass,  drückt  sich  in  den  Worten  aus:  „ils  reduisent  la  loi  de  conver- 
gence  ä  la  loi  de  continuite"  (Einleitung  zu  (17)).  Er  versteht  darunter 
die  Erkenntnis,  dass,  wenn  eine  Function  x  implicit  gegeben  ist  durch 
die  Gleichung  f  (x,  t)  ;=:  0,  die  Entwicklung  derselben  nach  t,  solange  sie 
convergirt,  eine  Wurzel  der  Gleichung  wirklich  darstellt,  sofern  über- 
haupt f(x,  t)  selbst  eine  in  dem  betrachteten  Wertgebiet  eindeutige,  stetige 
Function  ist  ((18),  (19)  Einleitung  §  1). 

25.  Der  Beweis  des  ersterwähnten  Haupttheorems  gründet  sich  auf  Der  satz 

vom  isotro- 

einen  Mittelwertsatz  (17),  den  man  als  den  Vorläufer  des  Satzes  über  se-  pen  Mittel 

^  und  die 

schlossene  Integrationswege  (s.  oben  Nr.  1 8)  ansehen  kann,  und  der  aussagt, camhysche 

"^  '  Integral- 

dass  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Werten,  die  eine  Function  f(z)  auf  derformei:  Be- 
weis des 
Peripherie  eines  Kreises  um  den  Ursprung  der  imaginären  Ebene  als  Mittel-convergenz- 

theoreras. 

punkt  (z  =  re'^)  annimmt"^),  denselben  Wert  behält,  wenn  man  den  Ra- 
dius dieses  Kreises  innerhalb  solcher  Grenzen  r^  und  R  sich  ändern  lässt, 
dass  innerhalb  dieses  Kreisrings  f(z)  und  die  erste  Derivirte  f'(z)  nicht 
aufhören  stetig  [eindeutig]  und  endlich  zu  sein.  Gilt  dies  für  f(z)  und 
f'(z)  in  den  Grenzen  0  und  R,  so  ist,  über  den  Kreis  R  integrirt: 

1)  J"^"f(z)dcp=27tf(0), 

—71 

woraus  weiter  folgt  (für  |x|  ^  |z|): 

*)  Dieses  Mittel,  „la  moyenne  isotropiqiie"  9Jt  der  späteren  Aufsätze  von 
Cauchy,  wird  in  der  Potentialtheorie  (vergl.  Pockels,  Ueber  die  partielle 
Differentialgleichung  A-u+k-u  =  0,  III.  Tl.  (S.215))  durch  den  Mittelwert  der 
Potentialfunction  auf  einer  Kugel  ersetzt.  Der  Satz  hat  in  beiden  Theorien 
denselben  Inhalt.    S.  unten  IV.  A. 
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Die  Beziehung  2)  rechts,  die  den  Mittelwertsatz  auf  einen  beliebigen 
Punkt  X  der  Ebene  überträgt,  hat  den  Namen  der  Cauchy'schen  Integral- 
formel erhalten  (vgl.  z.  B.  Serret-Harnack,  Diff.  und  Int.-Rechn.  II, 
§  500).  Man  erhält  andererseits,  wenn  ausser  f(z),  f  (z)  auch  noch  die 
2.,  3.,  ...  nte  Derivirte  f(")(z)  in  jenem  Kreise  stetig  und  endlich  bleiben, 
durch  fortgesetzte  partielle  Integration: 

2-f(°)(0) 


3)  f'^^<l,  =  J,fV.(z)d,= 


Den  BeAveis  der  Mittelwertformel  1)  führt  Cauchy  in  (17)  und  (18)  ver- 
schieden; in  (18)  erst  für  ganze  Functionen  f(z)  mit  den  gewöhnlichen 
Hülfsmitteln  der  Integralrechnung,  dann  für  stetige  überhaupt;  wir  gehen 
darauf  nicht  ein.  Um  zu  dem  Convergenztheorem  selbst  zu  gelangen, 
schliesst,  in  die  heutige  Ausdrucksweise  übertragen,  Cauchy  dann  weiter 
so  (Einleitung  zu  (18)): 

Der  absolute  Betrag  |f(z)|  von  f(z)  nimmt  auf  der  Peripherie  jenes 
Kreises  R  irgendwo  einen  Maximalwert  max  jf(z)|  an.  Gesetzt  nun, 
es  bestehe  die  Mac  Laurln'sche  Entwicklung  von  f(x)  nach  Potenzen 
von  X  innerhalb  dieses  Kreises,  also  für  jx|  <  |z|,  so  lässt  sich  von  dem 
Coefficienten  der  nten  Potenz  von  x:  l/n!f(")(0)  wegen  3)  behaupten, 
dass  er  dem  Modul  nach  kleiner  ist  als: 

-, — —  .max|f(z)|. 
|z|°  '  ^  ^' 

Daher  ist  der  Modul  des  nten  Terms  der   Entwicklung  kleiner  als: 

X     i" 

—  j  .max|f(z)|; 
z    I 

der  Rest  der  Reihe  überschreitet  also  nicht  die  Grösse: 

X  1°  1 

—    •max|f(z)|.- 


1  — 


X 

z 

und  demnach  convergirt  die  Reihe  noch  innerhalb  jedes  Kreises,  dessen 
Halbmesser  kleiner  Ist,  als  derjenige,  auf  dessen  Peripherie  eine  Stelle 
liegt,  für  die  max|f(z)|  selbst  einen  Maximalwert  annimmt,  der  also  bis 
zur  nächsten  „Verzweigungsstelle"  reicht.  Die  Frage,  wie  sich 
die  Reihe  verhält,  wenn  man  den  Kreis  über  diese  Stelle  hinaus  aus- 
dehnt, wird  jedoch  nicht  erörtert. 

Den  Beweis  für  die  Mac  Laurin'sche  Form  der  Potenzreihe  führt 


25.  Der  Satz  vom  isotropen  Mittel.     26.  Potenzreihen.  183 

Cauchy  dadurch,  dass  er  in  Formel  2)  auf  der  recliten  Seite  unter  dem 
Integralzeichen  l/(z — x)  in  eine  Potenzreihe  nach  x/z  entwickelt  und  dann 
die  Formel  3)  anwendet. 

Eine  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  für  den  Fall,  dass  jene 
Voraussetzung  über  f(z)  nicht  erfüllt  ist,  hat  Cauchy  zugleich  mit  der  An- 
zeige des  Laurent'schen  Satzes  gegeben  (s.  unten  Nr.  33). 

26.     Die   Abhandlung  (18)   geht  dann   näher   auf  die  Entwicklung  Potenzrei- 

"^      heil  für 

impliciter  Functionen  ein.     Liegt  die  Gleichung  vor:  impUcite 

Functionen 

f(x,y)  =  f(x,b  +  z)  =  0,     wo     f(0,l.)  =  0 

ist,  so  entwickelt  Cauchy:  a)  eine  Wurzel  y  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  (y  =  b);  ß)  die  Summe  von  m  solchen  Wurzeln  y;,  für  welche 
die  Moduln  der  zugehörigen  Werte  von  z  [wir  bezeichnen  sie  mit  |z|] 
unterhalb  einer  Grenze  Z  liegen;  endlich  -i")  die  Summe  von  m  gleich- 
artigen Functionen  F(x,  y;)  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x,  alles 
unter  der  Voraussetzung,  dass  f(x,  b-j-z)  —  im  letzten  Fall  auch 
F(x,  b-f-z)  —  endlich  und  stetig  ist  für  |xj  <CX,  |z  <;  Z;  ferner,  dass, 
wenn  j  C|  =  Z,  das  Verhältniss : 

X(x,b-4-C)        ^^^^        ,    ._  Öf(x,y) 

ist,  innerhalb  der  Grenze  |x]<;X  in  eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen 
von  X  entwickelbar  ist.  Man  erhält  zunächst,  z.  B.  für  y,  ein  nach  x 
zu  entwickelndes  bestimmtes  Integral: 

'^~   27t   J    ^^  ^^'    f(x,b+0      " 

WO  C  iiiif  dein  Kreise  vom  Halbmesser  Z  zu  führen  ist. 

Das  nte  Glied  dieser  Entwicklung,  das  man  durch  die  Entwicklung 
von  y_/f  erhält,  heisst: 

x"    1    p„  ö".  r  xM-K)_       1 


n!      2tz    J  öi; 


wo  zu  z  =  C?  X  ^  ?  gehört. 

Alle  diese  Beziehungen  beruhen  auf  einem  Satze,  der  die  Bedingung 
angiebt,  unter  der  die  Gleichung  f(x,  b+z)  =  0  ebensoviele  Wurzeln  z 
in  der  Nähe  des  Wertes  z  =  0  (genauer,  in  dem  Kreise  Z)  enthält,  als 
die  Gleichung  f(0,  b  +  z)  =  0  Wurzeln  z  in  der  Nähe  von  z  =  0  (dem- 
selben Kreis)  besitzt;  Bedingungen,  die  im  Wesentlichen  den  Umfang  von 
|xj  dahin  begrenzen,  dass  eben  der  Quotient  1)  noch  in  eine  Potenz- 
reihe ^(x)  (d.  h.  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x)  entwickelbar  ist. 


184  II-    Begründung  einer  Theorie  der  Functionen.    C.  Cauchy. 

Anwendung  27.     Bevor  wir  von  den  weiteren  Schritten  berichten,  die  Cauchy 

auf  die 

Theorie   und  jüngere  Landsleute  von  ihm  in  der  Vervollkommnung  seiner  Theorie 

der  alge-  ^ 

braischen  machten,   ist   es  nöthig,   der  Anwendungen  zu  gedenken,   durch  die  der 
gen,  insbes.  Erfinder  die  Brauchbarkeit  seiner  Sätze  darzuthun  bemüht  war,   und  auf 

solche  mit  i     .    ,.   ,         .   i  .  -n-  i      i         i 

nur  reellen  die  Cr  augenschomlich  nicht  geringen  Wert  legt,  da  er  immer  wieder 
darauf  zurückkommt.  Neben  Aufgaben  der  angewandten  Mathematik,  so 
namentlich  auf  dem  Gebiete  der  Astronomie,  auf  die  wir  hier  nicht  ein- 
gehen wollen,  richtet  sich  sein  Augenmerk  namentlich  auf  die  Auflösung 
der  gewöhnlichen  algebraischen  Gleichungen  durch  Reihenentwicklung. 
Unter  Einführung  eines  willkürlichen  Parameters  t,  der  später  den  Wert  1 
erhält,  kann  man  jeder  Gleichung  die  Form  geben: 

7:(z)  —  tcj(z)  =  0, 
so  dass  jetzt  eine  Reihenentwicklung  von  z  nach  Potenzen  von  t  Platz 
greifen  kann.  Liegen  alle  „valeurs  principales"  (s.  oben  Nr.  24)  von  t  ausser- 
halb eines  Kreises  vom  Halbmesser  1,  so  darf  man  t=  1  setzen  (14),  (15), 
ohne  dass  die  Reihe  aufhört  zu  convergiren,  während,  wenn  sie  alle 
innerhalb  dieses  Kreises  liegen,  die  Entwicklung  nach  1/t  zu  erfolgen  hat. 

Einen  dieser  Versuche,  der  bezeichnend  ist  für  die  Wendungen, 
durch  die  Cauchy  die  erwähnte  Frage  seiner  Methode  zugänglich  macht, 
wollen  wir  näher  betrachten.  Es  handelt  sich  in  (15)  um  eine  alge- 
braische Gleichung  nten  Grades  f(x)  =  0  mit  lauter  reellen  ungleichen 
"Wurzeln,  sonst  übrigens  allgemeinen  reellen  Coefficienten ;  nur  der  von  x° 
ist  ^1.  Um  convergente  Entwicklungen  für  die  Wurzeln  zu  finden,  be- 
trachtet Cauchy  zunächst  die  Gleichung: 

1)  f(x)_pi^O, 

wo  p  eine  reelle  Grösse  ist,   i  =  ']] — 1.     Setzt  man  hier  x  =  1/z,    so 
kommt 


n  n 

]/9(z)  =  aj(z)  =  zypi 


oder: 

n  n 

z 

T* 

Die  Gleichung  Xra(z)^z  hat  aber  die  Lagrange'sche  Form,  gestattet 
also  die  Anwendung   der  Lagrange'schen  Reihe,    die,    wenn    man    die 


n  Wurzeln  der  Gleichung  1/X  =  |/pi  benutzt,  für  genügend  kleine  X, 
also  grosse  p,  sämtliche  n  Wurzeln  von  1)  in  Reihen  nach  aufsteigen- 
den Potenzen   von  X  = ergiebt.     Setzt  man  jetzt  p  =  k' — k  und 
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zieht  k'i  zu  f(x),  so  sind  andererseits  (Nr.  24)  die  n  Wurzeln  der 
Gleichung: 

2)  i.f(x)  +  k'  =  k 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  k  entwickelbar  (ebenfalls  etwa 
mittelst  der  Reihe  von  Lagrange),  Avenn  die  Verzweigungswertc  der 
linken  Seite  grössere  Moduln  haben,  als  k.  Aber  diese  Verzweigungs- 
werte bestimmen  sich  mit  Hülfe  von  f'(x)  =  ü.  einer  Gleichung  mit 
reellen  Wurzeln,  wenn  f(x)  =  0  lauter  solche  hat.  Daher  sind  die  ver- 
schiedenen Werte,  die  vermöge  dieser  reellen  Wurzeln  die  Grösse; 

]/f^x)^P 
annimmt  (also  die  Moduln  der  Verzweigungswerte  des  Ausdrucks 
if(x)-[-k'  für  k'  =  k)  grösser  als  k.  Die  ersten  Glieder  dieser  Ent- 
wicklungen von  X  nach  k  aus  2),  welche,  wenn  man  k'  =  k  setzt,  die 
n  Wurzeln  der  Gleichung  f (x)  =  0  darstellen ,  werden  mit  denen  der 
Wurzeln  von  1)  nach  p^l"  für  p  =  k' =  k  übereinstimmen.  —  Diese 
Methode,  die  übrigens  die  reellen  Wurzeln  in  zunächst  imaginärer  Ge- 
stalt giebt,  ist  überhaupt  auf  die  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  mit 
reellen  Coefficienten  anwendbar,  versagt  aber  bei  den  imaginären  Wur- 
zeln. Die  Surrogate,  die  Cauchy  für  diesen  Fall  entwickelt  (deren 
eines  z.  B.  auf  die  Spaltung  der  Gleichung  in  vier  andere  mit  Wurzel- 
gruppen von  besonderen  Eigenschaften  hinausläuft),  scheinen  ihm  selbst 
nicht  zu  genügen  (1.  c.  p.  820).  Erst  das  Theorem  von  Laurent  (29) 
hat  diesem  Bemühen  ein  Ziel  gesteckt. 

Zunächst  ist,  wohl  im  Zusammenhang  mit  der  eben  erörterten  Ge- 
dankenfolge, die  grosse  Arbeit  (19)  entstanden,  die  sich  im  wesentlichen 
mit  Gleichungen  beschäftigt  von  der  Form: 

w(x)  =  t, 
wo  75  (x)  eine  gebrochene  rationale  und  reelle  Function  von  x  ist. 

In  Bezug  auf  x  aufgelöst  kann  eine  solche  Gleichung  für  ein  reelles 
t  nur  unter  gewissen  Bedingungen  bloss  reelle  Wurzeln  haben:  Es  dürfen 
sich  1.  die  Grade  von  Zähler  und  Nenner  höchstens  um  eine  Einheit 
unterscheiden.  2.  Die  Linearfactoren  von  Zähler  und  Nenner  müssen 
reell  und  ungleich  (nicht  „egales",  p.  110  1.  c.)  sein  und,  der  Grösse 
nach  geordnet,  abwechselnd  dem  einen  und  dem  anderen  Polynom  ange- 
hören, u.  s.  w. 

Die  Richtigkeit  dieser  und  der  Zwischensätze,  die  zu  ihnen  hinleiten, 
sind,  wenn  man  obige  Gleichung  durch  eine  Curve  darstellt,  geometrisch 
so   evident  und   die  Sätze   alsdann   teilweise   so    trivial,    dass   man  sich 
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wundert,  dass  Caucliy  auf  diese  Interpretation  nicht  wenigstens  aufmerk- 
sam gemacht  hat. 
Wurzeln,  die         28.     Vou  Wichtigkeit    dagegen   für    die   allgemeine  Theorie  ist  der 
verzwe?-  im  Eingänge  dieser  Abhandlung  (19)  bewiesene  Satz:  Wenn  vermöge  einer 

guDgs-  (kri-  ^ ,    .   , 

tischen)    Gleichung: 

Punkt  zu-  y,        ,^  /-. 

sammenge-  -T  (^X,    t^  II, 

fallen  sind.  ^^  ^  ^^^  ^^  Allgemeinen  stetige  Function  von  x  und  t  ist,  einem  Wert 
von  t  ein  oder  mehrere  Werte  von  x  entsprechen,  so  entsprechen 
einem  benachbarten  Wert  von  t  ebensoviele  ]Sachbar werte  von  x,  als 
vorher  Wurzeln  zusammengefallen  waren.  Der  Beweis  dieses  Satzes 
(der  dem  oben  Nr.  26  erwähnten  verwandt  ist)  wird  auch  in  heutigen 
Lehrbüchern  (z.  B.  Briot  et  Bouquet,  Theor.  des  fonct.  ellipt.  2.  ed. 
p.  31)  nach  'Cauchy  reproducirt.  Man  erkennt,  wie  nahe  er  mit 
dieser  Bemerkung  an  den  Untersuchungen  war,  die  später  Puiseux  aus- 
führte. 
Der  Satz  29.    Wir  woUen  Cau  chy's  Anwendungen  seiner  Theorie  auf  die  Al- 

zahi  der   gebra  nicht  verlassen,  ohne  an  den  schon  erwähnten  grundlegenden  Satz 

Wurzeln  in  ■,,-,■•  /-ii-ii-- 

einem abge- ZU  erinnern,  der  die  Anzahl  der  in  einem  geschlossenen  Gebiet  der  imagi- 
Gebiet  der  näron  Ebene   gelegenen  Wurzeln   einer  algebraischen  Gleichung  f(z)  =  0 

imaginären  n       -n         i- 

Ebene,  bestimmt.  Ist  f(x-)-iy)  =  t-f-iu,  wo  t,  u  reelle  Functionen  von  x,  y 
sind,  so  drückt  sich  jene  Anzahl  durch  die  halbe  Differenz  der  Zahl  der 
Zeichenwechsel  aus,  welche  beim  Durchgang  durch  Null  in  der  einen  und 
in  der  anderen  Richtung  stattfinden,  wenn  das  Verhältnis  u/t  die  Werte- 
reihe längs  der  Begrenzung  des  Gebietes  durchläuft. 

Dieser  Satz  enthält  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  als  Corollar. 
Ueber  den  ursprünglichen  Beweis  des  letzteren,  der  auf  der  Integration 
durchs  Imaginäre  beiiiht  (s.  oben  Nr.  9),  berichtet  Valson  (La  vie  et 
les  travaux  du  Baron  Cauchy,  T.  11.  p.  S4)  aus  den  Turiner  Abhand- 
lungen (1831).  Später  hat  ihn  Cauchy  durch  den  calcul  des  indices 
(Journ.  ecole  polyt.  Cah.  25,  1837)  auf  rein  algebraische  Grundlage 
gestellt. 
Die  ver-  30.     Die   Vorlesuiigen   Cauchy's,   von  Moigno  herausgegeben   (6), 

punkte°be- enthalten  in  T.  I,  legons  17.  18.  Auszüge  eines  begeisterten  Schülers  aus 
Schwierig-  den  oben  besprochenen  Arbeiten.  Es  gilt  auch  für  sie  —  was  an  des 
Meisters  eigener  Formulirung  auszustellen  ist  — ,  dass  nämlich  hinsicht- 
lich der  Convergenzkriterien  ein  Unterschied  zwischen  „kritischen"  (Ver- 
zweigungs-)Puiikten  und  Polen  (Unendlichkeitspunkten),  s.  oben  NN.  17. 
24,  der  impliciten  Functionen  nicht  gemacht  wird.  In  dem  Bestreben, 
seine    Voraussetzungen    möglichst    allgemein    zu    halten,     unterlässt    es 
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Cauchy,  besonders  auf  die  algebraischen  Functionen  einzugehen,  die  zu 
dieser  Unterscheidung  geführt  hätten,  wiewohl  die  Anregung  auch  hierzu 
niclit  fehlte.  Lamarle  (28)  findet  nämlich  Cauchy's  Formulirung  der 
Stetigkeitsbedingung  in  (14)  für  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  in 
eine  Reihe,  die  nach  ganzen  Potenzen  aufsteigt,  nicht  hinreichend.  Er 
sieht  den  Grund  dafür,  dass  z.  B.  f(x)  =  x^  nicht  in  dieser  Weise  dar- 
stellbar ist,  in  einer  Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  f(x)  längs  irgend 
einer  von  dem  Ursprung  ins  Unendliche  gehenden  Linie  [einem  „Verzwei- 
gungsschnitte"  der  Riemann'schen  Fläche].  Wenn  man  x  =  re''^'  setzt, 
so  nimmt  f(x)  einen  anderen  Wert  in  cp  =  0,  wie  in  cp  =  27r  an.  Der 
Begriif  der  Stetigkeit  verlange  also  eine  Modification.  Cauchy  (Liouv. 
Journ.  XI,  p.  317,  184G)  verweist  dagegen  auf  eine  von  ihm  schon  ge- 
gebene modificirte  Fassung  dieses  Begriffs  (C.  R.  XVIII,  S.  116,  §111, 
1844),  wo  Stetigkeit  sowohl  hinsichtlich  des  Moduls,  als  auch  des  Ar- 
guments verlangt  wurde  (wo  auch  zum  ersten  mal  das  Integral  längs  einer 
Unstetigkeitslinie  auftritt,  welches  die  Stelle  des  Residuums  im  Falle  von 
Unstetigkeitspunkten  ersetzt).  Cauchy  zeigt  aber  zugleich  an  dem  Bei- 
spiel f(x)  =  (l-t-x)pl4,  dass  Unstetigkeit  des  Arguments  nicht  (wie  dies 
Lamarle  behauptet  hatte)  nothwendig  die  Entwickelbarkeit  nach  ganzen 
Potenzen  von  x  in  Frage  stelle. 

Eine  Aufklärung  aller  dieser  Verhältnisse  gab,  soweit  sie  nicht  schon 
in  Cauchy's  Abhandlung  (16),  über  die  wir  sogleich  berichten  werden, 
enthalten  war,  erst  Puiseux,  indem  er  zeigte,  dass  die  Entwicklung  einer 
Function  von  x  in  einem  kritischen  Punkt  (Verzweigungspunkt)  x  =  a, 
wo  zwei  oder  mehrere  Functionswerte  zusammen  gefallen  sind,  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  x — a  fortschreitet. 

31.     (16).  Inzwischen  hatte  jedoch  Cauchy  selbst  noch  von  einer  Die  Fiiuiie 

der  Moduln 

anderen  Seite  her  in  wirksamster  Weise  der  Theorie  von  Puiseux  den  des  Para- 
meters in 

Weg  geebnet.  Die  Abhandlung  (16)  entwickelt  für  die  Abhängigkeit  von  einer  Glei- 
chung und 

t  und  z,  zwischen  denen  die  Gleichung  besteht:  ihreNiveau- 

curven.  Eut- 
n(z)-l-tC5(z)  =  0  Wicklung 

nach  ge- 

(wo  n  und  53  ganze  Functionen  sind),  ein  neues  geometrisches  Bild,  das  brochenen 

^  °  /:>  o  Potenzen, 

entsteht,   indem  man   den  Modul  T  von  t   über  der  imaginären  z-EbeneGiieder  mit 

nettativen 

als  Lot  aufträgt.      Es  entsteht  so  eine    krumme  Oberfläche,    deren  Hori- Exponenten, 
zontalschnitte  constanten  Werthen  von  T  entsprechen.    Projicirt  man  diese 
Schnitte   in   die  z-Ebene,    so   entsteht   ein  Curvensystem   mit  dem  Para- 
meter T: 

n(x-f-iy) 


T  =  mod 


cj(x  +  iy) 
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Den  Grenzwerten  0  und  oo  von  T  entsprechen  die  durch  0^0  und 
tn  =  0  definirten  Punkte.  Bei  wachsendem  T  entwickehi  sich  aus  den 
ersteren  sie  umschliessende  Ovale.  Diese  dehnen  sich  aus,  vereinigen  sich 
und  zwar  immer  dann,  wenn  t  einen  der  „Hauptwerte"  (s.  ohen  Nr.  24) 
annimmt,  wobei  Doppel-  oder  mehrfache  Punkte  an  den  Vereinigungs- 
stellen entstehen,  „Kreuzungsp unkte",  wie  sie  später  F.  Klein  (Rie- 
mann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale,  Leipzig 
1882)  genannt  hat,  die  dann  also  Verzweigungswerten  von  z  entspre- 
chen. Dann  schnüren  sich  wieder  Ovale  ab,  die  sich  zuletzt  auf  die 
durch  m^O  dargestellten  Punkte  zusammenziehen.  Das  einem  gege- 
benen Wert  von  T  entsprechende  System  von  Curven  giebt  nun  Anlass 
zu  einer  Gruppirung  der  Wurzeln  in  solche,  die  sich  einzeln,  und  solche, 
die  sich  nur  in  einer  symmetrischen  Gruppirung  mit  anderen,  welche 
demselben  Oval  angehören,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  z  entwickeln 
lassen.  Cauchy  bemerkt,  dass  zwei  oder  mehrere  Zweige  von  T  =  const. 
sich  in  den  Kreuzungspunkten  unter  gleichen  Winkeln  begegnen,  und  dass, 
wenn  man  t  =  e^+^'  setzt,  die  Curven  S  =  const.  und  P  =  const.  sich 
allenthalben  rechtwinklig  schneiden.  Er  erwähnt,  dass  in  dem  Fall,  wo 
n(z)  von  niedrigerem  Grad  in  z  ist,  als  C5(z),  man  auch  die  für  t  =  0 
unendlich  gross  werdenden  Wurzeln  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  t  entwickeln  könne,  dass  aber  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
mit  negativen  Exponenten  vorausgehen  müsse.  —  Er  bemerkt  ferner, 
dass,  falls  eine  der  Gleichungen  Fl  =  0,  €5  =  0  gleiche  Wurzeln  hat, 
eine  Entwicklung  von  z  nach  auf-  bezw.  absteigenden  Potenzen  von 
t^l™  stattfindet,  die  wieder  je  inner-  oder  ausserhalb  eines  Kreises  con- 
vergirt,  der  den  nächsten  „Hauptwert"  aus-  bezw.  einschliesst  (1.  c.  p.  779). 
Den  Uebergang  von  der  Gleichung  mit  linear  auftretendem  Parameter  zu  der 
allgemeinen  Gleichung  f(t,  z)  =  0  macht  Cauchy  in  der  oben  erwähnten 
Abhandlung  (C.  R.  XVHI.  1844)  „Sur  les  fonctions  continues".  Aber 
wie  hier  so  ist  auch  in  allen  späteren  Arbeiten  von  Cauchy  für  die 
tiefere  Einsicht  hinderlich,  dass  er  sich  auf  die  Entwicklung  von  z  nach 
Potenzen  von  t  und  von  1/t  (statt  nach  solchen  von  t — a)  beschränkt, 
also  überall  den  Mac  Laurin'schen  statt  des  Taylor'schen  Satzes  der 
Darstellung  zu  Grunde  legt  und  so  das  Verhalten  der  Function  im  Ur- 
sprünge des  Coordinatensystems  der  imaginären  Ebene  auszeichnet. 
Divergenz  32.     (21). (SO).      Noch   näher   an   die   volle   Erkenntnis   des   Sach- 

der  Mac  v       /   V       y 

Laurin-    yerhaltos  streift  Cauchy  in   der  Note  (21),    die  er   aus  Anlass    der  Är- 
schen Reihe  ''  \     /' 

bei  ueber-  i)eit  (30)   von  Chio   veröffentlicht.     Er  verwendet  dort  die  in  (16)  ent- 
schreitung '^     ■^ 
ues Kreises,  wickelte  geomotrische  Darstellung,  um  diejenige  Wurzel  der  Gleichung: 
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1)  a  —  z  + 1 .  cj  (z)  =  0,  ,''"  .^""'' 

J  '  \   /  '  den  nächsten 

Verzwei- 

Avelclie  specicll  die  Reihe  von  Lat?ran<?e  liefert,  und  deren  Entwicklung  ^""«spunkt 

'  0  0  7  O  gg|jj_ 

mit  z  =  aH beginnt,  von  den  übrigen  [die  alle  in  einem  Verzwei- 
gungspunkt in  t  ^  0  zusammenhängen]  zu  unterscheiden.  Er  deluit 
diese  Bemerkung  auf  alle  diejenigen  Entwicklungen  aus,  die  der  Glei- 
chung: 

2)  n(z)+t.ro(z)  =  0 

genügen  und  mit  einer  der  Wurzeln  der  Gleichung  n(z)  =  0  beginnen. 
Chio  hatte  in  seiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Lagrange'sche  Reihe 
(30)  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  nächste  Stelle,  wo  die  Wurzel 
z  =  a  +  t.^(t)  (wegen  der  Bez.  s.  Nr.  2G)  von  1)  mit  einer  der  übrigen 
Wurzeln  zusammenfällt,  nicht  nur  den  Radius  |tj  des  Kreises  liefert,  in- 
nerhalb dessen  die  Entwicklung  convergirt,  sondern  dass  von  diesem 
Modul  |t|  ab,  was  übrigens  auch  Cauchy  schon  in  (12)  bemerkt  hatte, 
Divergenz  eintritt.  Chio  unterlässt  jedoch,  darauf  hinzuweisen,  dass 
Divergenz  nicht  eintritt,  wenn  der  Modul  einen  kritischen  Punkt  über- 
schreitet, in  welchem  zwei  Wurzeln,  die  von  der  entwickelten  verschieden 
sind  (also  anderen  Blättern  der  Ricmann'schen  Fläche  zugehören),  zu- 
sammenfallen. 

Auf  diesen  Umstand  kommt  Cauchy  in  seinem  Referat  (C.  R.  XXXIV. 
S.  311,  1852)  zu  sprechen.  Schon  in  demjenigen  über  die  erste  Abhand- 
lung von  Chio  (C.  R.  XXIII,  S.  496  ff.  1846)  hatte  Cauchy  an  der 
Hand   der  Abbildung,    die   wir   in  Nr.  31    besprochen  haben,    dargelegt, 

dass   bis  zu    der  Stelle,    wo    die    entwickelte  Wurzel  (z  =  aH )   mit 

einer  anderen  zusammenfällt,  diese  Entwicklung  convergirt.  In  dem 
neuen  Referat  hebt  er  hervor,  dass  von  da  ab  dann  aber  auch  Diver- 
genz eintritt.  Er  wendet  diese  Regel  auf  den  von  Lagrange  betrach- 
teten Fall  eines  Polynoms  f x  mit  reellen  Coefficienten  an,  was  ihn  wieder 
auf  die  von  Chio  gegebene  Bedingung  (s.  o.  Nr.  5,  Lagrange)  führt, 
dass  die  Coefficienten  alle  dasselbe  Vorzeichen  besitzen  müssen.  Man  ver- 
gleiche hiermit:  Memoire  sur  Fapplication  du  calcul  infinitesimal  ä  la  de- 
termination  des  fonctions  implicites  (C.  R.  XXXIV,  p.  265),  wo  die  Frage 
der  Entwicklung  solcher  Functionen  in  convergente  Reihen  und  des  Be- 
ginnes der  Divergenz  auf  diejenige  nach  den  Lösungen  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zurückgeführt  wird,  die  gege- 
bene Anfangswerte  besitzen,  also  auf  eine  Aufgabe,  die  in  einer  be- 
rühmten Abhandlung  (Ex.  d' Analyse  I,  p.  327)  Cauchy  bereits  behan- 
delt hatte.  —  Ausführlicher  berichtet  über  die  Arbeiten  Cauchy's   zur 
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Theorie  der  durcli  Differentialgleichungen  definirten  Functionen  Casorati 
(Teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse  (Pavia  1868)  S.  84  ff.). 
Reihennach  33.    Fünf  Und  zwanzig  Jahre  lang  hatte  Cauchy  das  Feld  der  von 

auf-  und  ab-  11    •       i 

steigenden  ihm  1821  SO  glücklich  iuaugurirteu  Functioneuthcorie  fast  ganz  allem  be- 

Potenzen  der  1     .    a 

veriinder-  arbeitet.    Von  1844  an  beginnt  die  Mitwirkung  seiner  Landsleute  bei  Aus- 
liehen. ' 

gestaltung   der  von  ihm  teilweise  noch  unvollendet  gelassenen  Sätze  und 

Begriffe.  Der  Satz  über  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  nach  auf- 
steigenden Potenzen  der  Veränderlichen  in  (14)  bot,  z.  B.  auf  die  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  Parameter  angewandt,  das  Unbefriedigende, 
dass  die  Entwicklung  der  Wurzeln  immer  nur  für  einen  beschränkten  Teil 
der  Ebene  Geltung  hat.  Der  Bereich  erweitert  sich  allerdings,  wenn  man 
anstatt  einer  einzelnen  Wurzel  symmetrische  Functionen  von  Wurzelgruppen 
darstellt,  und  Cauchy 's  Anstrengungen  auf  diesem  Gebiet  zeugen  von 
dem  Wert,  den  er  dieser  Fragestellung  beilegte.  Aber  er  verliess  sie  so- 
fort, als  Laurent  jenen  bekannten  Satz  gefunden  hatte,  der  die  Cauchy'- 
sclie  Theorie  in  einem  so  wesentlichen  Punkt  ergänzt. 

(29)  P.  A.  Laurent  erkennt^  dass  eine  nur  in  einzelnen  Punkten 
unstetige  Function  auch  an  solchen  Stellen  der  imaginären  Ebene,  die  der 
Entwicklung  nach  nur  auf-  oder  nur  absteigenden  Potenzen  unzugänglich 
waren,  eine  Entwicklung  zulässt,  wenn  man  die  gemischte  Darstellung 
nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen  der  Veränderlichen  anwendet.  Wenn 
nämlich  eine  Function  nebst  ihrem  Differentialquotienten  statt  im  Inneren 
eines  Kreises  in  den  Punkten  einer  Kreisringfläche,  deren  Mittelpunkt 
der  Nullpunkt  ist,  stetig  [und  eindeutig]  ist,  so  ersetze  man  das  Integral, 
das  früher  (Nr.  25,  Gl.  2))  auf  dem  Kreisumfang  R  geführt,  den  Wert 
Null  ergab,  jetzt  durch  ein  solches,  das  auf  den  beiden  Grenzkreisen  des 
Rings  (in  entgegengesetztem  Sinne)  geführt  wird,  während  x  einen  Punkt 
im  Inneren  der  Fläche  des  Ringes  bedeutet.  Das  Ergebnis  ist  —  ähn- 
lich abgeleitet  wie  dort  —  eine  im  Inneren  des  Kreisrings  gültige  Entwick- 
lung der  Function  f(x)  nach  gemischten  Potenzen.  Auch  die  Coefficienten 
dieser  Doppelreihe  bestimmen  sich,  wie  früher,  durch  das  „isotrope  Mittel" 
(C.  R.  XVIII,   1844,  p.  989;  XX,   1845,  S.  120). 

Durch   Laurent's   Satz   wird  für  zusammenhängende   Bereiche   der 
ganzen  Ebene  die  Darstellung  jeder  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  Parameter  in  Potenzreihenform  ermöglicht,  und  damit  ein  altes  Pro- 
blem von  Cauchy  erledigt. 
Points  34.     Um  das  Jahr  1851   wii-d  Cauchy  mit  einem  Teil  der  Unter- 

d'anet  und 

lignes  darret  suchungen  von  PuisBux,    Über   die   wir   sogleich   berichten  werden,  be- 

gegenüber  &  J  &  5 

denverzwei-kannt.    Sie  regen  ihn  dazu  an,  in  (22)  die  Integrationswege  in  der  ima 
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ginären  Ebene    für   nicht   eindeutige  Functionen   dadurch  zu   eindeutigen  guugspunk- 

zu  gestalten,   dass  er  von  allen  Punkten  (points  d'arret)  aus,    in  denen  Querschnit- 
ten der  Rie- 

entweder  eine  Wurzel  der  Gleichung  ffu,  zj  =  0,  durch  welche  die  Func-  maiinschen 

°      ^         ^  Fläche. 

tion  u  definirt  ist,  unendlich  wird,  oder  wo  einige  Wurzeln  zusammen- 
fallen, also  sowohl  A^on  den  Polen  Avic  von  den  kritischen  Punkten 
(NN.  17.  24.)  aus  gerade  Linien  ins  Unendliche  zieht,  die  von  dem  Weg, 
auf  dem  das  Integraly  udz  geführt  wird,  nicht  überschritten  werden  dürfen, 
Avenn  dasselbe  stetig  sich  ändern  soll.  Der  ZuAvachs,  den  es  dagegen 
erfährt,  Avenn  der  Integrationsweg,  der  jene  Linien  schneidet,  eine  ge- 
schlossene Curve  ist,  auf  der  ein  Wurzelwert  von  u  wieder  in  sich  selbst 
übergeht,  setzt  sich  aus  EinzelzuAvächsen  zusammen,  die  erstens  aus  In- 
tegralen längs  gerader  Verbindungslinien  zwischen  den  points  d'arret  c, 
c'...  bestehen,  wenn  nämlich  (z — c)u,  (z — c')u,  ...  für  z  =  c,  z  =  c'... 
verschwinden  (vergl.  Puiseux,  Recherches  etc.  §  50),  und  zweitens  aus 
Residuenausdrücken,  die  solchen  points  d'arret  entsprechen,  avo  die  Pro- 
ducte  (z  —  c)  etc.  diese  Bedingung  nicht  erfüllen. 

Diese  Unterscheidung  zAA-ischen  kritischen  und  Unstetigkeitspunkten, 
die  Cauchy  wohl  auch  nur  aus  Puiseux'  Recherches  etc.  §  50  ent- 
lehnt, zeigt  die  Richtung  an,  in  der  sich  nun  die  Theorie  zu  bewegen 
hatte,  um  zu  einer  Unterscheidung  der  Integrale  nach  Gattungen  und  zur 
Bestimmung  ihrer  Periodicität  zu  gelangen.  Die  kurzen  Andeutungen  der 
Note  können  in  dieser  Hinsicht  jedoch  nicht  genügen. 

Der  in  (23)  gegebene  Aiasdruck  für  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Perioden  eines  Integrals  yudz  ist  denn  auch  (AA^elche  Deutung  man  auch 
den  nur  flüchtig  erklärten  Bezeichnungen  beilegt)  mit  der  Riemann 'sehen 
Zahl  nicht  in  Uebereinstimmung  zu  bringen. 

Da  Avir  später  auf  Cauchy 's  ligues  d'arret  nicht  mehr  zurückkom- 
men Averden,  so  mögen  hier  einige  vergleichende  Bemerkungen  Platz 
finden,  die  vorgreifend  von  der  Riemann 'sehen  Fläche  handeln,  mit 
der  sich  mancher  Mathematiker  nicht  so  leicht  befreundet,  AAie  mit  den 
points  d'arret.  Und  doch  bieten  die  lignes  d'arret,  ebenso  wie  die  we- 
sentlich gleich  bedeutenden  „coupures"  von  Hermite  (Journal  f.  Math. 
Bd.  91,  S.  G2),  keinen  gleichwertigen  Ersatz  für  die  „Querschnitte"  der 
Riemann 'sehen   Fläche. 

Die  über  der  imaginären  Ebene  n-blättrig  ausgebreitete  Riemann'- 
sche  Fläche  T  verdankt  ihren  Ursprung  dem  Bedürfnis,  für  die  Func- 
tionszweige  einer  n-wertigen  algebraischen  Function  einen  geometrischen 
Ort  zu  besitzen,  in  welchem  sie  eindeutig  verläuft.  Ueber  denjenigen 
Stellen  der  imaginären  Ebene,   avo  Wurzeln  einander   gleich  Averden,  hat 
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sie  Verzweigungspunkte,  d.h.  Stellen,  wo  zwei  oder  melirere  Blätter 
zusammenhängen,  und  wo  man,  wegen  der  Puiseux'schen  Cyclen,  (unten 
Nr.  42)  diesen  Zusammenhang  sich  als  eine  schrauhenförmige  Verbindung 
(von  jenen  zwei  oder  mehreren  Blättern),  die  in  sich  selbst  zurückläuft,  zu 
denken  hat.  Die  von  einem  Verzweigungspunkt  ausgehende  Selbstdurch- 
setzung der  Fläche  T  erstreckt  sich  bis  zu  einem  anderen  als  „Ueber- 
gangslinie"  („Verzweigungsschnitt",  vergl.  Lüroth,  Math.  Ann.  IV,  S.  183 
und  Münch.  Abb.  1885)  und  dient,  wie  etwa  die  Doppelcurve  einer  al- 
gebraischen Fläche,  zur  Verbindung  verschiedener  Blätter,  so  dass  man, 
um  von  einem  Blatt  in  ein  anderes  zu  gelangen,  notwendig  eine  Ueber- 
gangslinie  passiren  muss. 

Wir  gehen  hier  nicht  auf  die  verschiedenen  möglichen  Anordnungen 
ein,  die  man  bei  gegebener  Structur  der  Cyclen  in  den  Verzweigungs- 
punkten diesen  Linien  noch  geben  kann  (s.  Rf.  V,  Nr.  4G)*). 

Die  Rie  mann 'sehen  Fläche  T  hat  im  allgemeinen  einen  mehrfachen 
„Zusammenhang"  —  ein  der  Analysis  situs  entnommener  Begriff,  wegen 
dessen  wir  auf  Riemann's  Dissertation  verweisen.  Ist  sie  (2p-|-l)-fach 
zusammenhängend,  so  hat  man  nach  Riemann  2p  Querschnitte  herzu- 
stellen, um  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende  T'  zu  verwandeln. 
Dieser  Process  dient  dazu,  die  allenthalben  endlichen  Integrale  der  in 
der  Fläche  eindeutigen  algebraischen  Functionen  in  der  zerschnittenen 
Fläche  T'  eindeutig  führen  zu  können.  Die  Ueberschreitung  eines 
solchen  Querschnitts  liefert  einen  Periodenzuwachs;  die  Zahl  der  linear 
unabhängigen  Perioden  eines  Integrals  erster  Gattung  ist  so  gross,  wie 
die  Zahl  dieser  Querschnitte.  Auch  die  Anordnung  der  Querschnitte 
kann  bei  gegebener  Fläche  noch  auf  verschiedene  Arten  vorgenommen 
werden. 

Aber  die  Zerschneidung  spielt  auch  eine  Rolle  gegenüber  der  con- 
formen  Abbildung  der  Fläche  T',  wie  sie  z.  B.  durch  ein  solches 
Integral  erster  Gattung  w  vermittelt  wird.  Die  Fläche  T '  geht  vermöge 
dieser  Abbildung  in  eine  die  w-Ebene  ein-  oder  mehrfach  bedeckende 
Fläche  über,  deren  Ränder  den  Rändern  dieser  Fläche  eindeutig  ent- 
sprechen,   so  dass  jeder  einzelne  Querschnitt   vermöge  seiner  Ränder 


*)  Ein  auschauliches  Bild  von  dem  Verlauf  einer  Rie mann'sclieu  Fläche 
in  der  Nähe  der  Verzweigungspiinkte  gewähren  die  von  H.  A.  Schwarz 
construirten  Modelle;  ein  Bild  der  Fläche  selbst,  für  gewisse  einfache  Func- 
tionen, ebensolche  von  Dyck,  die  durch  Auftragen  bloss  des  reellen  (imagi- 
nären) Bestandteils  der  Function  über  der  imaginären  Ebene  entstanden  sind. 
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zugleich  zwei  —  im  Allgemeinen  an  verschiedenen  Stellen  gelegene  — 
Grenzcurven  der  neuen,  übrigens  ebenfalls  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  liefert. 

Ausser  diesen  Querschnitten  benutzt  nun  Rieraann  als  Quer- 
schnitte noch  gewisse  „Linien  1"  in  der  Fläche  T,  wenn  es  sich  um 
Integrale  mit  logarithmischen  Unstetigkeitsstelleu  oder  andere  in  der 
Fläche  T'  nicht  eindeutige  Functionen  handelt.  Sie  führen  je  von 
einem  logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  der  Function  in  der  Fläche 
T'  bis  zu  einem  Punkte  des  früheren  Querschnittsuetzes,  und  werden 
so  zu  dem  Querschnittsnetze  von  T'  zugezogen,  mit  dem  zusammen 
sie  eine  wiederum  einfach  zusammenhängende  Fläche  T"  bilden,  in 
welcher  das  betreffende  Integral  dritter  Gattung  u.  s.  w.  wieder  ein- 
deutig verläuft.  Auch  die  Ränder  der  Fläche  T"  ordnen  sich  paar- 
weise den  Querschnitten  zu  und  trennen  sich  bei  einer  conformen  Ab- 
bildung von  T". 

Beim  Ueberschreiten  eines  Riemann'schen  Querschnittes  ändert  sich 
also  die  algebraische  Function  nicht,  ein  Integral  derselben  aber 
um  einen  (längs  dieses  Querschnitts  constanten)  Zuwachs,  der  (je  nach 
dem  Integrale)  bei  den  Linien  1  auch  gleich  Null  sehi  kann;  die 
Querschnitte  dienen  also  zur  Isolirung  der  Integralwerte,  nicht  aber 
der  Werte  der  algebraischen  Function  selbst.  Im  Gegensatz  hierzu  be- 
ziehen sich  die  Cauchy'schen  lignes  d'arret  and  die  mit  ihnen  we- 
sentlich identischen  „coupures"  von  Hermite  überhaupt  nur  auf  die 
imaginäre  Ebene.  Sie  errichten  in  dieser  Ebene  Schranken,  über  die 
zunächst  weder  die  Function  selbst,  noch  deren  Integral  hinweggeht. 
Sie  sind  lediglich  analytischen  Charakters.  Würde  man  einen  Ver- 
zweigungsschnitt der  Fläche  T  in  die  imaginäre  Ebene  projiciren,  so 
würde  er  eine  ligne  d'arret  ergeben,  aber  eben  implicite  für  alle  Blätter, 
während  doch  ge^visse  Wurzelausdrücke  diese  Schranke  ohne  Unstetigkeit 
überschreiten  können.  Das  Gleiche  gilt  von  den  Querschnitten.  Und 
zwar  ergeben  die  Projectionen  der  Verzweigungsschnitte  das  ausreichende 
System  aller  derjenigen  lignes  d'arret,  welche  die  algebraische  Function 
zu  einer  eindeutigen  machen,  diejenigen  der  Querschnitte  alle  für  die 
Integrale  u.  s.  w.  erforderlichen  lignes  d'arret  auf  der  Ebene.  Die  Quer- 
schnitte liefern  also  notwendig  lignes  d'arret,  aber  nicht  umgekehrt.*) 


*)  Man  vergl.  wegen,  dieser  Unterscheidung  auch  Gasorati's  Abhdlg. 
Sopra  le  „coupures"  in  Annali  di  mat.  Ser.  2,  XV,  XVI,  wo  übrigens  die  hier 
berührten  Gesichtspunkte  nicht  deutlich  genug  hervortreten. 

Jahresber.  d.  Deutschen  Mathem.-Vereinigriing.     III.  13 
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Uebrigens  hat  Lürotli  (d.  Rf.  V,  Nr.  4G)  gezeigt,  dass  man  die  Vor- 
stellung der  Riemann'schen  Fläclac  bei  Herstellung  der  Querschnitte  und 
bei  dem  Studium  der  Periodenverhältnisse  entbehren  kann,  wenn  man 
ausser  den  lignes  d'arret  (den  „Absonderungsschnitten")  noch  die  Grup- 
pirung  der  Wurzeln  in  der  Nähe  der  Verzweigungspunkte  kennt.  Ja  auch 
diese  Herstellung  lässt  sich  schliesslich  durch  tabellarische  Operationen 
ersetzen. 

Producieut-  35.     Gesammtrosiduen  mit  unendlich  vielen  gegen  Null  convergirenden 

"°°^"' Gliedern  in  der  imaginären  Ebene  benutzt  Gau chy  (25)  zu  Partialbruch- 
und  daran  anschliessend  zu  Product  -  Entwicklungen  transcendenter 
Functionen.  Die  letzteren  werden  in  nachfolgenden  Noten  des  32ten 
Bandes  der  C.  R.  namentlich  für  Kreis-  und  elliptische  Functionen  weiter 
ausgeführt  (S.  267,  345)  nach  einer  Methode,  deren  man  sich  mit  vielem 
Vorteil  auch  später  (BriotetBouquet,  Theor.  des  fonct.  ellipt.)  bedient  hat. 

Aiigemei-  36.    Die  Abhandlungen  (24),  (26)  und  folgende  enthalten  allgemeine 


nes  znr 


Theorie  der  Begriffsbestimmungen   zur   Theorie   der   Functionen.     Durch  die  üntersu- 

Functioaen  .   i      /^  i       i        tt-         x    • 

compieser  chungou.  Über  die  wir  berichtet  haben,   hatte    sich   Oauchy  s    Kenntnis 
liehen.  Der  der  Functiouen  beträchtlich  über  das  Niveau  des  Cours  d'Analyse  erhoben. 

erste  Diffe-  .   i      i         i       t 

rentiaiqiio-  Nicht  uur  der  Kreis  der  bekannten  Functionen  hatte  sich  durch  die  mehr- 
fach periodischen  Functionen  erweitert;  durch  die  Fortsetzung  der  Varia- 
bein in  das  imaginäre  Gebiet  wurde  auch  die  Darstellung  der  einzelnen 
Functionszweige,  ihr  Verhalten  an  Unstetigkeitsstellen  u.  s.  w.  geklärt.  Zu- 
nächst giebt  (24)  eine  neue  Auffassung  des  Differentialquotienten  einer 
Function  nach  der  complexen  Variabein,  und  schliesst  damit  eine  Reihe  von 
Zweifeln  und  Discussionen  ab,  die  sich  zwischen  Cauchy,  Sturm  und 
Liouville  über  die  Frage  erhoben  hatten,  ob  die  Stetigkeit  einer  Func- 
tion für  deren  Entwickelbarkeit  ausreiche,  oder  ob  noch  die  des  Diffe- 
rentialquotienten mit  zu  verlangen  sei. 

Cauchy  macht  in  (24)  die  Bemerkung,  dass  die  Function  u  einer 
complexen  Grösse  z  =  x+iy  (er  gebraucht  hier  und  in  (22),  (23)  die 
G au ss'sche  Bezeichnung  i  =  ]/ — 1),  welche  mit  z  durch  die  Gleichung: 

f(u,  z)  =  0 
verbunden  ist,  wo  f  „eine  immer  stetige  Function"  von  u  und  z  ist,  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  erste  Ableitung  nach  z  von  der  Fortschreitungs- 
richtung  dy/dx  in  der  Ebene  unabhängig  ist,  und  dass  alsdann  immer 
die  partielle  Differentialgleichung  erfüllt  ist:  ö^u/öx'-f-ö'u/öy'  =  0. 
Cauchy  schliesst  die  Bemerkung  an,  es  gehe  daraus  hervor,  dass  er  Recht 
gehabt  habe,  wenn  er  für  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  in  eine 
Potenzreihe  (bei  complexem  Argument)  die  Stetigkeit  der  ersten  Ableitung 
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mit  forderte;  denn  man  könne  sonst  in  u  =  v+iw  die  beiden  Functionen 
V,  w  von  X,  y  von  einander  ganz  unabhängig  annehmen.  —  Riemann 
hat  denn  auch  später  u  nur  dann  eine  Function  von  z  =  x-f-iy  genannt, 
wenn  eben  jene  Bedingung  hinsichtlich  der  Fortschreitun gsrichtung  in  der 
imaginären  Ebene  erfüllt  ist.  Diese  eine  Bedingung  der  „Monogenität", 
also  der  Existenz  des  ersten  Differentialquotienten,  aber  im  complexen 
Gebiete,  grenzt  übrigens  ein  beschränkteres  Gebiet  von  Functionen  ab,  als 
die  der  Existenz  aller  Differentialquotienten  auf  reellem  Gebiet,  welche 
bekanntlich  die  Entwickelbarkeit  in  eine  Potenzreihe  nicht  sichert  (vgl. 
Pringsheim,  Math.  Ann.  Bd.  44,  S.  57). 

37.     Diese  neuen  Begriffe  und  Sätze  nötigten  (26)  zur  Einführung  Neue  Be- 

^  Zeichnungen. 

neuer  Bezeichnungen.  Eine  Function  f(z)  wird  von  Cauchy  „monoty- 
pique",  später  „monodrome",  von  anderen  „monotrope"(Briot  et  Bouquet, 
Fonct.  ellipt.  2.  ed.  §  11)  oder  „uniforme"  (Hermite,  Cours  pr.  ä  la  fa- 
culte  des  sciences,  lithogr. ,  3.  ed.  1887,  6.  Ie9.)  [in  einem  Teile  der 
Ebene]  genannt,  wenn  sie  [daselbst]  für  jeden  Wert  von  z  =  x+iy 
nur  einen  einzigen  Wert  besitzt  (,, eindeutig"  ist).  Sie  ist  „monogen", 
wenn  sie  für  jedes  z  nur  einen  Differentialquotienten  besitzt  (24),  d.  h. 
wenn  der  Diff'erentialquotient  einer  selbst  monodromen  Function  auch  mo- 
nodrom  ist  (C.  R.  XXXIV,  S.  266). 

Auf  diese  Bezeichnungen  kommt  Cauchy  in  späteren  Noten  zurück 
(C.  R.  XXXIV,  1852,  S.  266)  und  ergänzt  sie  durch  das  Wort  „synecti- 
que";  das  eine  monodrome,  monogene  Function  bezeichnet,  die  nicht  un- 
endlich wird.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  französischen  Schrift- 
steller heute  statt  „synektisch"  mit  Briot  und  Bouquet  (Fonct.  ellipt. 
2.  ed.  §§  15.  16)  „holomorph"  (in  dem  betreffenden  Teile  der  Ebene) 
sagen;  „meromorph",  wenn  die  Function  dort  noch  „Pole"  besitzt,  eine 
Bezeichnung,  die  teilweise  auch  deutsche  Schriftsteller  adoptirt  haben, 
während  andere  mit  Weierstrass  von  einer  synektischen  oder  holo- 
morphen Function  sagen,  dass  sie  „den  Charakter  einer  ganzen  rationalen 
Function  besitze" ,  der  meromorphen  den  Character  einer  gebrochenen 
rationalen  Function  zuerkennen.  —  Wir  müssen  uns  jedoch  versagen, 
in  vorliegendem  Referat  auf  den  Inhalt  der  erwähnten  Werke  von  Briot 
und  Bouquet  über  elliptische  Functionen  und  des  Cours  von  Hermite 
über  Functionentheorie,  die  in  Auffassung  und  Anordnung  der  Cauchy'- 
schen  Theorie  manches  Neue  bringen,  einzugehen,  weil  diese  Werke  den 
Anwendungen  auf  algebraische  Functionen  ferner  stehen.  Auch  werden 
dieselben  zugleich  mit  Liouville's  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand 
in  der  ausführlichen  historischen  Einleitung  zu  dem  Werk  von  Casorati 

13* 
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„Teorica  delle  funzioni  di  variabili  complesse"  Pavia  1868  (Vol.  I,   der 
einzige  erschienene  Band)  besprochen  (p.  111  ff.),  auf  das  wir  bei  diesem 
Anlass    als  eine   treffliche   Ergänzung    zu    unserem   Bericht    hinzuweisen 
nicht  unterlassen  wollen. 
Uebersicht  38.     In   zahlloscn  Berichten  über  Abhandlungen,    die  in  den  Exer- 

iiber  die 

Anwendun- cises  oder  sonstwo  erscheinen  sollten,  in  Noten,  die  meist  damit  anfangen, 

gen  der  '  '  °       ' 

Sätze  zur  längst  bekannte  Sätze  und  Begriffe  in  voller  Ausdehnung  —  zuweilen  sogar 

Functionen-         °  °  ob 

theorie  in  mit  Beweisen  —  zu  wiederholen,  hat  Cauchy  die  vorgetragenen  Grund- 
verschiede- '  J  ö       ö 

neu  Gebie- gedanken  vielfach  reproducirt,  aber  freilich  sie  oft  auch  mit  neuen  und 
überraschenden  Bemerkungen  und  Anwendungen  versehen.  Sätze  und  Be- 
weismethoden,  die  sich  auf  die  Grundlagen  der  Functionentheorie  beziehen 
(C.  R.  XIX,  S.  1338),  auf  Herstellung  der  ProductentAvicklung  für  perio- 
dische Functionen  (25);  auf  den  Beweis  des  Abel'schen  Theorems  mittels 
Residuencalculs  (C.  R.  XII,  1841,  S.  872,  S.  1029)  und  eine  Erweiterung 
desselben;  auf  die  trigonometrischen  Reihen,  die  als  Potenzreihen  nach 
e'^  Cauchy's  Theorie  zugänglich  sind  (C.  R.  XII,  1841,  S.  871,  ferner 
in  C.  R.  XXXIV,  1852,  SS.  70,  122,  156,  wo  abbrechende,  auch  diver- 
gente Reihen  zur  Berechnung  derCoefficienten  der  Fourier'schen  Reihen  her- 
angezogen werden);  ferner  Methoden  zur  angenäherten  Berechnung  der  Wur- 
zeln numerischer  Gleichungen  (C.  R.  V,  1837,  S.  357;  XXIX,  1849,  S.  250; 
XXXIV,  1852,  S.  345,  equations  trinomes)  u.  s.  w.  füllen  die  43  ersten 
Bände  der  Comptes  rendus,  und  zeugen  von  Cauchy's  unerschöpflicher 
Fruchtbarkeit  und  Schaffenskraft  —  keineswegs  auf  dem  hier  berührten 
Gebiete  allein;  freilich  auch  von  fast  ängstlichem  Bemühen,  den  Ruhm  der 
Entdeckung,  auf  den  er  Anspruch  zu  haben  glaubt,  sich  ungeschmälert 
zu  erhalten.  —  Unter  jenen  Anwendungen  nehmen  den  grössten  Raum 
diejenigen  ein,  die  sich  auf  die  Theorie  der  Störung  der  Planetenbahnen 
beziehen.  Indem  Cauchy  die  Function,  um  deren  Entwicklung  in  Reihen 
es  sich  handelt,  in  gewisse  Factoren  spaltet,  sucht  er  diese  stärker  con- 
vergent  und  das  Restglied  einer  Schätzung  zugänglich  zu  machen  (C.  R. 
XX,  SS.  212,  357,  907,  u.  s.  w.  und  spätere  Bände). 

"Wir  begnügen  uns  hier  mit  einem  Hinweis  auf  diese  Abhandlungen, 
die  mit  unserem  Thema  nur  die  Grundlage  teilen,  und  bemerken  nur, 
dass  sie  alle  von  dem  wohlberechtigten  Bestreben  Zeugnis  ablegen,  die 
gewonnenen  abstract  theoretischen  Sätze  mit  anderen  Wissensgebieten, 
namentlich  mit  solchen  der  angewandten  Mathematik  in  Beziehung  zu 
setzen;  unzweifelhaft  mit  dem  Erfolg,  dass  sie  auf  diese  Weise  eine  er- 
höhte Bedeutung  erhielten,  vielleicht  auch  in  der  Absicht,  aus  den  An- 
wendungen neue  Anregung  zu  tlieoretischen  Fragestellungen  zu  schöpfen. 
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39.     Wir    wenden    uns    nun    zu    einer   Besprechung    der   Arbeiten  Die  Lücken 

der 

eines   Landsmannes   von  Cauchy,    der   die   Theorie   der  Potenzentwick-    Cauchy'- 
schen 
hing  Implicit  gegebener  Functionen   erst  zum  Abschluss  brachte,    indem  Theorie. 

er  seine  Untersuchungen  speciell  auf  algebraische  Functionen  richtete  und 

hier  sie  vertiefte.    Denn  Cauchy  fehlte  noch  die  Einsicht  in  die  Frage, 

in  welcher  Weise  die  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  variabelm  Parameter 

sich   mit  einander  vertauschen,   wenn  der  Weg  des  Parameters  zwischen 

zwei  Punkten   der  imaginären  Ebene   sich  verschiebt,    und   dabei  solche 

Stellen  überschreitet,  wo  zwei  oder  mehrere  Wurzelwerte  einander  gleich 

werden.    Die  Mittel  zur  Untersuchung  dieser  Frage  lagen  bereit;  aber  es 

bedurfte: 

n.  einer  strengen  Sonderung  dieser  Verzweigungswerte  (kritischen 
Punkte)  von  den  Unstetigkeitspunkten  (Polen)  der  Function; 

ß.  einer  Verschiebung  des  Mittelpunktes  des  Convergenzkreises 
aus  dem  Nullpunkt  der  imaginären  Ebene  heraus  an  veränderliche  Stellen; 

-(.  der  Untersuchung  auch  höherer  Singularitäten  der  Function, 
die  neben  einfachen  Verzweigungsstellen  und  Polen  auftreten  können  — 
wofür  seit  einem  Jahrhundert  (in  den  Schriften  der  Geometer)  das  Hülfs- 
mittel  bereit  lag  in  dem  Newton 'sehen  Parallelogramm  (dem  Cramer- 
De  Gua'schen  algebraischen  Dreieck). 

Dies  sind  die  Gesichtspunkte,  durch  die  sich  zunächst  und  wesent- 
lich die  zwei  Puiseux' sehen  Arbeiten  von  denen  Cauchy 's  unterscheiden. 
In  dem  ersten  „Rapport"  (27),  den  über  sie  Cauchy  der  Academie  er- 
stattet, berichtet  er  zwar  mehr  über  seine  eigene,  als  über  die  vorgelegte 
Arbeit.  Indessen  ist  doch  die  Zusammenstellung  der  Resultate  des  Re- 
ferenten, an  welche  zunächst  Puiseux  angeschlossen  hat,  von  Interesse; 
sie  ermöglicht  zugleich  eine  klare  Scheidung  der  Besitzansprüche  beider 
Autoren. 


D.    Victor  Puiseux  [1850—1851]. 

(1)  Recherches  sur  les  fonctions  algebriques,  Lioiiville  Journ.  de  Mathem. 
XV.  1850. 

(2)  Suite;  ibd.  XVI,  1851. 

Beide  Abhn.  deutsch  von  Fischer:  V.  Puiseux'  Untersuchungen  über 
die  algebraischen  Functionen,  Halle,  1861. 

40.    Wir  haben  oben  (Nr.  19)  bei  Besprechung  der  ersten  Gruppe  der  Die  algebra- 
ische Func- 
Arbeiten  Cauchy's  über  eine  Note  (10)  aus  dem  Jahre  1846  berichtet,  in   «on  und 

^  ^       ■'  ihre  Wand- 

der  er  durch  die  imaginäre  Ebene  ein  Integral  führt,  welches  eine  mehr-  lung  längs 
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einer  Linie  dcutige  Funcüon  untet  dem  Integralzeichen  enthält.  In  grossen  Umrissen 
mV  Ebln°!  giebt  er  dort  einige  Eigenschaften  dieses  Integrals  an  und  bespricht  die 
Äenderungen ,  die  es  erfährt,  wenn  Unstetigkeitspunkte  dieser  Function 
innerhalb  des  geschlossenen  Integrationsweges  liegen.  Aber  Cauchy  fehlte 
noch  die  genauere  Einsicht  in  diese  Wertänderungen.  Denn  die  nahe- 
liegende Aufgabe,  die  Wandlung  der  Function  selbst  —  ganz  abgesehen 
von  dem  Integral  —  längs  eines  solchen  Weges  zu  untersuchen,  also 
vom  Studium  der  transcendenten  Function  zu  dem  der  algebraischen  her- 
abzusteigen, um  die  Hülfsmittel  für  die  Behandlung  des  Integrals  zu  be- 
schaffen, hatte  Cauchy  nicht  in  Angriff  genommen. 

Hier  greift  nun  Puiseux  ein.  Er  beschränkt  sich  ((1),  I.  Teil)  von 
vorn  herein  auf  algebraische  Functionen,  indem  er  eine  Grösse  u  betrachtet, 
die  mit  der  Variabein  z  durch  die  Gleichung  verbunden  ist: 

1)  f(u,  z)  =  0, 

wo  f  eine  ganze  Function  von  u  und  z  ist.  Führt  man  eine  Wurzel  u^ 
dieser  Gleichung  längs  eines  Weges,  den  die  unabhängige  Variable  z  in 
der  imaginären  Ebene  von  einem  Punkt  zu  einem  anderen  beschreibt,  so 
lässt  sich  zunächst  wieder  beweisen,  dass  der  Endwert  von  u^  nicht  von 
dem  Weg  abhängt,  sofern  die  Aenderung  dieses  Weges  so  erfolgt,  dass 
keine  der  Stellen  überschritten  wird,  wo  u^  unendlich  wird  (Pole),  und 
keine  der  Stellen,  wo  Uj  mit  einer  anderen  Wurzel  von  1)  zusammen- 
fällt (kritische  Punkte).  Die  scharfe  Unterscheidung  dieser  beiden  Fälle 
begründet  wesentlich  den  Fortschritt,  den  Puiseux'  Theorie  einleitet 
(Vergl.  die  anerkennenden  Worte  von  Cauchy  in  C.  R.  XLII,  1S46, 
S.  664). 
Die  inein-  41.    Auf  dem  Wege,  den  schon  Cauchy  in  (18)  eingeschlagen  hatte, 

greifenden  erhält   dann  Puiseux   eine  Entwicklung  für  eine  Wurzel  u  nach  ganzen 

Convergenz-  i     .    ,^  i  i  t      i      i     iu 

kreise.  Potenzen  nicht  von  z,  wie  bei  Cauchy,  sondern  von  z — c,  und  deshalb 
gültig  für  alle  Punkte  im  Innern  eines  Kreises,  der  c  zum  Mittelpunkt 
hat,  und  der  die  beiden  Arten  von  Ausnahmepunkten  (A,  A',  A",  ... 
9t,  SC,  31"  ...)  ausschliesst.  Den  Mittelpunkt  c  lässt  Puiseux  wan- 
dern, indem  er  ihn  der  Reihe  nach  auf  verschiedene  Punkte  eines  Linien- 
zugs verlegt,  derart,  dass  je  zwei  consecutive  Kreise  sich  überschneiden, 
und  also  die  Entwicklung  aus  einem  Kreis  in  den  anderen  sich  fortsetzen 
lässt.  Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  kommt  man  in  jeder  Stelle  der  Ebene 
mit  einem  Werte  von  u  an,  der  ganz  bestimmt  ist,  wenn  der  Ausgangs- 
w^ert  bekannt  und  jener  Linienzug  gegeben  ist. 
Die  Ent-  42.     Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  bezieht   sich  auf  die  Aende- 

in^der  "um- rungen,    die   u^    erfährt,    wenn   der  Weg,    längs    dessen   z  geführt  wird, 
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über  einen  der  kritischen  (Verzweigungs-) Punkte  A,  A',  A"...  verschoben  ^'ebunc;  der 

Verzwei- 

wlrd,  Avo  nämlich  neben  einander  die  Gleichungen  bestehen:  gungspunkte. 

f(u,  z)  =  0;  f'(u)  =  0:  f"(u)  =  0;  ...;  f(P-i)(u)  =  0, 
wo  also  p  —  1  weitere  Wurzeln  u  mit  der  Ausgangswurzel  Uj  zusammen- 
fallen. Die  Unstetigkeitspunkte  5t,  3(',  ...  (Pole)  beseitigt  er  vorerst  durch 
die  Annahme,  dass  der  Goefficient  der  höchsten  Potenz  von  u  nicht  von  z 
abhängt.  Jene  Verschiebung  lässt  sich  nun  auf  Umkreisungen  der  Punkte 
A  zurückführen.  Ist  nämlich  in  einem  Punkt  A,  wo  die  obigen  Glei- 
chungen bestehen,  nicht  zugleich  f'(z)  =  0,  so  geht  bei  einer  Umkreisung 
desselben  der  Wert  ß,  von  u  an  der  Ausgangsstelle  (nahe  bei  A,  wo  z  =  a 
sein  möge)  in  ^^  =  z'^^  über,  wo  s  eine  pte  Wurzel  der  Einheit  ist. 
Jede  neue  Umkreisung  liefert  den  Factor  s  nochmals,  bis  nach  p maligem 
Umgang  der  Ausgangswert  ß^  wieder  erreicht  wird.  „C'est  lä  surtout 
ce  qui  constitue  la  nouveaute  et  Timportance  de  son  travail"  (Cauchy's 
Rapport  s.  oben  (27)).  Die  Werte  ß,,  ß^,  .  .  .,  ß,,  bilden  das,  was  Pui- 
seux  ein  „cyklisches  System"  nennt.  Erzeigt,  dass  für  u^,  u^,  .  .  .,  Uj, 
in  der  Umgebung  von  z  =  a  Reihenentwicklungen  existiren,  die  nach 
ganzen  Potenzen  von  (z  —  a)'lP  fortschreiten  (§21)  und  innerhalb  des 
bis  zum  nächsten  Punkt  A',A"...  reichenden  Kreises  convergiren. 

4o.     Verschwindet  aber  in  A   neben  der  Ableitung  f'(u)  auch  die  singulare 
f'(z),  so  hat  man  es  mit  einer  Stelle  zu  thun,  die,  kurz  gesagt  [Puiseux  Amvenciung 
hebt  dies  nicht  hervor],    mit  den  von  Newton,   De  Gua,   Gramer  für  sehen  ParäV 
die  singulären  Punkte  einer  Gurve  entwickelten  Hülfsmitteln  zu  behandeln  Kiafse™ von 
ist.    Denn  wenn  man  f  (u,  z)  =  0  als  Gleichung  einer  ebenen  Gurve  mit^ickiungen. 
den  Gartesischen   Goordinaten   u,  z   anffasst,    so   ist  in  diesem  Fall  A 
ein   mehrfacher   Punkt   derselben,    und   die   Ordiiiaten   der  verschiedenen 
Zweige  sind   nach   ganzen    oder    gebrochenen  Potenzen   der  Abscissen  in 
der  früher  (s.  Newton,  Gramer  etc.)  auseinandergesetzten  Art,  nämlich 
auf  Grund   des    (nötigenfalls    wiederholt    angewendeten)    New  ton 'sehen 
Parallelogramms  entwickelbar.     Die  Reihen,  welche  dieses  ergiebt,  grup- 
piren  sich   in  „Klassen",    deren  jede   einer  Seite   des   gegen   den  Null- 
punkt convexen  Teiles   des  Polygons   im  Parallelogramm  entspricht,   und 
genau  so  wie  vorher  bildet  jede  Klasse*)  für  sich  ein  cyklisches  System 
von  Werten  u,   die  sich  bei  Umkreisung  des  Punktes  z  um  A  unterein- 
ander,   aber  nicht  mit  denen  einer  anderen  Klasse,    vertauschen,    indem 


*)  Dass  schon  vor  ihm  Minding  (s.  d.  Ref.  III)  für  die  Entwicklung  von 
u  nach  absteigenden  Potenzen  z  den  gleichen  Begriff  aufgestellt  hatte,  er- 
wähnt Puiseux  gleichfalls  nicht. 
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einem  solchen  singulären  Punkt  mehr  als  ein  cyklisches  System  ent- 
sprechen kann.  Hiemach  zerlegt  sich  jeder  beliebige  geschlossene  Weg  in 
der  Ebene,  der  von  einem  Punkt  0  aus  wieder  dahin  zurückführt,  in: 

a.  Wege  von  0  nach  den  eingeschlossenen  Ausnahmepunkten  A,  A', . . . 

ß.  ein-  oder  mehrmalige  Umkreisungen  derselben. 

Wenn,  wie  angenommen,  unter  den  Punkten  A  keine  sind,  wo  u  un- 
endlich wü'd,  lässt  sich  hiernach  bei  gegebenem  Anfangswert  von  u  in  0 
genau  bestimmen,  mit  welchem  Wurzelwert  u  man  zuletzt  an  der  Aus- 
gangsstelle wieder  anlangt.  Die  Wege  OA,  OA',  .  .  . ,  jeder  zusammen 
mit  den  zugehörigen  Umkreisungen  von  A,  A',  ...  und  dem  Rückweg 
AO,  A'O,  .  .  .  nennt  Puiseux  „Elementarcurven"  (Clebsch  und  Gor- 
dan (s.  d.  Ref.  V,  D)  „Schleifen",  Briot  und  Bouquet,  Theor.  des  fonct. 
eil.,  ebenso  „lacets"). 
Unendlich-  44.    Der  Fall  von  Unendlichkeitsstellen  3(,  5(',  .  .  .  von  u  tritt  ein, 

wenn  in  f (u,  z)  =  0  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  u  eine  ganze 
Function  N(z)  von  z  ist.     Puiseux  führt  ihn  durch  die  Transformation: 


N(z) 
auf  jenen  ersten  zurück,  wo  dann  die  Entwicklungen  von  v  wieder 
nur  nach  ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Potenzen  fortschreiten.  In 
der  Entwicklung  von  u  werden  demnach,  wie  schon  Cauchy  im  Fall 
einer  Gleichung  mit  linear  auftretendem  Parameter  bemerkt  hatte  (s.  oben 
Nr.  31)  ausser  den  positiven  noch  negative  Potenzen,  letztere  in  endlicher 
Anzahl,  auftreten. 
Die  lüte-  45.    (1)  lU.  Theil.    Mit  Hilfe  des  Vorstehenden  lässt  sich  nun  auch  der 

^braisciilr  Wert  dcs  Integrals  Jn^  dz  auf  vorgeschriebenem  Weg  genau  ermitteln,  in- 
undThrT  dem  man  in  den  sich  folgenden  Convergenzkreisen  die  Reihen  für  u  Glied 
tätsmoduTu.  für  Glied  integrirt.  Die  Elementarintegrale,  die  einer  Umkreisung  der 
verschiedenen  Ausnahmepunkte  entsprechen,  stehen  mit  einander  in  Be- 
ziehungen, von  denen  man  eine  erhält,  wenn  man  einen  geschlossenen 
Weg,  der  alle  Punkte  A,  3(  einschliesst,  durch  Schleifen  ersetzt,  und 
das  Integral  einmal  auf  dem  (ins  Unendliche  ausdehnbaren)  ganzen 
Weg,  das  andere  Mal  auf  den  Teilwegen  führt.  —  „Perioden"  [genauer 
„Periodicitätsmodulu"]  des  Integrals  einer  algebraischen  Function  u  ent- 
stehen, wie  schon  Cauchy  angedeutet  hatte,  nur  auf  solchen  geschlosse- 
nen Wegen  (§48),  die  u  wieder  zum  Anfangswert  zurückführen.  Sie 
lassen  sich  als  Summen  von  Elementarintegralen  darstellen  und  sind  von 
der  Lage  des  Anfangspunktes  unabhängig.  In  den  Beispielen,  die  sich 
auf  hyperelliptische  Integrale,  wie  auf  solche  mit  mten  Wurzeln  beziehen. 
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werden  die  nach  den  Punkten  A  gehenden  Elementarintegrale  paarweise 
zu  geradlinigen  Integralen  zwischen  diesen  Punkten  zusammengefasst. 

Es  erhebt  sich  hierbei  die  Frage  nach  den  linear  unabhängigen 
Periodicitätsmoduln  eines  Integrals.  Puiseux  beantwortet  sie,  unter  Be- 
zugnahme auf  Jacobi,  der  zuerst  solche  Integrale  betrachtet  hatte 
(s.  Rf.III  C),  für  das  Integral /u  dz,  wenn  u  der  binomischen  Gleichung: 

(p(z)u'"  — H'"  =  0, 
genügt,  und  cp,  H  ganze  Functionen  (H  gegen  cp  teilerfremd)  sind.  Ist  ©  eine 
solche  nten  Grades  ohne  vielfache  Factoren,  so  findet  Puiseux  (indem 
er  die  m — 1  von  den  Unendlichkeitspunkten  von  u  (z  =  oo)  herrühren- 
den logarithmischen  Perioden  zurechnet)  für  die  Anzahl  der  linear  unab- 
hängigen Perioden:  (m — l)(n — 1)  (bez.  (m  —  l)(n — 2),  wenn  n  durch 
m  teilbar  und  der  Grad  von  H  <C  n/m  —  1  ist),  übrigens  ein  Ergebnis, 
das  als  specieller  Fall  in  Abel's  damals  allerdings  noch  gänzlich  un- 
bekannter, wenn  auch  bereits  seit  Jahren  veröffentlichter  Preisschrift  (Rf. 
III  Nr.  13),  sowie  in  Pnbiicationen  von  Min  ding  u.  A.  enthalten  war. 
Dass  die  Behandlung  bei  Puiseux  noch  schwerfällig  erscheint,  rührt 
davon  her,  dass  er  statt  des  allgemeinen  Integrals  yudz  (wie  Riemann) 
die  m  Integrale  yujdz  gesondert  betrachtet. 

Zu  einer  Theorie  auch  nur  der  Integrale  der  jener  binomischen 
Gleichung  genügenden  algebraischen  Functionen  fehlte  indessen  immer 
noch  \del.  Vor  allem,  dass  Puiseux,  statt  nach  dem  Vorgang  von 
Legendre  und  Abel,  Integrale  von  der  Form  yt!/(u,  z)dz  (^J;  eine  ratio- 
nale Function  von  u  und  z)  simultan  zu  betrachten  und  auf  Integrale 
verschiedener  Gattungen  zu  reduciren,  wie  dies  Broch,  Minding,  Jür- 
gensen  u.  s.  w.  gethan  hatten,  nur  immer  das  Integral  yudz  betrachtet 
und  so  verschiedenartige  Perioden  vermischt,  was  ihn  zur  Unterscheidung 
wesentlich  identischer  Fälle  nötigt.  —  Eine  weitere  Klärung  sollte  erst 
die  Behandlung  des  Umkehrproblems  geben. 

Die  Abhandlung  (2)  ergänzt  die  eben  besprochene  durch  folgende 
wichtige  Bemerkungen:  a.  Wenn  eine  algebraische  Function  von  z  allent- 
halben einwertig  ist,  so  muss  sie  rational  sein  —  wo  „einwertig"  in  dem 
Sinne  von  „monodrom"  („uniforme")  gebraucht  ist,  also  eine  Function, 
die  auf  jeder  geschlossenen  C'urve  den  Anfangswert  wieder  annimmt. 

46.     8.    Man   kann    von   jeder  Wurzel   u,    der    algebraischen   Glei-  Kriterium 
chung  f  (u,  z)  =  0  durch  passende  Wahl  eines  in  der  Z-Ebene  geschlosse-  tibiiität  der 

Gleichung, 

nen  Weges  zu  jeder  anderen  u.^,  die  derselben  Ausgangsstelle  wie  Uj  ent- die  eine  ai- 
spricht,  gelangen,  wenn  f  eine  irreductible  Function  ist.     Dieser  Satz  "Function 
giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Ope- 
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rationen  die  Irreductibilität  einer  Gleichung  zu  erweisen,  und  im  Falle 
der  Zerlegbarkeit  die  Grade  der  Factoren  zu  ermitteln.  Er  ist  übrigens 
auch,  was  Puiseux  dort  nicht  hervorhebt,  für  die  Gültigkeit  der  Sätze 
des  III.  Teiles  von  (1)  Voraussetzung. 

E.    Rückblick  auf  die  Periode  der  Entwicklung  einer  Functioneutheorie. 

47.  Durch  die  Arbeiten,  über  die  wir  in  diesem  Abschnitt  berichtet 
haben,  ist  zunächst  der  Functionsbegriff  in  doppelter  Richtung  weiter  aus- 
gebildet worden. 

Die  angewandten  Disciplinen:  Mechanik  und  Physik  waren  veran- 
lasst, mit  dem  Wort  Function  auch  solche  Abhängigkeitsverhältnisse  zu 
bezeichnen,  die  eine  explicite  Darstellung  der  abhängigen  Grösse  durch 
die  unabhängige  (reelle)  nicht  unmittelbar  ocler  erst  nachträglich  zuliessen, 
wozu  die  Eigenschaften  der  Fourier' sehen  Reihe  die  Mittel  boten. 

Andererseits  bedurften  die  Grundlagen  der  Analysis,  die  der  Schaffens- 
drang der  vorhergehenden  Periode  auszubilden  vernachlässigt  hatte,  zu- 
mal nachdem  die  imaginären  Grössen  zu  Recht  gekommen  waren,  einer 
durchgreifenden  Prüfung  und  Umgestaltung.  Hinsichtlich  der  Infinitesi- 
malrechnung hatte  dies  zwar  Lagrange  versucht,  aber  der  Ausgangs- 
punkt, den  er  nahm,  die  Potenzreihen,  war  nicht  minder  unsicher  be- 
gründet, als  das,  was  er  damit  ersetzen  wollte;  und  Gauss'  strenge  Dar- 
stellung des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  liess  die  Grundlagen  selbst 
unberührt.  Erst  Cauchy 's  Cours  d'analyse  lieferte  die  erwünschte  zu- 
sammenfassende Darstellung  der  Grundbegriffe  und  -sätze  der  Analysis 
in  folgerichtiger  Anordnung  und  genauer  Umgrenzung  des  Inhaltes  und 
wurde,  indem  das  Buch  auch  den  complexen  Grössen  Bürgerrecht  ver- 
lieh, zur  Grundlage  der  heutigen  Functioneutheorie.  Von  der  hiermit 
geschaffenen  festen  Basis  aus  ging  aber  Cauchy  weiter  über  zur  Unter- 
suchung auch  bestimmter  Integrale  zwischen  imaginären  Grenzen  und  der 
Abhängigkeit  des  Integrals  von  den  Zwischenwerten,  welche  die  Verän- 
derliche durchläuft:  einer  fundamentalen  Frage,  die  auch  Gauss,  wie- 
wohl er  nie  etwas  darüber  veröffentlichte,  mit  nicht  geringerem  Erfolg 
wie  Cauchy  angegriffen  hatte,  während  allerdings  die  Ausführung  des 
Gedankens,  die  Durchbildung  der  Begriffe,  namentlich  des  anschliessenden 
Begriffes  „Residuum",  Cauchy's  bleibendes  Verdienst  ist. 

Dies  war  das  eine  der  Hülfsmittel,  mit  denen  Cauchy  die  Func- 
tioneutheorie wesentlich  bereichert  hat.  Das  andere  war  sein  Satz  über 
die  Potenzreihen. 

Von  gewissen  Reihen,   welche   die  Astronomen  ihren  Berechnungen 
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zu  Grund  legten,  wie  von  der  Entwicklung  des  Radius  vector  einer 
Planetenbahn  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  Exccntricität,  kannte  man 
nicht  den  Umfang  ihrer  Gültigkeit.  Wie  sehr  man  dies  empfand, 
zeigen  die  Anstrengungen,  die  Laplace  machte,  die  Frage  durch 
complicirte  Kunstgriffe  zu  beantworten.  Seine  Lösung  Avar  jedoch  nichts 
weniger  als  principiell.  Es  handelte  sich  vielmehr  darum,  den  Con- 
vergenzbereich  einer  Potenzreihe,  die  eine  Function  darstellt,  welche 
einer  gegebenen  Gleichung  genügt,  nicht  aus  dem  nten  Glied  der  Reihe, 
sondern  aus  dieser  Gleichung  selbst  zu  bestimmen.  Die  Beschäftigung 
mit  dieser  Frage  führte  Cauchy  auf  einen  Mittelwertsatz,  der  übrigens 
bereits  in  Green 's  Gleichung  implicite  enthalten  war,  und  auf  jenen 
grundlegenden  Satz  —  das  Hauptergebnis  dieser  Periode  — ,  vermöge 
dessen  sich  der  Convergenzbereich  aus  den  reellen  und  imaginären  Cnstetig- 
keits-  und  Verzweigungswerten  der  zu  entwickelnden  Function  in  ein- 
fachster Weise  bestimmt.  Wegen  der  Rolle,  welche  die  imaginäre  Ebene 
in  diesem  Satze  spielt,  kann  man  ihn  als  den  Vereinigungspunkt' 
der  zwei  Richtungen  bezeichnen^  denen  Cauchy  gleich  von  Anfang  an 
sein  Hauptinteresse  zugewendet  hatte:  der  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale und  der  Potenzreihen;  wie  dies  auch  der  Beweis  des  Satzes  zeigt. 
Das  Theorem  selbst  aber  bedurfte  noch  wichtiger  Ergänzungen,  die 
Cauchy  selbst  nur  zum  kleinsten  Teile  lieferte.  Die  erste,  die  sich 
auf  solche  Reihen  bezieht,  welche  nach  positiven  und  negativen  Poten- 
zen fortschreiten,  gab  Laurent  in  einem  einfachen  aber  eleganten  Zusatz 
zu  Cauchy 's  Theorem.  Eine  zweite,  weit  wichtigere,  handelt  von  den 
Reihen  mit  gebrochenen  Exponenten  an  Vcrzweigungsstellen  und  wurde 
von  Puiseux  gegeben.  Endlich  führte  erst  die  genaue  Unterscheidung 
der  Zusammenhänge  der  Wurzelwerte,  wie  sie  Puiseux  lieferte,  zu  einer 
scharfen  Abgrenzung  des  Convergenz-  und  Divergenzbereiches,  die  dann 
Cauchy  selbst  noch  zufügte. 

Durch  seine  bedeutenden  Untersuchungen  über  die  mehrdeutigen 
algebraischen  Functionen  und  ihre  Verzweigungsstellen  in  der  imaginären 
Ebene  sowie  über  die  Integrale  solcher  Functionen  und  deren  Periodici- 
tätsmoduln  hat  Puiseux  das  Werk  von  Cauchy,  die  Begründung  einer 
allgemeinen  Functionentheorie,  zu  einem  gewissen  Abschluss  gebracht. 
Freilich  beginnen  die  Schwierigkeiten  für  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  und  ihrer  Integrale  eben  da,  wo  Puiseux'  Abhandlungen 
schliessen,  nämlich  erst  hinter  der  Lehre  von  den  hyperelliptischen  Inte- 
gralen, für  welche  die  Wandlungen  sich  noch  leicht  verfolgen  lassen,  die 
der  Functionswert  in  der  imaginären  Ebene  erfährt. 
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Hier  schliessen,  zeitlich  sowohl  als  dem  Gegenstande  nach.  Rie- 
mann's  Arbeiten  an.  Aber  die  Grundlagen  für  die  Forschung  des  deut- 
schen Gelehrten  sind  so  völlig  anderer  Natur  wie  die  der  C au chy' sehen 
Schule,  der  Ausgangspunkt  liegt  für  sie  auf  einem  so  ganz  verschiedenen 
Feld,  dass  weder  in  der  Fragestellung  noch  in  den  Hülfsmitteln  der 
Anschluss  unmittelbar  zu  erkennen  ist. 

Denn  inzwischen  hatten  in  Deutschland  die  Arbeiten  von  Abel  und 
Jacobi  über  die  mehrfach  periodischen  Functionen  die  Anstrengungen 
der  Mathematiker  auf  einen  Punkt  gerichtet,  der  in  jenen  Arbeiten 
kaum  gestreift  worden  ist:  den  Ausbau  der  Theorie  der  Abel' sehen 
Functionen,  die  für  die  ganze  Theorie  der  Functionen  überhaupt,  zu- 
mal aber  für  die  der  algebraischen,  von  epochemachender  Bedeutung 
werden  sollte.  Die  Hülfsmittel  zur  Beherrschung  dieses  immensen  und 
schwierigen  Stoffes  boten  sich  in  den  Traditionen  der  Gauss'schen  Schule 
für  den  genialen  Blick  Riemann's  in  so  ausreichendem  Umfange  dar,  dass 
Cauchy's  Ergebnisse  für  seine  Zwecke  zunächst  nur  in  untergeordnetem 
Masse  in  Betracht  kamen. 

Indem  wir  uns  nunmehr  anschicken  diese  Gruppe  von  Arbeiten  zu 
besprechen,  sind  wir  genötigt,  den  Fortgang  unserer  Darstellung  zunächst 
zu  unterbrechen  und  um  ein  paar  Jahrzehnte  zurückzugreifen,  um  fest- 
zustellen, dass  aus  einer  Stelle  der  Institutioues  calculi  integralis  von 
Euler,  und  aus  einer  seinerzeit  wenig  beachteten  französischen  Quelle, 
den  Exercises  de  calcul  integral  von  Legendre,  die  Anregung  zu  dieser 
Forschung  erflossen  ist. 


IIL  Absclmitt 

Das  Abel'sclie  Theorem  und  das  TJmkelirprolilem 
der  liyperelliptischeii  Functionen:  Abel  "bis  "Weierstrass. 

A.    Niels  Henrik  Abel  [1825-1829]. 

1.     In   dem  Briefe  an   Legendre,    in   welchem  Jacobi  (Corresp.  jacoi.i  über 

Abel 

matli.  entre  L.  et  J.,  Journ.  f.  Math.  Bd.  80,  Werke  I,  S.  447)  der 
Nachricht  von  dem  Tode  Abel's  gedenkt,  giebt  er  einen  Ueberblick 
über  die  Probleme,  deren  Lösung  Abel  sich  vorgesetzt  habe.  Es  seien 
die  folgenden  gewesen: 

7..  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die  Auf- 
lösbarkeit einer  Gleichung  durch  Wurzelzeichen  anzugeben; 

ß.  ebenso  für  die  Darstellbarkeit  eines  Integrals  durch  geschlossene 
Ausdrücke; 

Y-  die  Erforschung  allgemeiner  Eigenschaften  der  Integrale  alge- 
braischer Functionen. 

„Alles  eigenartige  Fragestellungen,  an  die  vor  Abel  Niemand  zu 
denken  gewagt  hatte." 

Uns  beschäftigt  hier  vor  den  anderen  die  an  dritter  Stelle  erwähnte. 
Dank  den  vortrefflichen  Ausgaben  der  Werke  Abel's,   die  wir  besitzen: 

(1)  Oeuvres   eompletes   de  N.  H.  Abel   par  Holmboe,  2  voll.  Christiania 
1839. 

(2)  Oeuvres  eompletes  de  N.  H.  Abel  p.  par  L.  Sylow  et  S.  Lie,  2  voll. 
1881  (mit  Noten  der  Herausgeber), 

und  den  Biographien  von  Holmboe  (Vorrede  zu  (1))  und  Bjerknes 
(N.  H.  Abel,  Paris  1S85)  sind  wir  über  die  Hülfsmittel,  die  Abel  bei 
seinen  frühesten  Studien  zur  Verfügung  standen,  genau  genug  unterrichtet, 
um  die  Quellen  zu  erkennen,  aus  welchen  Abel  bei  der  Conception  jener 
Probleme  geschöpft  hat,  die  aus  der  ersten  Periode  seiner  überhaupt  nur 
sechsjährigen  productiven  Thätigkeit  stammen. 
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Ursprung  2.     Am  frühesten  beschäftigten  ihn  Euler's  Schriften,    die  er  zu- 

des   Abel-  °  ' 

sehen  Theo- sammen  mit  Holmboe  (s.  d.  Bioffr.)  las.    Vers;effenwärti2;en  wir  uns  den 

rems:  Ber-  ^  *    ^  P    °  » 

nouiii,  Fag-  Kreis  von  Vorstellungen,  die  ihm  von  dorther  zuflössen. 

nauo,  Euler.  '^ 

Den  Stand  der  Integralrechnung  vor  Euler  bezeichnen  treffend  die 
Worte,  mit  denen  Legendre  seine  Exercises  de  calcul  integral  (1811) 
einleitet:  „Nachdem  die  Differential-Ausdrucke,  die  sich  algebraisch  oder 
durch  Kreisbögen  und  Logarithmen  integriren  lassen,  erschöpft  waren, 
beschäftigte  man  sich  mit  der  Aufsuchung  solcher  Differentiale,  welche 
durch  Ellipsen  und  Hyperbelbögen  sich  ausführen  lassen."  Fast  dieselbe 
Wendung  findet  sich  schon  in  Mac  L aurin' s  Treatise  on  fluxions*). 
Wenn  man  so  allgemein  die  Zurückführung  eines  Integrals  auf  Kegel- 
schnittbögen bereits  als  eine  Lösung  der  Aufgabe  ansah,  so  konnte  es 
nicht  fehlen,  dass  ebenso,  wie  man  die  Bögen  eines  Kreises  durch  die 
Ausdrücke  für  sin(a+ß),  sin2a,  u.  s.  w\  mit  einander  verglich,  dies 
auch  mit  den  Bögen,  welche  derselben  Ellipse,  Hyperbel  oder  Lemnis- 
cate  (einer  Fusspuuktcurve  der  gleichseitigen  Hyperbel)  angehören,  ver- 
sucht wurde.  Bei  der  cubischen  Parabel  war  die  Vergleichung  schon 
Johann  Bernoulli  1698  (Opera  I,  S.  252,  vergl.  auch  die  Bemerkung 
über  das  Additionstheorem  der  Kreisfunctionen  in  einem  Briefe  an  Leib- 
niz,  L.  Math.  Sehr.  her.  v.  Gerhardt  III,  S.  186)  gelungen.  Die  Eigen- 
schaft dieser  Curve  „mit  sich  selbst  verglichen  rectificirbar  zu  sein",  d.  h. 
„von  der  man  zwei  Bögen  angeben  könne,  deren  Differenz  construirbar 
ist",  rühmt  er  als  eine  „proprietas  perelegantissima",  auf  die  er  durch 
Zufall  gekommen  sei.  1714  entdeckte  Fagnano  eine  ähnliche  Eigen- 
schaft bei  der  Lemniscate  (Abh.  in  dem  Giornale  de'  Litterati  d'Italia, 
XXU,  1714  u.  ff.,  Venezia,  gesammelt  in:  Produzioni  matematiche  di 
Fagnano,  Pesaro  1750)**).  Euler  leitet  seine  erste  hieran  an- 
schliessende Abhandlung  (Nov.  Comm.  Petrop.  VI,  1761),  der  bald  eine 
Reihe  von  anderen  folgen  sollte,  in  denen  er  das  berühmte  Additions- 
theorem der  elliptischen  Functionen  begründet,  mit  folgenden  bemer- 
kenswerten Worten  ein:  „Wenn  man  die  mathematischen  Speculationen 
auf  ihren  Nutzen  ansieht,  so  kann  man  sie  in  zwei  Klassen  teüen:  ein- 
mal  solche,    die  dem  gewöhnlichen  Leben  oder  anderen  Wissenszweigen 


*)  Vergl.  hierzu  Felix  Müller,  Studien  über  M.  Lauriu's  geom.  Dar- 
stellung ellipt.  Integrale.  Progr.  Realsch.  Berl.  1875;  zur  Geschichte  des  Acl- 
ditioustheorems  überhaupt:  Casorati,  Teorica  etc.  (Rf.  II,  37)  S.  4 ff. 

**)  Man  vergl.  Enneper,  Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Geschichte. 
1.  Aufl.    Halle  187G,  Noten  VI,  VII. 
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einen  hervorragenden  Vorteil  gewähren,  und  deren  Wertschätzung  daher 
nach  der  Grösse  dieses  Vorteils  bemessen  zu  werden  pflegt.  Die  andere 
Klasse  umfasst  diejenigen  Speculationen,  die,  ohne  directen  Vorteil  zu 
gewähren,  doch  wertvoll  sind,  weil  sie  geeignet  sind,  die  Grenzen  der 
Analysis  auszudehnen  und  die  Kräfte  unseres  Geistes  zu  üben.  Da  näm- 
lich viele  Forschungen,  von  denen  man  sich  grossen  Nutzen  versprechen 
könnte,  wegen  der  Unzulänglichkeit  der  Analysis  verlassen  werden  müssen, 
so  ist  wohl  denjenigen  Speculationen  kein  geringer  Wert  beizumessen, 
die  einen  nicht  unbeträchtlichen  Zuwachs  für  die  Analysis  versprechen. 
Diesem  Zweck  scheinen  aber  zumal  solche  Bemerkungen  zu  dienen,  die, 
gelegentlich  gemacht  und  a  posteriori  entdeckt,  zu  directer  Auffindung 
a  priori  wenig  oder  keine  Aussicht  hatten.  Nachdem  man  aber  ihre 
Richtigkeit  erkannt  hat,  lassen  sich  leichter  Methoden  finden,  die  zu  ihnen 
hinführen,  und  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  eben  durch  die  Auf- 
suchung solcher  neuer  Methoden  das  Gebiet  der  Analysis  nicht  wenig  er- 
weitert wird.  —  Bemerkungen  dieser  Art,  die  auf  einer  bestimmten  Me- 
thode nicht  beruhen  und  deren  innerer  Grund  verborgen  scheint,  sind 
mir  in  einer  jüngst  pubücirten  Abhandlung  [Eni er  memt  wohl  die  Ge- 
sammtausgabe  der  Werke]  des  Grafen  Fagnano  aufgestossen." 

3.     Euler  entnimmt  dann  auch  zunächst    den    „Prodnzioni"    nicht  Das  Addi- 

'  tionstheorem 

mehr  als  die  Thatsache,  dass  der  Gleichung:  der  eiupti- 

,  sehen  Inte- 

dX  dy  grale  1.  Gat- 

1)  ,  =  — ,  tun;. 


Vi— X*  ]/l 


■y 


durch  den  Wert:  x^ — 1/4 s-  genüsrt  werde.     Fagnano  hatte  auf 


diesen  Umstand  seine  berühmte  Theilung  des  Lemniscatenbogens  gegründet. 
Aber  Euler  gewinnt  dem  Ergebnis  eine  Seite  ab,  deren  Bedeutung 
im  weiteren  Verlauf  ins  üngemessene  gewachsen  ist.  Ihm  ist  jene 
Gleichung,  in  rationaler  Form:  x'^y^-f-x^+y'  — 1=0,  ein  „particuläres 
Integral"  der  Differentialgleichung  1),  wie  die  Gleichung  x  =  y  auch 
eines  ist.  Das  „vollständige"  Integral,  welches  eine  willkürliche  Con- 
stante  involvirt,  muss  so  beschaffen  sein,  dass  es  beide  umfasst.  Euler 
gelangte  zu  demselben,  wie  es  scheint,  durch  Probiren.  Differentiirt  man 
die  Gleichung  (1.  c.  p.  50): 

2)     0  =  a-|-2ß(x-+-y)+Y(x-  +  y2)4-2xy-h23xy(x+y)  +  rx-'y^^ 
in  zweckmässiger  Anordnung,  so  lässt  sich  das  Differential  mit  Hülfe  von 
2)  in  die  Form  bringen: 

„x  dx  dy 

3)  --^  +  ^  =  0, 
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wo  X  eine  ganze  Function  vierten  Grades  ist,  aus  deren  vier  Coefficienten 
sich  die  fünf  in  2)  mit  Zuhiilfenahme  von  einer  willkürlichen  Constanten 
zusammensetzen  lassen.      Die  Relation   2)  ist  also  das  vollständige  Inte- 
gral von  3)  und  geht,  wenn  sich  3)  auf  1)  reducirt,  in: 
x^+y^H-c-x-y-  =  c-  +  2xy]/l  —  c* 

über.  „Es  erscheint  wunderbar",  sagt  Euler  in  der  Anzeige  seiner 
Abhandlung  (1.  c.  Summariiim  p.  8),  „dass,  wiewohl  ein  solches  Integral 
weder  durch  Kreis-  noch  logarithniische  Functionen  auswertbar  ist, 
doch  allgemein  der  Differentialgleichung  3)  durch  eine  algebraische  Re- 
lation genügt  werden  kann."  Älit  anderen  Worten:  der  trivialen 'Inte- 
gralgleichung : 

'  ■'  yx  ^J  l/Y        .'  VB  ' 

wo  b  eine  willkürliche  Constante  ist,  tritt  die  mit  ihr  vollkommen 
gleichwertige  algebraische  Beziehung  2)  zur  Seite.  Führt  man  die  Con- 
stante b  in  2)  ein,  so  erhält  diese  Gleichung,  wie  Euler  später  bemerkt, 
eine  in  x,  y,  — b  symmetrische  Gestalt,  wenn  mau  alle  Irrationalitäten 
beseitigt.  Insbesondere  tritt  für  X  =  A-}-Cx^+Ex*  an  Stelle  von  2) 
die  Gleichung  (Instit.  calc.  integr.  I,  §  612): 

A'(x*+y*+b^)  — 2A2(x'y2-hx^b^+y^b')  — 2AEx^y^bXx'  +  y'4-b^) 

—  4ACx'y'b'-t-E2x*y*b*  =  0. 

Dasseibefür         4.     Aber  Eul er  bleibt  hierbei  nicht  Stehen.    Wie  ihn  die  Vergleichung 

Integralehö-  -it.  p    t        i  h  .  u-      •      i  t 

herer  Gat-  vou  Lemniscatcnbogen  auf  die  der  allgemeinen  elliptischen  Integrale  erster 
"'     Gattung  geführt  hat,  so  dient  ihm  die  ebenfalls  von  Fagnano  geleistete 
Vergleichung    von   Ellipsenbögen  zur  Aufstellung   des  Additionstheorems 
der  Integrale  zweiter  Gattung. 

Euler  formulirt  Fagn an o's  Entdeckung  folgendermassen :  der  Diffe- 
rential-Ausdruck : 


r\  1    ,/  1 — nx'''         ,   -,/  1 — ny^ 


dV 

lässt  sich  durch  Annahme  einer  gewissen  algebraischen  Relation  zwischen 
x  und  y  in  integrable  Form  bringen.     Setzt  man  nämlich: 


6)        —  =  ]/— —^    und  also:     —  =  |/— - 

y         '      1 — x"  X         r     1 


-ny- 


y         '      1— X'    '  X         r     l—y^ 

so  verwandelt  sich,  wenn  man  6)  rational  macht  und  differentiirt,  dV  in 
dx/y-f-dy/x  =  nd(xy)  (Act.  N.  Petr.  VI,  p.  60).  Also  ist  umgekehrt 
6)  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  dV  =  nd(xy). 

Aber  schon  in   dem  folgenden  Aufsatz   (1.  c.  T.  VII)   hat  er  (wohl 
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mit  der  Bemerkung,  dass  die  Gleichung  G)  in  2)  einbegriffen  ist)  den 
endgültigen  Ausgcangspunkt  auch  für  diese  Gattung  von  Fragen  gefunden, 
indem  er  die  Aufgabe  stellt:  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleicliungen 
2)  und  3)  bestehen,  mit  ihrer  Hülfe  das  Differential*)  d[l(x)H-dri(y)^=dV, 

wo:  ^    /  \  1 

.•(x)dx 


n«=p 


n 

und  r(x)  eine  ganze  Function  ist,  in  „integrable  Form"  zu  bringen,  d.  h. 
als  Differential  eines  algebraischen  [rationalen]  uud  logarithmischen  Aus- 
drucks oder  von  Kreisfunctionen  [symmetrisch  in  x  und  y]  darzustellen. 
Euler  findet,  dass  bei  dieser  erweiterten  Fassung  r(x)  überhaupt  keiner 
weiteren  Bedingung  unterliegt,  dass  es  also  immer  möglich  ist,  eine  Func- 
tion V  von  den  angegebenen  Eigenschaften  zu  finden,  derart,  dass 

n(x)+n(y)  =  n(b)H-v 

wird. 

Wir  haben  dem  Theorem  gleich  die  erweiterte  Fassung  gegeben,  in 
der  es  Euler  in  seinen  Institutiones  calculi  integralis  (Vol.  I,  §  045) 
reproducirt,  welchen  es  Abel  entnahm. 

Soweit  Euler,  der  wiederholt  die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  be- 
tont. Er  hält  jedoch  (§  640)  eine  Ausdehnung  seiner  Methode  auf  hö- 
here als  Quadratwurzeln  oder  auf  Functionen  von  höherem  Grade  unter 
dem  Wurzelzeichen,  als  dem  vierten,  nicht  für  thunlich,  indem  er  auf  den 
Fall  hinweist,  dass  die  Wurzel  ausziehbar  ist,  und  alsdann  unter  Um- 
ständen zwischen  Logarithmen  und  Kreisfunctionen  eine  algebraische  [in 
der  Sprache  jener  Zeit  selbstverständlich  zugleich:  reelle]  Beziehung  be- 
stehen müsste,  was  doch  unmöglich  anginge.  Vorgreifend  bemerken  wir 
gegenüber  diesem  Bedenken,  dass  sich  von  selbst  die  zu  4)  analoge  Re- 
lation zwischen  den  Integralen  in  zwei  und  mehr  linear  unabhängige  zer- 
legt, wenn  an  Stelle  jener  einzelnen  2)  ein  System  von  algebraischen 
Relationen  tritt. 

h.     Mit  dem  Vorstehenden   haben   wir   den  Gedankenkreis  und  die  Umgestal- 
tung der 
Probleme    umgrenzt,    die    nun    Abel's    Erfindungskraft    herausforderten.  Euier'schen 

Relation 

Die  Brücke  aber,  die  von  Euler  zu  Abel  hinüberführt,  glauben  wir  in  zwischen 

den  oberen 

einer  gewissen  Umgestaltung  zu  erkennen,  welche  Abel  mit   der  zwischen  Grenzen  der 
X,  y,  b  bestehenden  algebraischen  Gleichung  (oben  Nr.  3)  vornahm.  integrale. 

Eni  er  hatte  diese  Gleichung  bereits  in  eine  hinsichtlich  dieser  drei 
Grössen  symmetrische  Gestalt  gebracht.    Nun  waren  bekanntlich  die  Fort- 


*)  Functionszeichen  wie  11  (x),  r(x)   kommen   bei  Euler  nicht  vor.     Wir 
gebrauchen  sie  zur  Abkürzung. 

Jahresber.  d.  Deutschen  Mathem. -Vereinigung.     III.  1 4 


210     III-  Das  Abel 'sehe  Theorem  und  das  ümkehrproblem.    A.  Abel. 

schritte,  welche  die  Theorie  der  Gleichungen  seit  Euler  gemacht  hatte, 
für  Abel  nicht  verioren  gegangen.  Ihm  lag  der  Gedanke  nahe,  jene 
zwischen  den  symmetrischen  Functionen  von  x,  y,  b  bestehende  Relation 
zur  Bildung  derjenigen  Gleichung  dritten  Grades  zu  verwenden,  die  für 
eine  dieser  Grössen,  etwa  x,  besteht,  welcher  dann  aber  auch  y  und 
b  genügen  müssen.  Man  erhält  sie  sogleich,  indem  man  die  iden- 
tische Gleichung,  deren  Wurzeln  x,  y,  b  sind,  mit  Hülfe  jener  Relation 
umformt. 

Diese  Gleichung  nun  ist  es,  die  der  Kernpunkt  der  Ent- 
deckung AbeTs  gewesen  zu  sein  scheint.  Sie  lässt  sich  in  die 
Form  bringen: 

1)  vx.yr— v'xyr'  =  0, 

wo  X'X"  =  X  ist,  und  vx,  v'x  ganze  Functionen  von  x  sind,  von 
solchem  Grad,  dass  1),  auf  rationale  Form  gebracht,  den  dritten  Grad 
nicht  übersteigt.  Die  Coefficienten  in  v,  v'  hängen  von  y  und  b,  oder 
vielmehr  von  zwei  symmetrischen  Functionen  dieser  Grössen  ab,  und  sind 
durch  y,  b  bestimmt.  Man  kann  aber  auch  die  (zwei)  wesentlichen  Coef- 
ficienten in  V,  v'  (v  ist  vom  ersten  Grad,  v'  constant,  wenn  X'  vom 
ersten,  X"  vom  dritten  Grad  ist)  als  gegebene  Grössen  ansehen j  sie  sind 
mit  y,  b  durch  die  Relationen  verbunden: 


fvy.l/r-v'y.VY^'^-O 
^  lvb."|/B'  — v'b.-j/B"  =  0. 


0. 

Jene  Gleichung  1)  besteht  nun  zunächst  auch  im  Falle  beliebig  vieler  ellip- 
tischer Integrale.  Denn  die  Zahl  der  Integrale,  welche  mit  einander  ver- 
glichen werden,  vermehrt  sich  einfach  dadurch,  dass  man  den  Grad  der 
Functionen  vx,  v'x,  erhöht,  wobei  zugleich  die  Zahl  der  willkürlich 
annehmbaren  Grössen  in  1)  entsprechend  zunimmt.  Aber  eines  bleibt: 
die  Eigenschaft  der  Integralsumme,  durch  eine  algebraische  und  logarith- 
mische Function  der  Coefficienten  von  v,  v'  ausdrückbar  zu  sein.  Denn 
wie  im  einfachsten  Falle  vermöge  der  Gleichungen  1),  2)  die  irrationale 
Differentialsumme  durch  ein  rationales  Differential  symmetrischer  Func- 
tionen von  X,  y,  b  darstellbar  ist,  so  lässt  sich  hier  wieder  die  Summe 
durch  symmetrische  Functionen  der  neuen  oberen  Grenzen  rational  aus- 
drücken, die  man  erhält,  wenn  man  die  Summanden  unter  Benutzung 
der  Gleichungen  1),  2)  und  ihrer  Differentiale  umformt,  indem  man  die 
symmetrischen  Functionen  der  Grenzen  durch  die  Coefficienten  ersetzt. 
Ausdehnung          6.     Alle  diese  Schlüsse  sind  aber  auch,    wie  man  ohne  Wei- 

auf  hyper- 
elliptische teres  einsieht,  durchaus  nicht  an  den  Grad  von  X  gebunden;    auch 

Integrale:     t         rr   i  i 

Abel,     der  Zähler  rx  der  Integranden  braucht  nur  allgemein  eine  rationale  Func- 
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tion  zu  sein.  So  beseitigt  der  Gedanke  Abel's,  die  Gleichung  1)  an 
Stelle  der  zwischen  den  oberen  Grenzen  bestehenden  Relation  zum  Aus- 
gangspunkt zu  wählen,  die  Schwierigkeiten,  die  sich  Bhilcr  gegenüber- 
gestellt hatten,  als  er  zu  den  hyperelliptischen  Integralen  aufsteigen  wollte. 

Diese  Gleichung  giebt  sofort  Anlass  zu  einer  weiteren  wichtigen  Be- 
merkung, die  Abel  in  seiner  Pariser  Arbeit  (unten  Nr.  8  (1))  sorgfältig 
verfolgt  und  zu  einer  neuen  bedeutenden  Fragestellung  crlicbt. 

Weil  nämlich,  wenn  X  eine  Function  vom  Grade  2m  oder  2m  —  1  ist, 
die  Gleichung  1),  rational  gemacht,  mindestens  bis  zum  Grade  m-|-a  —  1 
ansteigen  muss,  wenn  o.  "Wurzeln  willkürlich  annehmhar  sein  sollen,  so 
ist  die  Summe  der  zugehörigen  a  Integrale  darstellbar  als  Summe  von 
mindestens  m — 1  anderen  (durch  sie  bestimmten),  wozu  noch  jene  loga- 
rithmische und  algebraische  Function  V  der  Coefficicnten  von  vx,  v'x 
kommt.  Es  existirt  also  eine  Minimalzahl  von  Integralen,  auf  die  man 
eine  gegebene  Integralsumme  zurückführen  kann.  Daraus  erklärt  sich  die 
Schwierigkeit,  auf  die  Euler's  Formulirung  bei  hyperelliptischen  Integralen 
stossen  musste:  die  in  der  transcendenten  Gleichung  auftretende  Integra- 
tionsconstante  war  nicht,  wie  bei  der  elliptischen  Integralsumme,  durch 
ein,  sondern  nur  durch  zwei  oder  mehr  hyperelliptische  Integrale  ersetz- 
bar, ein  merkwüirdiger  Umstand,  der  sich  nicht  entfernt  voraussehen  liess, 
und  den  in  expliciter  Form  später  Jacobi  zur  Grundlage  seines  Umkehr- 
problems umgestaltete. 

Im  Besitze  aller  damals  flüssigen  Hülfsmittel  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  blieb  jedoch  Abel  auch  bei  dieser  Verallgemeine- 
rung nicht  stehen. 

Wenn  man  die  für  hyperelliptische  Integrale   bestehende  Gleichung: 

1)  vx.yr-v'x.l/F'^O, 

wo  X'X"  =  X  ist,  durch  die  zwei  simultanen  ersetzt: 

y^X"  — X'   =0 
y.vx — v'x  =  0, 

wo  die  veränderlichen  Parameter  nun  bloss  in  die  zweite  Gleichung  ein- 
gehen, und  infolge  dessen  das  vorliegende  Integral  die  Form  annimmt 
(rx  eine  rationale  Function  von  x): 


/^=A..)-. 


so  stellt  sich  das  erweiterte  Problem: 

7.     Gegeben  seien  zwei  algebraische  Gleichungen  zwischen  den  Va- 

14* 
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Inte-     riabeln  x  und  y 

grale  alge-  f      /  \  r\ 

braischer  .  I  X  C^J    Jj  =  ^ 

Functionen. 


{i 


8(x,  y)  =  0, 

wo  /(x,  y)  eine  ganze  Function  mit  gegebenen  Coefficienten.  0(x,  y)  eine 
solche  mit  (veränderlichen)  willkürlichen  Coefficienten  darstellt;  zu  unter- 
suchen, ob  eine  Summe  von  Integralen  der  Form: 


fix  =  lf(x,  y)dx, 


wo  f(x,  y)  eine  rationale  Function  von  x  und  y  ist,  als  logarithmische 
und  algebraische  Function  V  der  Coefficienten  von  6  (und  y)  darstell- 
bar ist,  wenn  die  oberen  Grenzen  der  Summanden  von  allen  Wertepaaren 
X,,  Vj ;  Xg,  yj; . . .;  x^,  y^  gebildet  werden,  die  zugleich  beiden  Gleichungen 
3)  genügen.  Es  zeigt  sich,  dass  der  Gang  der  Untersuchung  keinerlei 
Abänderung  gegen  früher  zu  erfahren  braucht;  die  bejahende  Antwort 
auf  die  Frage  ist  der  Inhalt  des  berühmten  „Abel'schen  Theorems", 
das  sich  also  darin  ausdrückt,  dass  zu  jenen  Gleichungen  3)  die  folgende 
hinzutritt: 

6x,  -i-'^jx^  -i h'}x^  =  V. 

Die  Stelle  der  Gleichung  1)  vertritt  die  Resultante  aus  den  Glei- 
chungen 3),  die  durch  Elimination  von  y  entsteht;  y  ist  vermöge  '/(x,  y)  =  0 
als  die  allgemeinste  algebraische  Function  von  x  definirt;  dieser  Be- 
griff wird  hier  zum  ersten  Mal  in  den  Bereich  eines  Satzes  einbezogen 
und  erhält  dadurch  Leben  und  Bedeutung.  In  diesem  Sinne  ist  Abel 
der  Begründer  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 

Aber  auch  die  Frage  nach  der  Minimalzahl  von  Integralen,  auf  die 
eine  gegebene  Integralsumme  reducirbar  ist,  bleibt  liier  als  Cardinalfrage 
bestehen;  sie  veranlasst  Abel  zu  jenen  ausgedehnten  und  mühsamen  Ab- 
zahlungen, die  das  Hauptergebnis  seiner  grossen  Pariser  Arbeit  ausmachen, 
und  die  ihn  lange  vor  Riemaun  in  den  Besitz  des  Begriffes  „Geschlecht" 
eines  algebraischen  Gebildes  setzen. 

Wir  geben  nun  einen  Ueberblick  über  diejenigen  Abhandlungen 
Abel's,  die  jenes  Theorem  behandeln  und  besprechen  dann  den  Inhalt 
der  grössten,  der  Pariser  Abhandlung. 

Abel's  Ab-  8.    Mit  dem  Theoreme,  welches  auf  Jacobi's  Vorschlag*)  das  Abel- 

handlnngen  ' 

in  Bezug  aufsehe  genannt  worden  ist,  dem  „monumentum  aere    perennius"  nach  Le- 

das  nach  ihm 

benannte    

Theorem. 

*)  Consid.  gen.  etc.  Journ.  f.  M.  IX,  Werke  II,  S.  7 ;  vorher  in  Aaz.  v. 
Legend re's  Traite  des  f.  ellipt.  Journ.  f.  il.  VIII,  Werke  I,  S.  373. 
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gendre*),  tritt  Abel,  erfüllt  von  dessen  Tragweite,  in  drei  verschiedenen 
Pablicationen  hervor.  Die  erste  grösste  hat  er  in  Paris  vollendet  und 
182(5  der  Pariser  Academie  eingereicht.     Sie  führt  den  Titel: 

(1)  Memoire  sur  une  propriete  generale  d'une  classe  tres-etendue  de  fouc- 
tions  transcendentes,  pres.  ä  TAcad.  30.  oct.  182fi.  —  Möm.  prös.  par 
divers  sav.  etr.  t.  VII,  Paris  1841.  Oeuvres  öd.  Sylow  et  Lie  I, 
p.  145—211. 

Eine   Mitteilung    des   Satzes    nebst   Beweis   enthält   ferner   die   Note 
mit  dem  fast  gleichlautenden  Titel: 

(2)  Demonstration  d'une  propriete  generale  etc.  Cr.  Journ.  f.  Math.  IV. 
1829.     Oeuvres  S.  et  L.  I,  p.  515—517. 

Die  Abhandlung: 

(3)  Remarques  sur  quelques  proprietes  etc.  Cr.  J.  f.  M.  III,  1828.  Oeuvres 
S.  et  L.  I,  p.  444—456, 

spricht  denselben  Satz  aus  unter  Beschränkung  auf  hyperelliptische  Inte- 
grale, aber  mit  Angabe  der  Form,  in  welcher  die  logarithmische  und 
algebraische  Function  auftritt,  und  ist  im  Wesentlichen  eine  Reproduction 
eines  Teiles  der  Pariser  Abhandlung.  Endlich  findet  man  in  einem 
hinterlassenen  Manuscript,  dessen  Abfassung  der  Reise  Abel's  nach  Paris 
vorausgeht,  also  wohl  in  das  Jahr  1825  fällt: 

(4)  Sur  la  comparaison  des  fouctious  trausceudeutes.  Oeuvr.  S.  et.  L.  II, 
p.  55 — 66, 

wieder  den  allgemeinen  Satz  bewiesen.  Abel  wendet  dort  seine  Aufmerk- 
samkeit der  Bestimmung  der  Constanten  in  der  Gleichung  zwischen  den 
Integralen  zu  und  geht  dann  auf  den  Fall  über,  dass  y  eine  rationale 
Function  von  x  ist,  woran  sich  die  Auswertung  zahlreicher  symmetrischer 
Functionsausdrücke  (in  Bruchform)  reiht. 

9.*    Aus  dieser  Uebersiclit  geht  hervor,  dass  es  genügt,  allein  den  PiePariser 

Abhandlung;. 

Inhalt  der  Pariser  Schrift  (1)  zu  analysiren.    Dies  scheint  aber  um  so  mehr  Darsteiiuiig 

"-    ^  ->  der   al^'ebr. 

erforderlich,   als  sie  wegen   ihrer  verspäteten  Publication   nur  wenig  be-   und  log. 

FmictioD, 

kannt   geworden   ist   und,    obwohl  sie  auf  die  nächstfolgende  Production  der  die  ni- 

tegralsiimuie 

keinen  Einfluss  geübt  hat,  doch  zum  ersten  Mal  Avesentliche  Begriffe  der  gleich  wird. 
Theorie  der  AbeFschen  Functionen  entwickelt,   die  in  anderen  Abhand- 
lungen Abel's  nicht  auftreten**). 


*)  Brief  an  Grelle,  Journ.  f.  M.  VIII  (Jac.  Anz.  v.  Legeud  re's  Traite;  wohl 
nach  der  Aeusserung  in  L.'s  Brief  an  J.  vom  4.  Juni  1829,  J.  f.  M.  Bd.  80). 

**)  Die  oben  erwähnte  zweite  Ausgabe  der  Werke  Abel's  enthält  zu  der 
nicht  leicht  geschriebenen  Pariser  Abhandlung  vortreffliche  Noten  von  Sylow, 
die,  teils  kritisch,  teils  erläuternd,  dunkle  Stellen  besprechen.  Von  Arbeiten, 
die  direct  an  diese  Abhandlung  auschliessen,  sind  uns  nur  noch  folgende  be- 
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Mit  dem  summarischen  Beweise  des  Theorems,  den  Abel  später  in 
(2)  reproducirt,  leitet  die  Abhandlung  (1)  ein  (§§  1,  2),  geht  aber  dann 
sogleich  auf  die  wirkliche  Darstellung  (§  4)  der  logarithmischen  und  al- 
gebraischen Function  V  über,  durch  die  sich  die  Integralsumme: 

t];x,+<]>X2H h^Xu  =  y 

ausdrücken  lässt,  wenn  x,,  x.^,  ...  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

r(x)  =  0 

sind,  die  durch  Elimination  von  y  aus  den  Gleichungen: 

-/(x,  y)  =  y'^+y"-ip„-i+y"-'p„_2H hPo  =  0 

e(x,  y)  =  y"-iqu-i+y"-2qn-2H hq«  =  0 

entsteht.  Hier  sind  die  p,  q  ganze  Functionen  von  x  von  irgend  welchen 
Graden,  wobei  in  die  q  noch  willkürliche  Constanten  a,  a',  a",  ...  linear 
eingehen  [wir  werden  sie  „Parameter"  nennen].  Die  rechte  Seite  V  der 
transcendeuten  Gleichung  stellt  sich  als  algebraische  und  logarithmische 
Function  dieser  Parameter  dar  (s.  No.  6). 

Von  den  gemeinsamen  Wertsystemen  der  Gleichungen  y=  0,  0  =  0 
kann  eine  Anzahl  von  den  Parametern  a,  a',  a",  ...  unabhängig  sein. 
Dann  scheidet  sich  aus  der  Resultante  rx  ein  von  diesen  unabhängiger 
Factor  F^x  aus,  so  dass  in: 

rx  =  F^x.Fx 

nur  Fx  noch  von  den  a,  a'  ...  abhängt. 

Bedient  man  sich  der  später  von  Clebsch  eingeführten  geometrischen 
Interpretationsweise,  so  \sty=0  die  Gleichung  einer  festliegenden  Curve  mit 
den  Cartesischen  Coordiuaten  x  und  y,  6  =  0  die  einer  anderen  Curve, 
deren  Lage  und  Gestalt  mit  den  Parametern  a  sich  ändert,  so  zwar,  dass 
ein  Teil  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  „Curve  }("  (der  Curve,  deren  Glei- 
chung y^^=  0  ist)  fest  ist,  ein  Teil  mit  den  Parametern  in  9  sich  ändert 
(„beweglich"  ist).  Die  Abscissen  der  festen  sind  durch  F^x  =  0,  die  der 
beweglichen  durch  Fx  =  0  gegeben.  Wir  werden  diese  wegen  ihrer  kurzen 
Ausdruckweise  bequeme  Interpretation  in  der  Folge  oft  gebrauchen. 


kannt  geworden:  1)  Ein  grösserer  Aufsatz  von  Rowe:  OnAbel's  Theorem 
(Philos.  Trans.  172,  1881),  Mai  1880,  reproducirt  den  Inhalt  in  der  heutigen 
Darstellnngsweise ,  geht  aber  nicht  auf  alle  schwierigen  Partien  ein.  2)  Die 
unmittelbar  anschliessende  Arbeit  von  Gayley  „Addition  to  Rowe's  Memoir" 
bezieht  sich  auf  die  Berechnung  der  (s.  unten)  Abel'schen  Zahl  y  mit  den  in 
Rf.  VI  Nr.  20  entwickelten  Hülfsmitteln.  3)  Eine  jüngst  erschienene  Abhand- 
lung von  Baker  (Cambr.  Trans.  XV,  Part.  IV,  im  Auszug  Math.  Ann.  45 
S.  133)  enthält  Vorschläge  zu  einer  graphischen  Ermittlung  der  Zahl  y. 
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Für  das  zu  Grunde   gelegte  Integral  wälilt  nun  Abel   die  folgende 
Form: 

wo  fp  f^  ganze  Functionen  der  beigesetzten  Variabein,  y'y  die  Ableitung 
von  y^  nach  y  ist.  Diese  letztere  in  den  Nenner  zu  setzen,  scheint  für 
Abel  zunächst  kein  anderer  Anlass  vorhanden  gewesen  zu  sein,  als  die 
Analogie  mit  einfacheren  Fällen.  Wenn  z.  B.  yj  die  Form  hat: 
y-  +  p^y-f-p_  =  0,  so  führt  die  Verallgemeinerung  des  elliptischen  In- 
tegrals 1.  Gattung  mit  Notwendigkeit  darauf  (s.  Jacobi  „De  theor.  Ab. 
observatio",  Journ.  f.  M.  III,  Werke  II,  S.  3),  die  Discriminantc  (in  irratio- 
naler Form  y'j^  in  den  Nenner  zu  setzen.  —  In  der  That  wird  der 
Ausdruck  für  V  ebenso  einfach,  wenn  man  y'y  weglässt,  wie  dies  die 
Ergebnisse  von  Jürgensen  und  Minding  (s.  unten  III,  B)  zeigen;  die 
irrationale  Form  von  V  lässt  sich  auch  so  nicht  vermeiden.  Wir  kommen 
darauf  übrigens  unten  noch  einmal  zurück  (Nr.  11).  Abgesehen  von  einer 
additiven  Constanten  C  setzt  sich  nun  die  rechte  Seite  V^P  +  Q-f-G 
aus  zwei  Teilen  zusammen,  deren  einer  die  Form  hat: 

p  =  -fii^ioge(x,yol    , 

wo  [],-!  den  Coefficienten  der  ( — l)ten  Potenz  der  Entwicklung  des 
Klammerausdrucks  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  bedeutet.  Der 
andere  hat  in  einer  der  heutigen  Ausdrucksweise  angepassten  Form  und 
nach  Verbesserung  eines  von  Sylow  (A.  Oeuvr.  II.  S.  29G)  angege- 
benen Rechenfehlers  die  Gestalt  (Fvt  =  1.2...(vk — 1)): 
a      1      d"''-' 


=  2: 


n=l     FVk     dx'''^ 


^(^l^'-«(-4 


WO  die  Summe  ^'  sich  auf  alle  diejenigen  Unendlichkeitsstellen  x  =  ßj, 

f  Cx  y) 
ßg,  .--ßa  des  Integranden    '^     /  erstreckt,  wo  dieser,  entweder  in  Folge 

2       '  Ä.  J 

von  f 2  =  0  oder  für  solche  Nullpunkte  von  F^^,  für  die  zugleich  y'j  =  0 
ist,  in  den  Ordnungen  bezw.  Vj,  v^,  ...v^  (ganze  Zahlen)  unendlich  wird, 

10.     Von  Interesse  ist  nun  vor  Allem  der  Fall  (§  5),  dass  sich  die  Die  ime- 

■^  gralsumme 

logarithmische  und  algebraische  Function  V,  der  die  Integralsumme  gleich  gleich  einer 

*  °  /  ö  o  Constanten. 

ist,  für  beliebige  a,  a',  a"  ...  auf  eine  Constante  reducirt.     Aus  der-DieZahi 

'  °         '         '  y  der  Con- 

Form,   die  man  für  V  im  allgemeinen  Fall  gefunden  hat,  lässt  sich,  zu-stanten  des 

'  o  e  '  '  Integrals,  für 

nächst   unter   Annahme   von   F„x=l,   d.h.    unter  der   Annahme   bloss  weiches  dies 

^  eintritt. 

beweglicher  Schnittpunkte  von  y  mit  9,  ein  Schluss  ziehen  auf  die  Form, 
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welche  alsdann  die  Functionen  f.,  und  f,  in  dem  Ausdruck  für  (|/x  an- 
nehmen müssen.     Abel  findet: 

1)  Es  muss  f 2  X  =  1  sein,  weil  nur  so  (zugleich  mit  allen  v)  das 
Glied  Q  verschwindet,  ohne  dass  Beziehungen  zwischen  den  a,  a',  ...  statt- 
finden. Wir  bemerken  gleich  hier,  dass  Abel  dabei  den  Fall  übersieht, 
dass  auch  durch  Relationen  zwischen  den  ß  der  Ausdruck  Q  unab- 
hängig von  den  a  zu  Null  werden  kann;  f ^  x  =  1  ist  also  nicht  not- 
wendiges Erfordernis  dafür,  dass  Q  =  0  ist  (vgl.  Clebsch-Gordan, 
Abel'sche  Functionen  §  13,  6)  (S.  49)). 

2)  Für  fj  (x,  y)  findet  Abel  aus  P  =  0  die  Bedingung,  dass  die  Ent- 
wicklung von 

x'y 

nach  absteigenden  Potenzen  von  x  (also  für  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  Curve  ^)  mit  einem  Glied  Ax~"  beginnen  müsse ,  wo  a  >  1  ist. 
Dies  giebt  für  den  Grad  von  f^  (x,  y)  hinsichtlich  y  und  den  Grad  der 
Coefficienten  p  in  -f  hinsichtlich  x  je  eine  gewisse  obere  Grenze,  die  Abel 
genau  bestimmt.  Die  so  definirte  Function  f^  hat  nun  noch  eine  Anzahl 
-^  von  willkürlichen  Constanten,  die  linear  und  homogen  eingehen,  und  es 
zeigt  sich,  dass  diese  Zahl  y  abhängt  (§  5,  Formel  (62))  bloss  von  den  bei 
der  Entwicklung  von  y  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  auftretenden 
Exponenten,  also  von  Eigenschaften  der  Function  )^(x,  y)  allein.  Der  so 
gefundene  Ausdruck  für  y  setzt  indessen  voraus  (§  5,  F.  (50)),  dass  jene 
Entwicklungen  von  y  in  den  ersten  Gliedern  nicht  übereinstimmen,  geo- 
metrisch gesprochen,  dass  die  unendlich  fernen  Zweige  der  Curve  y  keine 
Berührung  mit  einander  eingehen,  und  dass  keine  „superlinearen"  (Cayley) 
Zweige  mit  mehr  als  einem  y,kritischen"  Exponenten  (s.  Ref.  über  Sing. 
Punkte  VI  Nr.  13)  vorkommen  (wie  z.  B.  y  ==  x"~2_|_x-j!2). 
Feste  11.  In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall,  dass  F„x  sich  nicht  auf  eine 

Schnitt- 

punkte  derConstante  (§  5.  a.  E.)  reducirt,  sind  die  Bedingungen  für  die  Zählerfunction 

beweglichen  ^ 

mit  der    f  (x,  y)  ZU  modificiron  (während  f,  x  =  1  beibehalten  wird).    Ist  nämlich 

festen  Curve.  ,.  "  i   ,  i  i  i         t> 

x=p,  y  =  B  ein  Wertepaar,  für  welches,  unabhängig  von  den  Para- 
metern a,  a',  ...,  zugleich  y^  und  0  verschwinden,  so  muss,  wenn  die 
Integralsumme  sich  wieder  auf  eine  Constante  reduciren  soll,  der  Quotient: 

für   x  =  ß,  y  =  B    zu  Null   werden*).  —  Durch   die   vorstehende  For- 


*)  Abels  Bedingung  lautet  so:  es  darf     '  ',  für  x  =  ß,  y  =  B  nicht 
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derung  wird  das  Verhalten  von  f^  in  solchen  Stellen  regulirt,  wo  neben 
y  und  0  auch  noch  die  partiellen  Differentialquotienten  von  y  verschwin- 
den; geometrisch,  für  solche  singulare  Punkte  der  Curve  /_  =  0,  durch  die 
0  =  0  hindurch  geht.  —  Es  mag  hier  ferner  bemerkt  werden,  dass  (vgl. 
z.  B.  Clebsch  und  Gordan,  Ab.  F.  §  13)  die  Forderung  ^t];(x)  =  const. 
das  Integral  '}(x)  noch  nicht  zu  einem  Integral  erster  Gattung  im  Sinne 
Riemann's  macht.  Vielmehr  genügen  dieser  Gleichung  auch  Integrale 
dritter  Gattung  von  der  Form: 

welche  nur  in  singulären  Punkten  von  y=  0  unendlich  werden,  durch 
die  6  =  0  nicht  hindurch  geht.  Erst  die  Integrale  dieser  Art  zusammen 
mit  den  eigentlichen  Integralen  erster  Gattung  bilden  den  Inbegriff  der 
von  Abel  gefundenen  linear  unabhängigen  Integrale  '|'(x),  für  die  3]'}=^const. 
ist.  Diese  Abzahlung  zeigt  die  Vorzüge  der  von  Abel  benutzten  Integral- 
form. Ohne  die  Annahme,  dass  y'y  im  Nenner  des  Integranden  auftritt, 
war  die  Zahl  y  bei  den  erschwerenden  Voraussetzungen,  die  hinsichtlich 
der  Ausdrücke  /  und  0  Abel  sich  auferlegt,  wohl  nicht  aufzustellen, 
wie  auch  der  Umstand  zeigt,  dass  keiner  von  denen,  die  später  Abel's 
Mitbewerber  wurden,  ohne  es  zu  wissen,  wie  Jürgensen,  Minding  u.  s.  w., 
diese  Fragestellung  für  den  allgemeinen  Fall  in  Angriff  genommen  haben, 
obwohl  sie  dieselbe  kannten,  w'eil  sie  unzweckmässige  Integrandenformen 
benutzten. 

12.  Von  den  u.  Wertepaaren  XiV;,  die  den  Gleichungen  9  =  0,  y  =  0  wieviele 

'-  Integrale 

genügen,  kann  man  soviele  Ca)  als  willkürlich  gegeben  annehmen,  als  0  sind  durch 

^  die  anderen 

Parameter   a,  a',  a"  ...    enthält,    und   die    übrigen    a  —  c«   durch   sie   be-« mindestens 

'  mit  be- 

stimmen  (%  6).     An    diese   Bemerkung   knüpft   der   für  die  Theorie  der    stimmt? 

\^      ■)  E5  1-  Charakter 

algebraischen  Functionen  wichtigste  Teil  der  Untersuchung  an  (§  7),    in  cier  zahi 
welchem    nämlich    die  Frage    erhoben    wird    nach   dem  Grad  desjenigen 
Factors   der  Resultante  rx   von  y^  und  0,    welcher  die  jx  —  a  durch  die 
übrigen    mitbestimmten  Wertepaare   Xiji    ergiebt,    und    zwar    sowohl    in 
dem  Falle,   dass  F^x  =  1  ist,   also  dass  a  gleich  der  Zahl  aller  Coeffi- 


unendlich  werden.  Hiernach  müsste  aber  z.  B.  an  jeder  Stelle,  wo  zugleich 
/  =  0,  0  =  0,  ■y.'y  =  0  ist,  f,  verschwinden.  Das  wäre  zuviel  verlangt.  —  In 
der  That  rührt  die  Forderung  Abel's  von  einer  ungenauen  Darstellung  der 
Function  V  in  F.  (37),  (38)  her,  die  Sylow  in  den  Noten  zu  der  Ausgabe 
von  S.  imd  L.  verbessert  hat,  und  die  auch  an  der  Formel  (69)  eine  Cor- 
rectur  nötig  macht,  woraus  dann  die  obige  Bedingung  anstatt  der  von  Abel 
behaupteten  folgt. 
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deuten  in  0  ist,  als  auch  dann,  wenn  F^x  eine  Function  von  x  ist,  wo 
dann  sogar  einige  (A)  der  Factoren  von  F^x  durch  die  anderen  mitbestimmt 
sein  können.  Abel  beantwortet  diese  Frage  auf  algebraischem  Weg 
durch  Substitution  der  Werte  y  in  das  irrationale  Product: 

r=0y^Hy,  ...eyn, 
indem  er  für  y^  y^  ...  die  früher  erwähnten  Reihen  nach  absteigenden 
Potenzen  von  x  (die  sich  aus  /  =  0  ergeben)  einsetzt  und  findet,  dass 
im  Allgemeinen  der  Grad  [x — a  unter  die  im  §  5  bestimmte 
Zahl  Y  Dicht  herabsinken  kann.  Durch  passende  Verfügung  über 
die  Grade  der  Coefficienten  q^,  q,,  ...  q„_i  in  0  lässt  sich  [jl — a.  gleich  y 
machen  (Formel  (91)).  In  zwei  besonderen  Fällen  kann  indessen  |x — a 
kleiner  als  y  werden,  nämlich: 

1)  Wenn  die  Bedingungen,  die  den  Coefficienten  a,  a',  a"  ...  in  0 
aufzuerlegen  sind,  damit  der  Factor  F^x  aus  der  Resultante  rx  sich  aus- 
scheidet, an  Zahl  kleiner  sind,  als  der  Grad  von  F^x  (§  7,  F.  (75)), 
oder  in  geometrischer  Ausdrucksweise:  wenn  gewisse  auf  der  Curve  )(  =  0 
angenommene  feste  Schnittpunkte  von  0  =  0  von  selbst  noch  andere 
nach  sich  ziehen. 

2)  Wenn  durch  passende  Verfügung  über  einige  der  a,  a'  . . .  der 
Grad  der  Resultante  rx  um  mehr  Einheiten  erniedrigt  wird,  als  dadurch 
willkürliche  Constante  in  0  absorbirt  werden;  geometrisch:  wenn  mehr 
Schnittpunkte  der  Curven  /  =  0,  0  =  0  im  Unendlichen  auftreten,  als 
Bedingungen  hierfür  zu  erfüllen  sind. 

Ist  A   der  Ueberschuss   der   Schnittpunkte   von  0  =  0  und  /  =  0 
über  die  Zahl  der  Bedingungen  für  die  im  Endlichen  gelegenen,    B  für 
die  unendlich  fernen,  so  ist  (§  7  Formel  (107)): 
[jL — a  =  7  —  A  —  B. 

Anmerkung:  Eine  Andeutung  Abel's  darüber,  wie  er  sich 
denkt,  dass  der  eine  und  andere  der  angeführten  Fälle  eintreten  kann, 
findet  sich  nicht.  Sylow  hat  in  den  Noten  zu  den  Oeuvres  de  N. 
H.  Abel,  ed.  S.  et  L.,  II  S.  298)  die  Zahl  A  erklärt  durch  das  mög- 
liche Vorkommen  von  vielfachen  Punkten  der  Curve  ^^Oim  End- 
lichen, die  Zahl  B  durch  das  Auftreten  von  im  Unendlichen  sich  be- 
rührenden Zweigen  von  y  =  0.  In  der  That  tritt  beidemal  der  obige 
Fall  ein,  wenn  die  Curve  0  =  0  durch  jene  vielfachen  Punkte  geht, 
bezw.  auch  ihrerseits  die  betreffenden  unendlichen  Zweige  von  /  =  0 
berührt.  Auch  weist  Abel's  später  zu  besprechendes  Beispiel  (§  10) 
jenes  erste  Vorkommnis  wirklich  auf. 

Indessen    lässt    sich   die  mögliche  Differenz  von  ^  und  \x — a  auch 
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noch  in  andrer  Weise  deuten.  Wenn  etwa  an  Stelle  von  6  der  Zähler  eines 
Integrals  erster  Gattung  tritt,  so  sind  bekanntlich  p — 1  oder  weniger 
Schnittpunkte  der  Curven  X  =  0,  0  =  0  durch  die  übrigen  bestimmt, 
wenn  p  das  Geschlecht  von  •/  =  Ö  ist  (vgl.  z.  B.  Rf.  V  Nr.  43).  In 
diesem  Falle  unterscheiden  sich  also  die  Zahlen  ja — a(=p  —  1)  und  ^ 
um  mindestens  eine  Einheit. 

Nimmt  mau  z.  B. 

y,  =  f-hj\-hj\-hc„     0  =  ya,+b, 
an   (wo  die  Indices  den  Grad  in  x  angeben),  so  reducirt  sich,  wenn  man 
nun  a,   durch  eine  C'onstante  a^  ersetzt,   der  Grad  von  rx  um  zwei  Ein- 
heiten, während  die  Zahl   der  willkürlichen  Coefficienten  in  0  bloss  um 
eins  abnimmt. 

Bei  der  Verallgemeinerung,  die  das  Haupttheorem  dadurch  erfährt, 
dass  etwa  mehrere  Schnittpunkte  zusammenfallen,  hält  sich  Abel  nicht 
lange  auf  (§  9). 

lo.     Um  so  eingehender  behandelt   er  (§  10)   den  Fall  der  hypcr- Anwendung 

°  \  j         X  "  i         m,f  Jen  Fall, 

elliptischen,  oder  vielmehr  allgemein  der  binomischen  Gleichungan:  dass  die  ir- 

•^  '  '^  rationalitat 

rix.dx  «iue  nte 

,1,  Y  I  _j2 Wurzel  Ist. 

V^-Jf,x.y-  ' 

wobei  die  Gleichung  y(x,  y)  =  0  in  der  Gestalt  y°+Po  =  0,  oder  aus- 
geführt : 

y"-rfrf...r^^  =  0, 
angenommen  wird.  liier  bedeuten  rj,  r.^,  ...  ganze  Functionen  von  x 
mit  je  nur  verschiedenen  Linearfactoren;  n,  »x^,  jx^,,  .  .  .  ganze  positive 
Zahlen.  0(x,  y)  hat  die  früher  angegebene  Gestalt.  Diese  Annahme  über 
die  ganze  Function  p^  involvirt  —  was  vorher  ausser  Betracht  geblie- 
ben Avar  —  im  Endlichen  gelegene  vielfache  Punkte  der  Curve  /  ^^  0 
auf  der  X-Axe.  Die  Frage  nach  der  Minimalzahl  u.  —  a  von  Integralen, 
durch  welche  et  gegebene  ausdrückbar  sind,  erhält  durch  diese  Annahme 
ein  neues  Interesse;  die  oben  mit  A  bezeichnete  Zahl,  durch  die  sich 
Y  von  [4. — a  unterscheidet,  muss  nun  genau  bestimmt  werden.  Zu  dem 
Zweck  macht  Abel  über  die  Form  der  Coefficienten  q^,  q, ,  .  .  .,  qn— i 
in  0(x,  y)==0  eine  Annahme,  die  er  zwar  in  keiner  Weise  begründet 
(§10,  Formeln  (142),  (143)),  die  aber  bewirkt,  dass  sich  aus  0(x,  y), 
nach  Substitution  von  y  =  ( — Po)^'°?   Glied  für  Glied  eine  Potenz  jedes 

der  Factoren  r?l°   als   Factor   ausscheiden    lässt.      Diese   Potenz    erreicht 
1 

in  Folge  der  Annahme  mindestens  die  Höhe  der  in  y"~^  enthaltenen 
ganzen  Potenz  von  rj.     Der  Erfolg  ist  der,  dass  die  Zahl  ix  —  a  auf  den- 
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jenigen  Wert  herabsinkt,  den  man  erhalten  würde,  wenn  man  (nach  dem 
heutigen  Ausdruck)  die  Function  6  zu  „adjungirtem  Verhalten"  (Rf.  V,  55) 
in  jenen  singulären  Stellen  auf  der  X-Axe  nötigen  würde.  Nur  muss  zu- 
gefügt werden,  dass  dies  auch  mit  einem  geringeren  Aufwand  an  Bedin- 
gungen, vne  die  in  jener  Annahme  enthaltenen,  gelungen  wäre. 

Die  erhaltene  Zahl  [i  —  a  hängt  bloss  von  der  Zahl  n,  der  Zahl 
der  Factoren  in  p^^  und  ihrer  Vielfachheit  ab  und  reducirt  sich  für  den 
Fall  hyperelliptischer  Integrale,  wo  n  =  2,  p^  eine  ganze  Function  2mten 
oder  (2m  —  l)ten  Grades  ist,  auf  ijl  —  a  =  m. 

Mit  einer  diesem  Fall   und  dem  n  =  3    entsprechenden  Darstellung 

der  logarithmischen  und    algebraischen  Function,   der   die  Integralsumme 

gleichkommt,    wobei   die   elliptischen   Integrale   kurz   betrachtet  werden, 

schliesst  die  Abhandlung. 

Fortschritte,  i4_     Da  die  Pariser  Abhandlung  erst  vierzehn  Jahre  nach  erfolgter 

die  Abers  °  * 

Arbeit  ein- Voi-We  der  Oeffeutlichkeit  übergeben  wurde,  so  floss  das  reiche  Gedanken- 
geleitet hat.  °  °  ' 

material,  das  sie  enthält,  der  Wissenschaft  nur  langsam  zu.  Zwar  hatte 
Abel  noch  kurz  vor  seinem  Tode  durch  Publication  der  Note  (2)  dafür 
gesorgt,  dass  wenigstens  die  Grundidee  seines  allgemeinen  Satzes  nicht 
verloren  ging;  und  ihre  Bedeutung  sogleich  erkannt  und  in  das  rechte  Licht 
gerückt  zu  haben  ist  Jacobi's  bleibendes  Verdienst.  Aber  ein  grosser 
Teil  des  Inhaltes  der  Arbeit  ist  infolge  jenes  Umstandes  nie  zur  ver- 
dienten Geltung  gelangt.  Indem  wir  uns  zur  Besprechung  der  Fort- 
schritte wenden,  die  Abel 's  Arbeit  eingeleitet  hat,  müssen  wir  auch  die- 
jenigen Partien  dieser  Arbeit  ins  Auge  fassen,  die  bei  anderer  Constel- 
lation  der  Dinge  auf  die  Entwicklung  der  Wissenschaft  beträchtlichen 
Einfluss  hätten  ausüben  können. 

Vor  allem  ist  es  Abel's  Ruhm,  die  Integrale  mit  höheren  Radicanden, 
vor  denen  selbst  Euler's  Scharfsinn  Halt  gemacht  hatte,  in  den  Bereich 
der  zugänglichen  Bildungen  gezogen  und  zu  den  elliptischen  Functionen 
in  so  nahe  Beziehung  gebracht  zu  haben,  dass  ihre  völlige  Beherrschung 
bloss  noch  eine  Frage  der  Zeit  war.  Aber  sie  bildeten  für  Abel  nur  den 
Durchgangspunkt  auf  dem  Wege  zu  einer  Gattung  von  Integraleif,  an  die 
vor  ihm  überhaupt  noch  Niemand  gedacht  hatte. 

Den  Begriff  des  Integrals  einer  algebraischen  Function  hat 
Abel,  wie  wir  sahen,  aus  der  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von 
Euler  geschöpft,  die  ihm  die  Einsicht  in  die  Theorie  der  Gleichungen 
an  die  Hand  gegeben  hatte.  Für  die  Functionentheorie  bedeutete  die 
Conception  dieses  Begriffs  einen  beträchtlichen  Zuwachs  an  Material  und 
eine  solche  Erweiterung  des  Gesichtskreises,    dass  dem  jungen  Wissens- 
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gebiete,  das  eben  Cauchy  durch  strenge  Methoden  begründet  hatte, 
ein  weites  Arbeitsfeld  und  damit  eine  Periode  kräftiger  Entwicklung  ge- 
sichert war. 

Entsprach  die  Einführung  dieser  Transcendenten  der  Auffassung,  die 
Leibniz  und  seine  Anhänger  vertreten  hatten,  als  sie  die  durch  die  In- 
tegralrechnung eingeführten  neuen  Functionen  der  besonderen  Aufmerk- 
samkeit empfahlen,  so  geschah  dies  durch  Abel  doch  wieder  in  einem 
Sinne,  der  Newton  Recht  gab,  als  er  vor  Anderen  das  Studium  der  al- 
gebraischen Gleichungen  und  Curveu  bevorzugte.  Und  wenn  ein  Begriff 
in  der  Wissenschaft  erst  dadurch  Existenzrecht  erhält,  dass  er  mit  ver- 
trauten Begriffen  in  nahe  Beziehung  tritt,  so  hat  den  der  „algebraischen 
Function"  nicht  Euler,  der  bloss  aus  Gründen  der  Systematik  von  ihm 
spricht,  sondern  erst  Abel  eingebürgert,  dessen  Theorem  dieser  Function 
durch  Beziehungen  zur  Integralrechnung  eine  unerwartete  Bedeutung  ver- 
lieh, und  das  somit  auf  lange  Zeit  die  Richtung  bezeichnete,  auf  wel- 
cher eine  Theorie  der  algebraischen  Functionen  mit  Erfolg  sich  bewegen 
konnte.  Manche  günstige  Umstände  mussten  freilich  noch  mit^virken;  es 
bedurfte  der  verständnisvollen  Mitarbeit  des  congenialen  Jacobi,  der  scharf 
umgrenzenden  Analyse  eines  "Weierstrass,  der  schöpferischen  Kraft 
eines  Riemann,  bevor  aus  den  Projecten  AbeTs  ein  Wissenszweig  her- 
auswachsen konnte  von  dem  grossen  Zuschnitt  der  heutigen  Theorie  der 
Abel'schen  Functionen. 

Hinter  diesen  allgemeinen  Begriffsbildungen  stehen  die  speciellen 
Ergebnisse  der  Pariser  Abhandlung  an  Bedeutung  nicht  zurück,  die,  in 
die  früheren  Publicationen  nicht  aufgenommen,  als  sie  an  die  Oeffent- 
lichkeit  traten,  keinen  Interpreten  mehr  wie  Jacobi  gefunden  haben. 
Sie  sind  auf  diese  Weise  lange  Zeit  gänzlich  unbeachtet  geblieben,  und 
haben  auch  heute  nur  noch  ein  historisches  Interesse,  nachdem  sie 
Riemann  wiedergefunden  oder  doch  seiner  Theorie  in  einem  Zusam- 
menhange einverleibt  hat,  der  ihm  das  Eigentumsrecht  für  immer 
sichern  wird. 

15.  Das  wichtigste   dieser  Ergebnisse  ist  der   oben   erwähnte  Satz  Die  zahieu 

°  °  fi  —  c7.,  Y  und 

von  der  Minimalzahl  a  —  et   von  Integralen,    auf  die   sich   eine  gegebene  <ier  Ge- 

'  ö  >  &    b  schlechts- 

Anzahl  a  von  solchen  zurückführen  lässt,  und  die  wirkliche  Berechnuug  begriff, 
dieser  Zahl,  die  weder  von  a,  noch  von  dem  Ausdruck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen, sondern  lediglich  von  der  Beschaffenheit  der  Gleichung 
y^(x,  y)  =  0  abhängt,  durch  die  y  als  Function  von  x  definirt  ist.  Es 
ist  dieselbe  Zahl,  die  Riemann  als  „Klassenzahl"  mit  dem  Zusammen- 
hang seiner  Fläche,  in  welcher  y  als  eindeutige  Function  von  x  erscheint, 


222      ni.  Das  Abel' sehe  Theorem  und  (las  Uiukehrproblem.     A.    Abel. 

in  Verbindung  gebracht  hat,  und  die  er  gleich  der  Zahl  der  allenthalben 
endlichen  Integrale  findet,  welche  dieser  Fläche  zugehören.  Wir  werden 
sie  in  der  Folge  mit  dem  von  Riemann  eingeführten  Buchstaben  p  be- 
zeichnen und  mit  Clebsch  das  „Geschlecht"  der  Gleichung  y(x,  y)  =  0 
nennen. 

Wir  haben  oben  eine  Vermutung  darüber  aufgestellt,  wie  wohl  Abel 
zu  dem  Problem  gelangt  ist,  eine  Integralsumme  durch  eine  andere  von 
möglichst  wenigen  Integralen  darzustellen  und  damit  den  Begriff  des 
Geschlechts  zu  erfassen.  Liegt  etwas  Ungewöhnliches  schon  in  dieser 
Fragestellung,  deren  Beantwortung  zudem  bei  Abel's  Annahme  über  die 
Gestalt  der  Gleichung  j^(x,  y)  =  0  sehr  intricate  Abzahlungen  verlangte, 
so  ist  nicht  weniger  merkwürdig  der  Umstand,  dass  Abel  auch  bereits 
die  andere  Definition  des  Geschlechtsbegriffes  streift,  indem  er  die  Con- 
stantenzahl  y  in  demjenigen  Integral  ermittelt,  das  für  die  Integralsumme 
eine  Constante  ergiebt.  Wenn  die  Curve  X  =^  ^  keine  vielfachen  Punkte 
im  Endlichen  besitzt,  ist  diese  Zahl  ^j  wie  früher  gesagt,  gleich  derje- 
nigen der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung.  Dass  in  diesem 
Falle  Y  =  [J.  —  a  ist,  hat  Abel  selbst  bemerkt.  Aber  im  Allgemeinen 
ist  ein  Integral,  für  welches  die  logarithmische  und  algebraische  Function 
im  Abel 'sehen  Theorem  wegfällt,  keineswegs  identisch  mit  dem  Integral 
erster  Gattung.  Es  blieb  Riemann  vorbehalten,  mit  der  Bildung  des 
überall  endlichen  Integrals  die  Theorie  der  AbePschen  Functionen  auch 
von  der  algebraischen  Seite  her  zu  erschliessen. 

Es    erübrigt    noch    von    einigen   Arbeiten   Abel's    zu    reden,     die, 
teils  wegen  ihrer  Verwandtschaft  mit  den  oben  besprochenen,  teils  wegen 
einiger  neuer  Fragestellungen,   in  der  Geschichte  unserer  Theorie  zu  er- 
wähnen sind. 
Andere  Ar-  16.     Die  vou  Bjerkues,    dem  Biographen  Abel's,    als  „Memoire 

beiten  Abel's  "'  '  °      ^  5  5) 

überaigebra-de  Freiberg"  bezeichnete  Abhandlung  Sur  l'integration  de  la  formule  diffe- 

grale.  r  pdx 

rentielle    j-^—r  (Oeuvres,   ed.  L.  et  S.,  I,  S.  104)  beschäftigte  ihn  zur 

selben  Zeit,  wie  die  über  das  klassische  Theorem,  und  man  hat  auch 
eine  innere  Verwandtschaft  zwischen  dem  Inhalt  der  beiden  zu  er- 
kennen geglaubt.  Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  Frage  der  Reductibi- 
lität  eines  hyperelliptischen  Integrals  auf  Logarithmen:  ein  altes  Problem, 
dessen  Lösung  Abel  dadurch  wesentlich  fördert,  dass  er  zeigt,  dass  sie 
an  eine  periodische  Kettenbruchentwicklung  des  Wurzelausdrucks  unter 
dem  Integralzeichen  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ge- 
knüpft ist. 
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Auch  die  Ausdehnung  dieser  Frage  auf  höhere  Integrale  beschäftigte 
Abel.  In  einem  Brief  an  Legendre  (vom  25.  Nov.  1828,  Oeuvr.  II, 
S.  271)  findet  sich  folgende  Stelle:  „Ihre  schönen  Anwendungen  der  ellip- 
tischen Functionen  auf  die  Integration  von  Differentialformeln  haben  mich 
veranlasst,  das  sehr  allgemeine  Problem  in's  Auge  zu  fassen: 

Die  Bedingung  dafür  zu  finden,  dass  sich  ein  Integral  von  der  Form: 
J'ydx,  wo  y  irgend  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  durch  alge- 
braische und  logarithmische  Functionen,  sowie  elliptische  Integrale  (in 
endlicher  Zahl)  darstellen  lässt.  Ich  bin  der  Lösung  dieses  Problems 
einen  Schritt  näher  gekommen,  indem  ich  zeigte,  dass,  falls  eine  Lösung 
überhaupt  existirt,  sie  die  Form  annimmt: 
/ydx  =  t+A,  logt, -hA^  log t^-j hB,n,(y,)+BjI,(yJ-h.-., 

wo  tjtpt^.-.y^,  y.,...  rationale  Functionen  von  x  und  y,  0,,  Fl.^,  ...  ellip- 
tische Integrale  sind.  Ich  habe  jedoch,  wenn  y  ganz  allgemein  bleibt,  Schwie- 
rigkeiten gefunden,  die  meine  Kraft  übersteigen,  und  die  ich  niemals  be- 
wältigen werde.  Ich  habe  mich  dann  auf  den  Fall  y  =  r/j/R  beschränkt, 
wo  r  und  R  ganze  Functionen  von  x  sind",  u.  s.  w.  In  welcher  Weise 
Abel  diese  Fragestellung  noch  zu  erweitern  gedachte,  lässt  sich  aus  einem 
Satze  des  „Precis  d'une  theorie  des  fonct.  eil."  (Grelle  J.  f.  M.  IV,  1829; 
Oemn-es  ed.  S.  et  L.  I,  S.  549)  entnehmen,  welcher  in  sprechender  "Weise 
von  der  Fähigkeit  Abel's  zeugt,  einem  Problem  diejenige  Seite,  die  einen 
erfolgreichen  Angriff  zulässt,  abzugewinnen.  Abel  beweist  dort  von  einem 
vollständigen  Differential  von  n  Variabein,  dessen  Coefficienten  algebraische 
Functionen  dieser  Variabein  sind,  während  zwischen  den  letzteren  noch 
algebraische  Gleichungen  bestehen  können,  dass,  wenn  dieses  Differential 
durch  algebraische  und  logarithmische  Functionen  und  elliptische  Integrale 
sich  integriren  lässt,  dies  immer  in  der  Form  möglich  ist: 

t+A,  logt,  4-A,  logt,  H i-B,n,(yJ-hB.,n.(yJ -+-•••, 

wo  t,  t, ,  t^-.-yj,  y„...  rationale  Functionen  der  Variabein  und  der  Coeffi- 
cienten des  Differentials  sind. 

Vielleicht  deutet  dieser  Satz  die  Richtung  an,  in  welcher  Abel  noch 
eine  Verallgemeinerung  seines  Theorems  für  möglich  hielt. 

Die  ganze  Reihe  der  erwähnten  Theoreme  lässt  sich  zurückführen 
auf  das  eine  grosse  Problem  der  „Vergleichung  der  Transcendenten,  die 
als  Integrale  algebraischer  Functionen  definirt  sind",  ein  Problem,  das 
Abel  die  ganze  Zeit  seines  Lebens  vorgeschwebt  hat,  und  aus  dem  er 
für  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  in  dem  erwähnten  „Precis" 
alle    von    ihm    behandelten    fundamentalen    Aufgaben,    wie:    Reduction 
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auf  die  drei  Gattungen,  Additionstheorem ,  Transformation  und  Multipli- 
cation  u.  s.  w.,  ableitet.  Auch  das  Theorem  über  die  Vertauschbarkeit 
von  Argument  und  Parameter  bei  Integralen  dritter  Gattung  (Oeuvres  ed. 
S.  et  L.  Bd.  I,  p.  40 — 60,  sowie  hinterlassene  Abhandlungen,  ibd.  II, 
p.  4.3;  47)  ist  unter  diesen  Gesichtspunkt  einzureihen.  Dieses  Theorem 
drückt  sich  durch  die  elegante  und  inhaltreiche  Formel  aus: 
dx  ,  I —  r        da 


jApä  r -= — y^x  \ -= 

J  (x  —  a)ycpx  J  (a  —  x)]/(pa 

/•x"üx  /'a"'aa 
=  l^(n  — m)ra,„+„_2    —=    -— 

J  ycpx  j  ]/(pa 


a 

x"dx  ra™da 


wo  cpx  =  a  +  a,x  +  a2X^H ist,  eine  Formel,  die  später  Weierstrass 

zu  Beziehungen  zwischen  bestimmten  Integralen,  deren  Grenzen  die  Null- 
punkte des  Polynoms  cox  sind,  und  zu  wichtigen  Eigenschaften  der  all- 
gemeinen Integrale  geführt  hat  (s.  unten  Nr.  33).  Wir  müssen  uns  je- 
doch versagen,  auf  diese  Materie,  die  zunächst  einer  Geschichte  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  angehört,  einzugehen. 

DiePormu-  17.     Dagegen  soll  uns  noch  kurz  die  hinterlassene  Abhandlung  be- 

xjmkehrpro- schäftigen  (OeuvT.  ed.  S.  et  L.  II,  S.  40): 

blems  durch  ,    ,  ■,-,■,     t     f  •  ^  '  '  n  ' 

Abel.  Proprietes  remarquables  de  la  fonction  y=cpx  determmee  par  1  equation : 


fydy— dx]/(a— y)(a,— y)(a^  — y)...(a„,— y)  =  0, 
fy   etant   une  fonction  quelconque  de  y  qui  ne  devient  pas  nulle  ou  in- 
finie  lorsque  y  =  a,  ap  a^,  .  .  .,  am. 

Diese  Arbeit,  die  nach  Holmboe's  Zeugnis  zu  den  vor  Abel's  Reisen 
geschriebenen  gehört,  also  vor  das  Jahr  1826  zu  setzen  ist,  enthält  wohl 
die  früheste  Aeusserung  AbeTs  über  die  Begriffe  der  Umkehrmig  und 
der  Periodicität.  *)  Er  zeigt  dort,  mit  freilich  bloss  formalen  Operationen 
an  Reihen,  in  wenigen  Strichen,  dass  die  obere  Grenze  y  des  Integrals: 

wo  ^j  jenes  Differenzenproduct  ist,  als  Function  des  Integrals  selbst  be- 
trachtet: y  =  cpx,  die  Eigenschaft  hat,  denselben  Wert  wieder  anzunehmen, 
wenn  man  x  um  eine  Grösse  zunehmen  lässt,  deren  Hälfte  dem  bestimmten 
Integral,  zwischen  irgend  ZAveien  der  Wurzelwerte  von  (j;y  =  0  genommen, 
gleich  ist.  —  Indessen  mögen  Bedenken  wegen  des  Convergenzbereiches 
der  benutzten  Reihe,  oder  vielleicht  ähnliche,  wie  sie  später  Jacobi  bei 


*)  Die  erste  gedruckte  Aeusserung   findet    man    in  den    „Recherches  sur 
las  fonctions  elliptiques",  1827.     Oeuvres  ed.  S.  et  L.  I,  p.  264. 
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der  Umkeliriing  des  ultraelliptischen  Integrals  Qbj  vom  fünften  oder  sechsten 
Grad)  beunruhigten,  überhaupt  wohl  die  Unfertigkeit  der  Sache  Abel  von 
der  Publication  dieses  Apergu's  abgehalten  haben. 

Die  Note  ist  ein  Beweis  dafür,  wie  frühzeitig  die  Begriffe  der  Um- 
kehruug  des  Integrals  und  der  Periodicität  bei  Abel  entwickelt  waren. 

Die  Geschichte  der  elliptischen  Transcendenten  berichtet  davon,  wie 
unter  den  Händen  von  Abel  und  Jacobi  diese  Gedanken  zunächst  in  ihrer 
Anwendung  auf  elliptische  Functionen  sich  fruchtbar  erwiesen;  wie  Abel 
auf  sie  die  Teilung  des  Integrals  in  n  gleiche  Teile  gründete;  man  kennt 
die  denkwürdige  Lösung  der  algebraischen  Gleichung,  von  der  das  Pro- 
blem der  Periodenteilung  abhängt.  Man  weiss,  wie  im  Wettbewerb  mit 
Abel  Jacobi  seine  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Func- 
tionen und  die  der  Modulargleichungen  schuf;  wie  Jacobi  zur  0-Func- 
tion  gelangte,  die  den  Schlüssel  zur  Theorie  nicht  nur  der  elliptischen, 
sondern  der  höheren  Abel'schen  Transcendenten  überhaupt  bildet,  in- 
dem sie  als  drittes  Glied  den  Cirkel  schliesst,  der  von  der  elliptischen 
Function  durch  das  Integral  zweiter  Gattung  hindurch  mit  ihrer  Hülfe 
wieder  zu  der  ersteren  zurückführt  (Jacobi,  Zur  Geschichte  der  ellip- 
tischen und  AbeFschen  Transcendenten,  hinterlass.  Manuscript,  veröff. 
in  Jacobi's  gesammelten  Werken  Bd.  IL,  herausgeg.  v.  Weierstrass, 
S.  516 — 521).  Die  Geschichte  dieser  grossen  Entdeckungen  findet  man 
(ausser  in  dem  erwähnten  Manuscript)  in  der  inhaltreichen  Gedächtnis- 
rede auf  Jacobi,  die  Dirichlet  in  der  Academie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  am  I.Juli  1852  gehalten  hat  (s.  Jacobi's  ges.  Werke,  I.  Bd., 
herausgeg.  v.  Borchardt,  S.  1 — 28),  eingehender  in  Casorati's  Teo- 
rica  delle  funzioni,  1868,  S.  18 ff.;  in  Enneper's  Theorie  und  Ge- 
schichte der  elliptischen  Functionen  (Halle,  1876,  531  SS.;  2.  Aufl. 
herausgeg.  von  F..  Müller  1890),  sowie  in  Königsberger's  Geschichte 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  in  den  Jahren  1826  bis  1829 
(Leipzig  1879,   104  SS.)  dargestellt. 


B.    Ch.  Jürgensen.    0.  J.  Broch.    F.  Mindiuar.    G.  Rosenhain 

[etwa  1838—184:5]. 
18.     Bevor  wir  von  der  neuen  Wendung  sprechen,  die  Jacobi  <ier^^^^^'^°^^n- 
Theorie  der  AbeLschen  Transcendenten  durch  die  Formulirung  des  Um-  ^^l'^"{^_ 
kehrproblems  gab,  müssen  wir  von  einigen  Arbeiten  berichten,  die  über-  ^j^jf^^^* 
haupt  nicht   entstanden   wären,  wenn   die  Verfasser   von  Abel's  Pariser ^°°^*^''^'j^^ 
Abhandlung  Kenntnis  gehabt  hätten,  weil  diese  sie  in  jeder  Hinsicht  über-  ^yf^gbmfn. 

Jahresber.  d.  Deutschen    Matlieui. -Vereinigung.     III.  15 
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holt  liat.  Das  Opfer  an  Mühe  und  Scharfsinn,  das  sie  aufgewendet  haben, 
ist  vergebens  verschwendet  worden,  weil  die  damaligen  Pariser  Acade- 
miker  nicht  die  Zeit  gefunden  haben,  das  unbequem  geschriebene  grosse 
Manuscript  des  jugendlichen  Autors  zu  entziffern. 

Nachdem  Abel  im  4.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  die  Aus- 
dehnung seines  Theorems  auf  die  allgemeinsten  algebraischen  Functionen 
mitgeteilt,  aber  das  Resultat,  dass  die  vorliegende  Integralsumme  auf  eine 
logarithmische  und  algebraische  Function  der  symmetrischen  Functionen 
der  oberen  Grenzen  zurückführbar  ist,  nur  in  grossen  Zügen  angegeben 
hatte,  richtete  sich  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  die  wirk- 
liche Darstellung  dieser  Function,  die  in  Abel's  publicirten  Aufsätzen 
nur  für  hyperelliptische  Integrale  gebildet  war,  und  auf  die  anschliessende 
Aufgabe,  diejenigen  Folgerungen,  die  Abel  für  diesen  Fall  hinsichtlich 
der  Älinimalzahl  von  Integralen,  durch  die  eine  gegebene  Integralsumme 
ausdrückbar  ist,  ausgesprochen  hatte,  auf  den  allgemeinen  auszudehnen. 
Dieser  Arbeiten  hier  zu  gedenken  ist  nicht  nur  eine  Pflicht  den  Autoren 
gegenüber,  die  von  jener  Abel' sehen  Arbeit  nichts  wussten:  der  Ver- 
gleich mit  dieser  giebt  auch  einen  Massstab  für  die  Schwierigkeiten,  die 
der  Ausdehnung  auf  die  allgemeine  algebraische  Function  im  Wege  standen, 
und  lässt  deutlich  diejenigen  Stellen  erkennen,  welche  die  Erfindungskraft 
und  die  Geschicklichkeit  Abel's  in  besonderem  Masse  in  Anspruch  nahmen. 

Chr.  Jürgensen, 

(1)  Sur  la  sommation  des  transcendantes  ä  differeutielles  algebriques, 
Journ.  f.  Math.  XIX,  S.  113—116.    1838. 
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Journ.  f.  Math.  XXIII,  S.  126—141.    1840. 

0.  J.  Broch, 
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dantes.    Journ.  f.  Math.  XX,  S.  178.    1840. 

(2)  Memoire  sur  les  fonctions  de  la  forme  etc.  ibd.  XXIIl,  S.  145  —  195; 
201—242.    1841. 

F.  Minding, 

(1)  Propositioues  quaedara  de  integralibus  funetionum  algebraicarum  unius 
variabilis  e  principiis  Abelianis  derivatae,  ibd.  XXIII,  S.  255— 274. 
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G.  Rosenhain, 
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19.     Die  ersten  Bemühungen   der  Genannten   galten  der  \\'irklichen Jürgensen's 

Darstellung 

Darstellung    der  logarithmiscben   und   algebraischen  Function    im  Abel'-  der  loga- 

'^  rithmischen 

sehen  Theorem.    Zunächst  führte  diese  Minding  in  zwei  kleineren  Auf-  und  alge- 
braischen 
Sätzen  in   Bd.  X  und  XI  (1833,  34)  des  Journ.  f.  Math,  für  solche  al-  Function 

.  des  Aber 

gebraische  Functionen  aus,    die  einer  Gleichung  dritten  Grades  genügen,     sehen 

°  '  o         o  Theorems. 

Jürgens en  wendet  sich  einige  Jahre   später  in  (1)  der  allgemeinen  al- 
gebraischen Function  zu,  die  der  Gleichung: 

Z  =  z-  +  PjZ™-14-p,z™-2h hPm  =  0, 

deren  Coefficienten  p  ganze  Functionen  von  x  sind,  genügt.     Er  beginnt 
damit,  eine  gebrochene  irrationale  Function: 

Q(x,zJ' 
wo  P,  Q  ganze  Functionen  sind,  Zj   eine  "Wurzel  von  Z  =  0  ist.  in  eine 
hinsichtlich  der  irrationalen  Function  ganze  Form  zu  bringen: 

P   _  X(x,zJ 

Q  ~  v(x)  ' 
wo  X,  V  ganze  Functionen  der  beigesetzten  Variabein  sind.  Dieselbe  Form 
hatte  übrigens  vor  ihm  (Journ.  f.  M.  X,  1833)  bereits  Liouville  in  der 
^Note  sur  la  determination  des  integrales  dont  la  valeur  est  algebrique" 
angegeben  und  in  den  Mem.  pres.  T.  V  (1838)  aus  den  Principien  der 
Algebra  abgeleitet.  Jürgensen  betrachtet  dann  eine  Summe  von  Inte- 
gralen von  der  Form: 


J      v(x) 


<x) 

die  Siftnmanden  geschrieben  in  den  n  Wurzeln  x  =  x^,  x.^.-.x,,  der  Re- 
sultante aus  Z  und  aus: 

ex  =  q^z™-i-hq,z°»-2H hqm, 

wo  die  q  ganze  Functionen  von  x  und  irgend  welche  Functionen  einer 
Grösse  y  sind,  welche  die  Stelle  der  (veränderlichen)  Parameter  in  der 
gleichnamigen  Gleichung  AbeTs  vertritt.  Indem  der  Verfasser  gleichzeitig 
y  variirt  und  die  Wurzeln  Xj  differentiirt,  gelangt  er  ebenso  wie  Abel 
in  der  Pariser  Arbeit  zur  gewünschten  Darstellung  der  Integralsumme 
durch  eine  logarithmische  und  algebraische  Function  von  y. 

Diese  Formel  dehnt  Jürgensen  in  (2)  auf  diejenigen  Fälle  aus, 
wo  der  Nenner  v(x)  oder  die  Resultante  aus  Z  und  6  gleiche  Wurzeln 
besitzen,  und  erörtert  anschliessend  das  Theorem  für  die  Fälle  der 
hyperelliptischen  und  der  elliptischen  Integrale.  Daneben  geht  er  in  (2) 
auf  die  von  Abel  in  seinen  Briefen  an  Legendre  berührte  Frage  nach 
allen  mittelst  algebraischer  und  logarithmischer  Functionen  ausführbaren 

15* 


meinen. 
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algebraischen  Integralen   ein  (eine   gleichfalls   schon  von  Liouville  be- 
handelte Frage),  indem  er  den  Fall  heraushebt,  dass  die  Irrationalität  die 
nte  Wurzel   aus   einer  ganzen   Function    der    unabhängig  Veränderlichen 
ist,  wo  dann  die  Form  des  Integrals  sich  wirklich  angeben  lässt. 
Broch  stellt  20.     In    demselben  Bande    des   Crelle'schen  Journals    wie    diese 

die  Minimal- 
zahl Yon  Arbeit  von  Jürgensen  finden  sich  bemerkenswerte  Arbeiten  von  Broch 

Integralen,  ^ 

auf  die  eine  und  von  Minding  über  denselben  Gegenstand.     Broch  beschränkt  sich 

Integral-  *  ° 

summe redu-zwar  auf  Integrale  von  der  Form: 

cirbar  ist,  ° 

für  einen  F(x)x^ll'('R(x))«l'-Pdx, 

besonderen  ^    ^  \     v    yy 

Fall  auf;  wo  R(x)   ein  Polynom   nten  Grades   ist,    Ffx)   eine  rationale  Function, 

Minding  für  ^    -^  "^  ^  \   ^  ' 

«ä^n.aji^ge-  r,  s,  p,  \  ganze  Zahlen  sind,  und  bildet  zunächst  wieder  die  rechte 
Seite  der  Formel  des  Abel'schen  Theorems,  indem  er,  um  reelle  Aus- 
drücke zu  haben,  neben  den  logarithmischen  auch  cyklometrische 
Functionen  heranzieht.  Aber  es  ist  bemerkenswert,  dass  Broch  auch 
auf  jene  Frage  eingeht,  die  Abel  im  III.  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals bloss  für  hyperelliptische  Integrale  behandelt  hatte,  die  Frage  näm- 
lich nach  der  Älinimalzahl  von  Integralen,  durch  die,  abgesehen  von  einer 
logarithmischen  und  algebraischen  Function,  eine  vorliegende  Integral- 
summe sich  darstellen  lässt.  Er  findet,  in  üebereinstimmung  mit  den 
Ergebnissen  von  Abel 's  Pariser  Arbeit,  diese  Zahl  gleich: 

|[m(rp-l)— r-b-h2], 
wo  b  der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  m — r  und  rp  ist. 

Umfassender  noch  ist  der  Gesichtskreis  der  gleichzeitigen  Minding- 
schen  Arbeit,  die  nach  Form  und  Inhalt  sogar  viele  Aehnlichkeit  mit 
der  Pariser  Abhandlung  von  Abel  besitzt.  Wie  diese  bezieht  sie  sich 
auf  den  Fall  einer  allgemeinen  algebraischen  Function  y  von  x,  definirt 
durch  die  Gleichung: 

X(X,  y)  =  ynp^+yB-lp^H ^_p„  =  0, 

wo  die  pi,  einschliesslich  p^,  (bei  Abel  =  1  gesetzt)  ganze  Functionen 
von  X  bedeuten.  Dass  Min  ding  p^  nicht  gleich  1  annimmt,  während  doch 
durch  die  Substitution  yp^  =  z  diese  Form  leicht  zu  beschaffen  wäre,  be- 
gründet er  damit,  „dass  dann  die  Coefficienten  der  niederen  Potenzen 
von  z  eine  specielle  Form  annehmen  würden,  die  für  die  vorliegende 
Frage  nicht  ohne  Gewicht  wäre". 

Das  betrachtete  Integral  hat,  während  bei  Abel  noch  /'(y)  im 
Nenner  des  Integranden  steht,  die  folgende  (nicht  weniger  allgemeine) 
Gestalt: 

?o(x)F(x,ypJdx 
9« 


/- 
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wo  cp(,(x)  und  cp(x)  =  (x  —  c,)(x — c.,)...(x  —  Cr)  ganze  Functionen  von 
X,  F  eine  ganze  Function  von  x  und  p^y  ist.  Die  neben  y_(x,  y)  =  0 
bestehende  Gleichung  lautet: 

'!^(^,  y)  =  q,y"-'+qoy°~^H Hqn  =  o. 

Die  IX  gemeinsamen  Wurzelpaare  von  y  =  0  und  '^  =  0  werden  bei 
Min  ding  alle  als  mit  den  Coefficienten  der  q,  veränderlich  angenommen 
(während  Abel  auch  feste  Schnittpunkte  der  Curven  ^^  =:  0,  6  =  0  zu- 
lässt).  Hat  die  Resultante  f(x)  aus  ■/  und  'b  die  ij. Wurzeln  x,,  x^,,  ...  x^, 
so  erhält  nach  Min  ding  die  algebraische  und  logarithmische  Function  in 
der  Gleichung  des  Abel 'sehen  Theorems  die  folgende  (bereits,  wie  er- 
wähnt, von  Jürgens en  angegebene)  Form: 

j  r^^-.-n-.  yd ,,,  ^  i;A  re£. +...+ io^i  j^ 

]=lJ  C2Xi  C5   Cj    J     fc,  9  Cr  ^     fCr 

L  ox  J    fx 


wo: 

eine  ganze  Function  von  x  ist,  die  Integrationen  rechts  sich  über  die 
Variationen  der  Coefficienten  66  der  q,,q2...  erstrecken,  und  der  letzte 
Ausdruck  rechts  den  Coefficienten  der  ( —  l)ten  Potenz  in  der  Entwick- 
lung des  Klammerausdrucks   nach  negativen  Potenzen  von  x   bezeichnet. 

Diese  Formel  steht  an  Allgemeinheit  hinter  der  von  Abel  angege- 
benen nur  hinsichtlich  jener  Annahme  über  die  Beweglichkeit  der  Schnitt- 
punkte von  /_  =  0,  '];  =  0  zurück. 

21.     Aber   auch   die  Frage   der  Reduction  einer  Integralsumme  auf  Minding's 

°  '^  Classifi- 

eine  Minimal  zahl  greift  Minding  an,  wohl  angeregt  durch  die  Bemerkung  ciruug  der 
Abel's  (Nr.  8,  (3),  Einleitung),    dass   die   von   ihm   für  die  hyperellip- wickinngen 

\  ^    \    y^  °^  an  einer 

tischen   Integrale    bewerkstelligte   Reduction    allgemein   möglich    sei.      Er  unendlich 

*=  °  ^  fernen  stelle. 

findet  hierbei  genau  die  von  Abel  aufgestellte  Formel  (für  ix — a,  s.  Xo.  12); 
rechts  indessen  noch  vermehrt  um  ein  von  dem  Coefficienten  p^  herrüh- 
rendes Glied  (n — 1)oPq,  avo  op^  der  Grad  von  p^  in  x  ist.  Wir  be- 
merken vorgreifend,  dass  in  dieser  Fonnel  der  Riemann'sche  Ausdruck 
für  das  Geschlecht:  (m — l)(n — 1)  mit  unterbegriffen  ist,  während  die 
AbeTsche  Formel  bloss  jenen  von  Clebsch:  ^(p. —  l)(n  —  2)  umfasst. 
Die  durch  im  Endlichen  gelegene  singulare  Punkte  des  Gebildes  x  =  0 
eintretende  Reduction  berührt  Minding  nicht,  wie  ja. auch  Abel  im  all- 
gemeinen Falle  nicht  näher  auf  sie  eingeht. 
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Der  Beweis  für  die  angegebene  Formel  ist  wie  bei  Abel  rein  alge- 
braisch. Min  ding  zeigt,  dass,  welches  auch  die  Zahl  a  der  Sum- 
manden ist,  man  immer  die  Anzahl  \i  —  a  der  durch  sie  mitbe- 
stimmten auf  eine  von  a  unabhängige  Zahl  reduciren  kann,  indem  man 
den  Grad  der  einzelnen  Coefficienten  qi  in  <];(x,  y)  hinsichtlich  x  passend 
bestimmt. 

Er  bedient  sich  zu  dem  Zweck  der  Methode  der  Reihenentwicklung 
von  y  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  —  genau  so  wie  Abel  —  und 
setzt  bei  dieser  Gelegenheit  auseinander,  wie  man  die  Exponenten  der 
ersten  Coefficienten  dieser  Entwicklungen  aus  der  vorliegenden  Gleichung 
y(^x,  y)  =  0  findet.  Das  Verfahren  —  eine  analytische  Formulirung  des- 
selben Gedankengangs,  welchen  später  (1852)  Puiseux  für  die  im  End- 
lichen gelegenen  Singularitäten  einer  Curve  au  das  Newton'sche  Parallelo- 
gramm angeschlossen  hat  —  führt  ihn.  für  die  von  ihm  allein  betrach- 
teten Singularitäten  im  Unendlichen,  zu  der  bemerkenswerten  Einteilung 
der  Entwicklungen  in  Klassen,  die  geometrisch  zu  reden,  den  einzelnen 
Seiten  des  Polygons  auf  dem  Parallelogramm  entsprechen.  Wenn  auch  Min- 
ding seine  Methode  auf  die  im  Endlichen  gelegenen  Singularitäten  nicht 
anwendet,  so  ist  doch  der  Gedankengang  und  das  Ergebnis  von  dem 
Puiseux'schen  so  wenig  verschieden,  dass  man  die  Priorität  desselben 
für  Min  ding  reclamiren  kann. 

Bei  diesem  Anlass  möge  einschaltungsweise  von  der  Note:  Ueber  die 
Bestimmung  des  Grades  einer  durch  Elimination  hervorgehenden  Gleichung 
(Journ.  f.  Math.  Bd.  22,  S.  178 — 183)  berichtet  werden,  die  Minding  dem 
hier  besprochenen  Aufsatz  vorausgeschickt  hat.  Er  zeigt,  wie  Liouville 
in  seinem  Journal  de  Math.  VI,  dass  man  den  Grad  der  Resultante  aus 
zwei  Gleichungen  in  x  und  y  (ganze  Functionen  gleich  Null)  hinsichtlich 
X  bestimmt,  indem  man  die  Wurzeln  y  der  einen  nach  absteigenden  Po- 
tenzen von  X  entwickelt  und  diese  Entwicklungen  in  die  irrationale  Form 
der  Resultante  einsetzt.  Der  gesuchte  Grad  der  Resultante  setzt  sich 
dann  aus  den  Graden  der  höchsten  Exponenten  in  x  der  irrationalen 
Factoren  und  einem  Vielfachen  des  Grades  der  anderen  Gleichung  zu- 
sammen. Auf  diese  Weise  werden  die  unendlich  fernen  Schnittpunkte 
zweier  Curven  aus  der  Gradberechnung  ausgeschieden. 

Dass  für  gewisse  typische  Fälle  diese  Bestimmung  schon  Bezout 
vorgenommen  hatte,  scheint  Min  ding  nicht  bemerkt  zu  haben. 

Indem  wir  uns  wieder  zu  Minding's  Abhandlung  (1)  zurückwenden, 
berichten  wir  noch .  über  eine  Anwendung  seiner  allgemeinen  Methode  auf 
einen  wichtigen  Sonderfall. 
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22.     Ganz    wie   Abel   geht   nämlich    Minding   noch   auf  den  Fall   vergiei- 

chunt;  der 

der  Gleichung  Pf,y"+Pn  =0  ein  und  zwar  mit  der  Frage  (Abel  hat  sie  Erjjebnisse 

von  Miii- 

für  den  allgemeinen  Fall  beantwortet)  nach  der  Zahl  (bei  Abel  ~()  der  (Uw^  >H>d 
linear  unabhängigen  Integrale,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  In- 
tegralsumme des  Theorems  eine  Constante  ergiebt.  Er  findet  —  analog 
dem  ihm  bekannten  Ergebnisse  Abel's  für  hyperelliptische  Integrale  — 
diese  Zahl  gleich  der  Minimalzahl  von  Integralen,  auf  die  eine  gegebene 
Summe  reducirbar  ist.  Mit  Recht  führt  Minding  den  inneren  Grund 
dieser  merkwürdigen  Uebereinstimmung  darauf  zurück,  dass  die  Glei- 
chung für  die  Integralsumme,  wenn  das  Integral  y  lineare  Constanten 
besitzt,  sich  in  y  Gleichungen  spaltet,  welche  nach  dem  Jacobi' sehen 
Umkehrproblem  (s.  unten)  y  obere  Grenzen  in  der  Integralsumme 
durch  die  übrigen  auszudrücken  gestatten.  —  Weil  indessen  Minding, 
wie  oben  erwähnt,  feste  Schnittpunkte  der  Curven  )^  ^  0,  cp  =  0  aus- 
schliesst,  so  entgeht  ihm  wieder  die  Avichtige  Bemerkung  von  Abel, 
dass  jene  Minimalzahl  y  im  vorliegenden  Fall,  wo  Poy"-f-p,i  =0  noch 
vielfache  Punkte  im  Endlichen  besitzen  kann,  durch  passende  Annahme 
der  Curve  ^J;  =  0  (nämlich,  in  c]er  heutigen  Ausdrucksweise,  bei  adjun- 
girtem  Verhalten  in  jenen  Punkten)  noch  unter  die  für  den  allgemeinen 
Fall  angegebene  Grenze  herabgedrückt  werden  kann.  —  Steht  somit 
Min  ding 's  Arbeit,  die  ihre  Probleme  durchaus  den  publicirten  Abhand- 
lungen Abel's  entnimmt,  auch  hinsichtlich  der  Allgemeinheit  der  Resul- 
tate hinter  Abel's  Pariser  Arbeit  zurück,  so  ist  doch  erstaunlich,  Avie 
tief  der  geistvolle  Verfasser  in  Abel's  Gedankengang  und  den  Kreis  seiner 
Hülfsmittel  eingedrungen  ist,  und  wie  viele  wesentliche  Ergebnisse  Abel's 
er  —  in  gewissem  Sinne  —  anticipirt  hat;  auch  ist  zuzugeben,  dass 
in  Bezug  auf  Durchsichtigkeit,  Kürze  und  zweckmässige  Anordnung  der 
Beweisführung  die  Arbeit  hinter  der  Abel's  nicht  zurücksteht. 

23.    Während  die  Arbeiten  von  B roch  und  Minding  in  demjenigen Roseuhain's 

Form  des 

Jahr   erschienen   sind,    in   welchem  Abel's  Arbeit   endlich   veröffentlicht lutegranden 

einer  alge- 

wurde,    publicirte   Rosenhain    drei  Jahre   später   eine   solche   über  den  braischen 
gleichen  Gegenstand,   ohne  einer  dieser  Abhandlungen  zu  gedenken.     Er 
setzt  in  der  Vorrede  auseinander,  dass  es  zweckmässig  sei,  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  in  die  (auch  von  Abel  benutzte)  Form: 

^  x'(y) 

zu  setzen,  wenn  wieder  y(x,  y)  =  0  die  gegebene  Gleichung  vom  n.  Grad 
in  y  ist,  und  Q  eine  rationale  Function  in  x,  eine  ganze  in  y  vom  Grad 
n  —  2  ist.     Diese  Form,    welche  bekanntlich  den  Vorteil  hat,    dass  der 


Function. 
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Zähler  Q  von  den  durcli  Bevorzugung  der  Variabein  x  ausgezeichneten 
Stellen  des  Bruches  unabhängig  ist,  und  die  damit  die  Aufstellung  des 
Integranden  erster  Gattung  wesentlich  erleichtert  (s.  oben  Abel,  Nr.  11), 
entnimmt  Rosenhain  derjenigen  Verallgemeinerung,  die  Jacobi  den 
hyperelliptischen  Integralen  gegeben  hatte,  indem  er  statt  des  Wurzel- 
ausdruckes aus  y^  =  R(x)  eine  trinomische  quadratische  Gleichung  zu 
Grund  legt. 

Er  verspricht  dann  zu  zeigen,  dass  die  Gleichheit  jener  beiden 
Zahlen:  der  Zahl  der  Constanten  in  einem  Integral  erster  Gattung  und 
der  Minimalzahl  von  Integralen,  auf  die  eine  gegebene  Integralsumme 
zurückführbar  ist,  auch  im  Falle  des  allgemeinen  algebraischen  Integrals 
noch  besteht.  Aber  sowenig  wie  seine  Vorgänger  kennt  Rosenhain  den 
Begriff  des  allenthalben  endlichen  Integrals.  Er  löst  sein  Versprechen 
nicht  einmal  ein  unter  den  vereinfachenden  Annahmen,  die  Minding 
gemacht  hatte;  wohl  weil  der  von  ihm  eingeschlagene  "Weg  der  Reduc- 
tion  des  einzelnen  Integrals  auf  die  drei  Hauptgattungen,  den  Legendre 
für  das  elliptische  Integral  und  später  Weierstrass  für  den  hyperellip-. 
tischen  Fall  betreten  konnten,  wo  sich  diese  Gattungen  noch  leicht  defi- 
niren  lassen,  für  die  damalige  Zeit  noch  zu  schwer  war. 
Weitere  Er-  24.     Vou  Ergebnissen  der  Rosenhain'schen  Arbeit  erwähnen  wir: 

lüsenhain^-'^  o)     Die  Aufstellung  eines  linearen  Gleichungssystems  (§  10),  durch 

über°Abers\velches  die  Form  1)  mit  Hülfe  von  y_(x,  y)  =  0  in  eine  ganze  Function 
(n  —  l)ten  Grades  in  y,  mit  in  x  rationalen  Coefficienten,  übergeführt 
wird.  Hierzu  dienen  ihm  jene  Bezout'schen  n — 1  ganzen  Functionen 
einer  gemeinsamen  \\'urzel  von  /(y)  und  /'(y),  oder  besser  von  ny  —  jy' 
und  y';  er  benutzt  diesen  Anlass,  um  überhaupt  dieses  Eliminationsver- 
fahren auf  zwei  Gleichungen  verschieden  hohen  Grades  anzuwenden,  in- 
dem er  den  hierbei  auftretenden  uneigentlichen  Factor  der  Resultante 
bestimmt. 

ß)     Rosenhain  bildet  ferner  gewisse  Coefficienten  N^,  die  in  einer 
Gleichung  auftreten  von  der  Form: 

wo  die  Bi  gegebene  rationale  Functionen  von  x  sind,  y  wieder  eine 
Wurzel  der  Gleichung: 

-/(x,y)  =  p„y°+pJ"-'-^ hp„  =0 

für  ein  unbestimmtes  x  ist  (§  4). 

-()     Indem  Rosenhain  nun  die  B,  alle  als  ganze  Functionen  gleich 
hoher  Ordnung  ansieht,  und  die  Coefficienten  derselben  so  bestimmt,  dass 
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allc.Nk  rechts  bis  auf  eines  verschwinden  (§  11),  erhält  er  eine  Recluc- 
tionsformel,  vermöge  deren  ein  Integral  von  der  Form: 


/ 


^  dx, 


(wo  m,  a  ganze  Zahlen,  v«  eine  von  a  abhängige  Zahl  ist),  abgesehen 
von  einer  rationalen  Function  von  x  und  y,  auf  ein  solches  zurückkommt, 
in  dessen  Zähler  an  Stelle  von  x''"'^'"  eine  ganze  Function  M(x)  von 
niedrigerem  Grad  als  v„  steht.  —  Aber  die  Bedingung  für  die  Coefficienten 
Va  sind  zu  complicirt,  es  existiren  ausserdem  nicht  näher  erörterte  Aus- 
nahmefälle, so  dass  Rosenhain  zu  einem  Ueberblick  über  die  irrednc- 
tibeln  Integrale  nicht  gelangt.  —  Er  hätte  eben  den  Grad  hinsichtlich 
y  des  Integrals,  auf  das  er  reducirt,  nicht  im  Voraus  fixiren  dürfen.  So 
kommt  es,  dass  er  das  gesteckte  Ziel:  die  linear  unabhängigen  Integrale 
der  Form    1)  zu  finden,  nicht  erreicht. 

Die  Frage  war  durch  die  inzwischen  bekannt  gewordene  Ah el 'sehe 
Arbeit  an  der  Hand  des  Abel'schen  Theorems  im  Wesentlichen  beantwortet, 
wenn  auch  nicht  auf  dem  Rosenhain'schen  Wege  der  Reduction  des  ein" 
zelnen  Integrals,  ein  Weg,  den  lange  nachher  erst  Clebsch  und  Gordan 
mit  Erfolg  betreten  haben.  Sie  waren  freilich  ihres  Ergebnisses  sicher,  nach- 
dem Riemann  die  drei  Gattungen  von  Integralen  bereits  unterschieden 
und  namentlich  für  den  Integranden  erster  Gattung  die  Grundlage  ge- 
schaffen hatte,  die  den  Fortschritt  der  ganzen  Theorie  bedingt  hat. 

25.     Ein  Rückblick  auf  die  besprochene  Gruppe  von  Arbeiten  zeigt,  RückbUck 
dass  nur  Min  ding  in  Abel's  Gedankengang  tiefer  eingedrungen  war.    Wie  und  dessen 

iiiichstG 

Abel,  besitzt  er  im  Wesentlichen  den  Geschlechtsbegriff,  indem  er  die  Nachfolger. 
Gleichung  0(x,  y)  =  0,  welche  neben  der  Gleichung  -/(x,  y)  =  0  des  ge- 
gebenen algebraischen  Gebildes  besteht,  zu  adjungirtem  Verhalten  in  den 
unendlich  singulären  Stellen  von  -/  =  0  nötigt  und  so  die  Minimalzahl 
der  Integrale  bestimmt,  auf  die  eine  gegebene  Integralsumme  vermöge 
des  Abel'schen  Theorems  reducirbar  ist.  Dagegen  gelingt  es  auch  ihm 
nicht,  jene  andere  Zahl  zu  bestimmen,  die  in  vielen  Fällen  jener  gleich 
ist,  die  Zahl  nämlich  der  willkürlichen  Constanten  in  einem  Integral,  für 
welches  das  Ahel'sche  Theorem  als  Wert  der  Integralsumme,  ausgedehnt 
über  alle  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Curve  0  =  0  mit  ^  =  0,  eine 
Constante  ergiebt.  Min  ding  muss  sich  hierbei  auf  den  Fall  der  bino- 
mischen Gleichung  /(x,  y)  =  y"Po-j-pu  =  0  beschränken.  Dass  weder 
Abel  noch  einer  der  Späteren  bis  Riemann  den  Begriff  des  Geschlechtes 
in  voller  Schärfe  erfasst  hat,  liegt  daran,  dass  man  nach  der  einen  Seite 
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in  der  Verallgemeinerung  zu  weit  ging,  nach  der  anderen  nicht  weit  ge- 
nug. Zu  weit  in  der  Annahme  der  zu  Grunde  gelegten  Gleichungsform 
7 (x,  y)  =  0  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  im  Unendlichen,  indem  ohne 
wesentliche  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  hohen  Singularitäten 
in  den  Punkten  x  =  oo,  y  =  od,  die  den  Ueberblick  erschweren  und 
grosse  Rechnungen  verlangen,  hätten  wegfallen  können,  oder  doch  durch 
vielfache  Punkte  ohne  superlineare  Zweige  hätten  ersetzt  werden  können. 
Nicht  weit  genug  in  der  Annahme  des  Verhaltens  von  /  =  0  im  End- 
lichen, wo  im  allgemeinen  Falle  schon  vielfache  oder  doch  Doppelpunkte 
in  unbestimmter  Anzahl  hätten  angenommen  werden  müssen.  So  kommt 
es,  dass  die  Forderung  des  adjungirten  Verhaltens  der  Gleichung  9(x,y)  =  0 
in  den  singulären  Stellen  von  y=  0  überhaupt  nicht,  oder  —  wie  bei 
Abel  und  Min  ding  —  nur  in  impliciter  Form  (für  die  unendlich  fernen 
singulären  Stellen  oder  an  Beispielen)  zur  Geltung  kam. 

Was  dieser  ganzen  Richtung  fehlte,  war  zunächst  der  Begriff  der 
mehrfach  periodischen  Function,  dann  die  inzwischen  von  der  französi- 
schen Schule  entwickelte  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Function. 
Der  letzte  Punkt  ist  oben  besprochen  worden.  Was  den  ersten  angeht, 
so  haben  wir  zunächst  über  Jacobi' s  Formulirung  des  Umkehrproblems 
und  über  dessen  Lösung  nachträglich  zu  berichten. 


C.    Carl  Gustav  Johann  Jacobi  [1832—1834]. 

(1)  Considerationes  generales  de  transcendentibus  Abelianis,  Crelle's  J. 
f.  M.  IX,  1832,  ges.  Werke  II  ed.  Weierstrass,  S.  7— 16. 

(2)  De  functionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter  periodicis,  quibus 
theoria  transcendentium  Abelianarum  inuititur,  ibd.  XIII,  1834, 
ges.  Werke  II,  S.  25—50. 

Das  Um-  26.     Nachdem    der  Gedanke   der  Umkehrung   des  Integrals    in    der 

kehrproblem 

der  ultra-  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  so  reiche  Früchte  gezeitigt  hatte, 

elliptischen 

Functionen,  lag  es  nahe,  ihn  auch  auf  die  Integrale  mit  Radicanden  von  höherem 
Grade  als  dem  vierten  anzuwenden.  Aber  schon  im  Falle  der  „ultra- 
elliptischen" Integrale,  wo  nämlich  der  Wurzelausdruck  vom  fünften  oder 
sechsten  Grad  ist,  versagte  merkwürdiger  Weise  der  Versuch.  So  wenig- 
stens, wie  Abel  in  jener  hinterlassenen  Abhandlung  (s.  oben  Nr.  17) 
sich  die  Umkehrung  gedacht  hatte,  war  sie  sicher  nicht  möglich,  wenn 
anders  die  obere  Grenze  des  Integrals  nicht  eine  unendlich -vieldeutige 
(Rf.  II  Nr.  19),  oder,  wie  sich  Jacobi  gesprächsweise  ausgedrückt  hat.  eine 
^vernünftige  Function"    des  Integralwertes   selbst   sein  sollte.     Denn  (2) 


26.    Das  ümkehrproblem  der  ultraelliptischen  Functionen.  2.35 

das  ultraelliptische  Integral  besitzt  vier  linear  unabhängige  Perioden, 
die  im  Allgemeinen  sich  als  complexe  Grössen  darstellen.  Da  man 
aber  durch  Multiplication  von  solchen  vier  Grössen  mit  passend  gewähl- 
ten ganzzahligen  Factoren  und  Addition  jede  beliebig  complexe  Grösse 
mit  beliebigem  Grade  der  Annäherung  darstellen  kann,  so  könnte  man 
ohne  Aenderung  der  oberen  Grenze  den  Integralwert  selbst  jeder  Grösse 
beliebig  nahe  bringen,  und  damit  wäre,  wenigstens  in  dem  geläufigen 
Sinn,  von  einem  Abhängigkeitsverhältnis  zwischen  Integral  und  oberer 
Grenze  nicht  mehr  die  Rede.  Und  doch  musste  eine  Verallgemeinerung 
des  Umkehrproblems  existiren.  —  Lange  hatte  Jacobi  einer  Lösung  dieses 
Widerspruchs  nachgesonnen.  Da  gab  ihm  „in  hac  quasi  desparatione" 
das  Abel'sche  Theorem  selbst  den  Schlüssel  an  die  Hand.  In  (1)  er- 
innert Jacobi  daran,  dass  nach  diesem  Theorem  im  Falle,  dass  X  eine 
ganze  Function  fünften  oder  sechsten  Grades  von  x  ist,  eine  Anzahl, 
z.  B.  drei  Integrale  von  der  Form: 

r  A+A,  X 


i- 


dx. 


yx 

zwei  andere  mitbestimmen.     Weil  aber  die  Coefficienten  A,  A^   willkür- 
liche Grössen  sind,  so  zerfällt  auch  die  Gleichung  des  Theorems  genau 
besehen  in  zwei  von  einander  unabhängige,  die,  wenn: 
r  dx  ^  r^  xdx         ^ 

gesetzt  wird,  so  lauten: 

(I)a  H-Ob   =  <I)x  +(I)y  -\-(l>z 
<I),a-l-(I),b  =  <I),xH-a),y  +  OjZ, 

wo  sich  nun  a,  b  aus  den  gegebenen  Grössen  x,  y,  z  algebraisch  be- 
rechnen lassen. 

Diese  Auffassung  des  Theorems  "w'ies  darauf  hin,  dass  man  auch  das 
Umkehrproblem  an  zwei  simultane  Gleichungen  anknüpfen  müsse.  In 
der  That  verschwinden  sofort  die  erhobenen  Bedenken,  wenn  man  ver- 
langt: die  durch  die  transcendenten  Gleichungen: 

Ox  -4-(I)y   =  u 

gegebenen  Grössen  x,  y  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  dar- 
zustellen, deren  Coefficienten  (transcendente  aber  eindeutige)  Functionen 
von  u,  V  sind.  Denn  wenn  alsdann  x  =  X(u,  v);  y  =  X,  (u,  v)  als  Func- 
tionen von  u,  V  definirt  sind,  so  geben  die  Periodenvielfachen,  welche 
zu  u  hinzutreten,  zu  Periodenvielfachen  auch  von  v  Veranlassung,  die  in 
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derselben  Vielfacliheit  auftreten.  Avie  bei  u,  so  dass  also  eine  willkür- 
liche Abänderung  des  einen  Arguments  eine  unfreiwillige  des  anderen 
nach  sich  zieht. 

Das  Additionstheorem  der  ultraelliptischen  Functionen  lautet  in 
in  dieser  Auffassung  einfach  so: 

Die  Functionen  X(uH-u, ,  v-f-Vj)  und /.,  (u-f-Uj,  vH-vJ  lassen  sich 
als  algebraische  Functionen  von  X(u,  v);  X(Uj,vJ;  >.^(u,  v);  Xj(UpV,) 
ausdrücken. 

„In  diesem  Princip  der  simultanen  Periodicität  liegt  die  Lösung 
des  Paradoxons,  welches  die  durch  die  vierfache  Periodicität  entstehende 
Unbestimmtheit  darbietet"  (Jacobi,  Abriss  der  Geschichte  der  elliptischen 
u.  s.  w.  Transcendenten,  Ges.  W^rke  II,  S.  517). 

Hiermit  war  das  Problem  der  Umkehrung  der  ultraelliptischen  Func- 
tionen gestellt.  Um  es  zu  lösen,  bedurfte  es  jüngerer  Kräfte.  Göpel 
und  ßosenhain  fanden  in  der  Verallgemeinerung  der  elliptischen  ©-Func- 
tion das  Mittel,  um  die  Coefficieuten  jener  quadratischen  Gleichung,  deren 
Wurzeln  die  oberen  Grenzen  x,  y  sind,  als  Function  der  Integralsummen 
u,  V  darzustellen.  — 

Ueber  die  Arbeiten  Jacob i's  zur  Theorie  der  Elimination  und  andere 
hierher  gehörige  werden  wir  an  späterer  Stelle  (Rf.  V  Nr.  2  ff.)  berichten. 


D.    Adolph  Göpel  und  Georg  Bosenhain  [1S44— 1847]. 

(1)  A.  Göpel,  Theoriae  transcendentium  Abelianarum  primi  ordinis  ad- 
umbratio  levis.     Crelle's  Journ.  f.  Math.  XXXV,  S.  277;   1847. 

(2)  Auszug  mehrerer  Schreiben  des  Dr.  R  o  s  e  u  h  a  i  n  an  Herrn  Prof.  Jacobi 
über  die  hyperelliptischen  Transcendenten,  Crelle's  Journ.  f.  M.  XL, 
S.319.    1844-49. 

(3)  G.  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ä 
quatre  periodes,  qui  sont  les  inverses  des  integrales  ultraelliptiques 
de  la  premiere  classe,  Mem.  sav.  etrang.  XI,  1851. 

Göpels  ui-  27.     Der  nächste  Fortschritt  in  der  Theorie  der  Abel'schen  Func- 

traellipti- 

sche  Theta- tionen  bestand  in  der  Lösung  des  Umkehrproblems  der  „ultraelliptischen" 

fuuction; 

Differentia- Integrale  (für  welche  nach  Nr.  26  der  Ausdruck  X,  Y  unter  dem  Wurzel- 

tion  der 

Thetareia-  zoicheu  vom  fünften  oder  sechsten  Grade  ist;  für  die  „hyperelliptischen" 

tionen. 

steigt  er  bis  zu  unbestimmtem  höherem  Grade  an).  Diese  Lösung  er- 
folgte durch  eine  Art  Divination  hinsichtlich  der  Form  der  Reihe,  die 
der  von  Jacobi  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  eingeführten 
Transcendenten  0  analog  gebildet  ist,  die  aber  von  zwei  Argumenten  u,  v 
abhängt.     Durch   sie  mussten  die  Coefficienten  jener  quadratischen  Glei- 
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chung.  der  die  oberen  Grenzen  x,  y  der  Integrale: 

dx  C  dv 


/xdx        Tydy 


genügen,  sich  ausdrücken  lassen. 

Als  Hermite  in  seinem  Briefe  an  Jacobi  vom  August  1>)44  (Crello's 
Journal  f.  Math.  Bd.  32,  1846,  Jacobi 's  Werke  Bd.  II,  S.  lOG)  die  Reihe 
für  die  elliptische  Theta-Function  in  der  Form  darstellte: 

e  (u)  =  e-='»' .  Z    e'-'("+''°>', 

n  =  —  3^ 

war  er  der  gewünschten  Verallgemeinerung  bereits  so  nahe,  dass  Göpel 
es  für  angezeigt  hielt,  mit  den  Ergebnissen  seiner  langjährigen  Unter- 
suchungen über  das  ultraelliptische  Umkehrproblem  hervorzutreten.  Er 
legt  ihnen  (1)  die  folgende  Form  der  neuen  (hyperelliptischen)  Theta- 
Function  zu  Grunde: 

0Cll    v)  =  e~^"'~ä'v-     y*  y      ga(u+bii+cin)-+a'(T+b'n+c'ni)' 

n  =  —  X  m  =  —  X 

der  er  15  ähnlich  gebildete  Reihen  an  die  Seite  stellt.  Quadrirt  man 
diese  Reihen,  so  erhält  man  Relationen  zwischen  den  16  Thetafunctionen, 
unter  anderen  eine  biquadratische  zwischen  vieren  P',  S',  P",  S"  von  ihnen. 
Göpel  bildet  die  Differentialien  P'dS'  — S'dP'  und  P"dS"  — S"dP"  und 
stellt  vermöge  jener  Relationen  die  Reihen,  die  hier  als  Coefficienten  von 
du  und  dv  auftreten,  wiederum  als  homogene  Functionen  dieser  4  Theta's 
dar.  A^erwendet  man  nun  die  Quotienten  P'/S'  =  p,  V/S"  =  Cj  (vier- 
fach periodische  Functionen,  wie  sie  schon  Jacobi  eingeführt  hatte),  so 
erhält  man,  vermöge  der  letzterwähnten  Gleichungen,  für  du  und  dv  voll- 
ständige Differentiale  von  der  Form  Pdp-j-Qdq.  Es  gelingt  Göpel, 
statt  p,  q  zwei  neue  Variable  x,  y  so  zu  bestimmen,  dass  diese  Diffe- 
rentiale in  die  separirte  Form  der  Summe  von  zwei  hyperelliptischen 
Integralen  übergehen.  —  „Meisterhaft  ist  die  Art,  wie  er,  ungeschreckt 
von  der  Compücation  jener  Differentialgleichungen,  dies  ausführt"  (Ja- 
cobi). Mit  diesem  Uebergang  von  der  Thetafunction  zu  den  Gleichungen 
des  Umkehrproblems  sind  aber  die  gewünschten  endlichen  Gleichungen 
zwischen  x,  y  und  u,  v  gefunden. 

Göpel's  Arbeit  erschien  erst  nach  seinem  Tode.  In  dem  Nachruf, 
den  ihm  Jacobi  im  Anschluss  an  die  Arbeit  (1)  (Jacobi's  Werke  11, 
S.  147)  widmete,  wird  erwähnt,  dass  dieselbe  im  März  1847  zum  Druck 
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übergeben  worden  ist.  Schon  im  Jahre  1846  hatte  inzwischen  Rosen- 
hain der  Pariser  Academie  eine  Preisschrift  über  denselben  Gegenstand 
vorgelegt,  deren  wesentlichen  Inhalt  er  bereits  1844  bis  1847  in  drei 
Briefen  an  Jacobi  (2)  mitgeteilt  hatte,  und  die  ebenfalls  mit  glückli- 
chem Erfolg  die  Frage  der  ümkehrung  hyperelliptischer  Integrale  be- 
handelt. 
Rosenhains  28.     Den  Ausgangspunkt  für  Rosenhain   bilden   die   dreifach   pe- 

Relationen  o       o  r  r 

für  vier  Ar-  riodischcn  Functionen,  die  bei  der  Umkehrung  des  simultanen  Gleichungs- 

gumente ; 

uebergang  sYstems   auftreten ,    wenn   die    Summe    von    zwei    elliptischen  Integralen 

zu  den  Diffe- 

rentiaifor-  erster  Gattung  und  die  von  zweien  dritter  Gattung  vorliegt  ((3)  Chap.  I,  5), 

mein  des 

Umkehrpro- ein  Problem,  das  noch  mittelst  elliptischer  Thetafunctionen  gelöst  wer- 

blems.  '  ^  ,        ° 

den  kann.  Rosenhain  versuchte  nun,  aus  diesen  dreifach  periodischen 
Thetafunctionen  in  derselben  Weise  Reihen  zusammenzusetzen,  ^v^e  sich  die 
elliptischen  Thetareihen  durch  einfach  periodische  darstellen  ((2)  I).  Er 
gelangte  so  zu  Doppelreihen,  von  denen  eine  in  der  Form  erschien: 

+  00     -4-00 

0  Aj    y^  __     y"      y-  gm=a-f  n-l)-t-2mnc-f-2mu+2nv 

CC      OD 

aus  denen  sich  15  andere  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  halbe 
Vielfache  der  Perioden  ableiten  Hessen.  Aehnlich,  wie  Jacobi  Rela- 
tionen zwischen  elliptischen  Thetafunctionen  von  4  verschiedenen  Ar- 
gumenten und  anderen  Thetafunctionen  gebildet  hatte,  deren  4  Argu- 
mente aus  Summe  und  Differenz  dieser  vier  bestehen,  Relationen,  die 
sich  aus  Producten  von  je  4  gleichartigen  Thetafunctionen  zusammen- 
setzen, stellte  Rosenhain  Relationen  von  gleicher  Beschaffenheit  zwischen 
seinen  hyperelliptischen  Thetafunctionen  her  und  gelangte  durch  Speciali- 
sirung  der  vier  willkürlichen  Argumentenpaare  zu  Beziehungen  zwischen 
Thetaquotienten  mit  demselben  Argumentenpaar,  vermöge  deren  alle 
durch  zwei  von  ihnen  sich  darstellen  lassen  oder  vielmehr  durch  zwei 
Grössen  x  und  y,  deren  Product  gleich  dem  Quadrat  eines  der  Theta- 
quotienten ist,  während  gewisse  andere  symmetrische  Functionen  gleich 
ebensolchen  Quotienten  mit  demselben  Nenner  sind.  Eine  andere  Spe- 
cialisirung  führt  ihn  auf  das  Additionstheorem  der  hyperelliptischen 
Theta's,  einer  Beziehung  zwischen  Theta's  mit  zwei  verschiedenen  Argu- 
mentenpaaren u,  v;  u',  v'  und  denjenigen,  deren  Argumente  aus  der  Summe 
und  der  Differenz  derselben  bestehen.  Differentiirt  man  diese  Relation 
nach  dem  einen  Variabeinpaar  u',  v',  das  man  dann  gleich  Null  setzt,  so 
erhält  man  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  dem  anderen  u,  v, 
ausgedrückt  durch  Thetaproducte  desselben  Argumentenpaars  und,  indem 
man  denselben  Process  an  einer  analogen  Relation  für  andere  Theta's  aus- 
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führt,  du  und  dv  durch  zwei  Relationen  mit  den  Differentialien  dx  und 
dy  jener  beiden  Grössen  x  und  y  verbunden ,  durch  welche  alle  Theta- 
quotienten  sich  ausdrücken  lassen.  Dies  aber  ist  eben  die  gewünschte 
Integralbeziehung,  die  eigentlich  den  Ausgangspunkt  der  Problemstellung 
bilden  sollte. 

Die  Wahl  der  beiden  Grössen  x,  y  als  Parameter  für  die  Darstellung 
aller  Quadrate  der  Thetaquotienten  mit  demselben  Nenner  ist  eine 
glückliche  zu  nennen,  denn  sie  erspart  Rosenhain  den  Durchgang 
durch  die  nicht  separirte  Form  der  Differentialgleichung,  die  GöpeTs 
Arbeit  erschwerte.  Er  gelangt  sogleich  zu  den  gewünschten  —  oder 
genauer  gesagt,  zu  linear  aus  diesen  zusammengesetzten  —  Gleichungen, 
die  er  nicht  direct  verificirt.  —  Um  nicht  zu  weit  von  unserem  Thema 
abzuschweifen,  haben  wir  den  Bericht  über  diese  Arbeiten  kürzer  gefasst, 
als  es  die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  vielleicht  erfordert  hätte;  auch 
müssen  wir  uns  versagen,  auf  andere  Punkte  aus  der  Theorie  der  ultra- 
elliptischen Functionen,  welche  Göpel  und  Rosenhain  berühren,  Be- 
ziehungen zwischen  den  bestimmten  Integralen,  die  Theorie  der  Trans- 
formation u.  s.  w.,  hier  einzugehen. 


E.   Karl  Weierstrass  [1848— 185G]. 

(1)  P>eitrag  zur  Theorie  der  Abel' sehen  Integrale,  Prgr.  d.  Braunsberger 
Gymnasium's  für  1848/9  (20  S.),  dat.  17.  Juli  1849. 

(2)  Zur  Theorie  der  AbeTschen  Functioueu,  Crelle's  Journ.  f.  M.  XLVII, 
S.  289—306.  1853. 

(3)  Theorie  der  Abel' sehen  Functionen,  ebd.  LH,  S.  285— 380.  1856. 

29.     Die  Abhandlungen  (1)  bis  (3)  beziehen  sich  auf  das  Umkehr-  uetersicht 

über  Weier- 

problem    der    hyperelliptischen   Integrale    —   die  Weierstrass 'sehe  Be- strass*  äiteie 

Arbeiten 

Zeichnung:   „Abel' sehe  Integrale"  behalten  wir  uns.  nach  dem  jetzt  übli-   "ber  das 

'  Umkehrpro- 

chen  Sprachgebrauche,  für  die  Integrale  allgemeiner  algebraischer  Functionen  biem  der 

hyperellip- 

vor  — ,  also  solcher  Integrale,  deren  Irrationalität  in  einem  Quadratwurzel-  tischen  in- 
tegrale. 
Ausdruck    (2p-f-l)ten    Grades    besteht.      Der    Weg,    den  Weierstrass 

einschlägt,  ist  gänzlich  verschieden  von  dem,  den  Göpel  und  Rosen- 
hain  für  den  Fall  p  =  2  mit  Erfolg  betreten  hatten.  Während  diese 
von  dem  eigentlichen  Ziele  der  Untersuchung,  von  der  Thetafunction,  aus- 
gehen und,  rückwärtsschreitend,  durch  Differentiation  von  Thetarelationen 
zeigen,  dass  die  Lösung  des  Problems  von  dieser  Transcendenten  allein 
abhängt,  geht  Weierstrass,  der  Natur  der  Aufgabe  folgend,  von  den  ge- 
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gebenen  Differentialgleichungen  aus  und  bahnt  sich  von  da  den  Weg  zur 
Thetafunction. 

Die  Programmschrift(l)  beschränkt  sich  auf  einen  in  sich  abgeschlosse- 
nen Teil  der  Theorie:  die  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
der  Integrale;  (2)  enthält  eine  vorläufige  Ankündigung  des  Gesamtinhaltes 
von  Weierstrass'  Theorie  nebst  Andeutung  der  Beweise;  (3)  einen  ersten 
Teil  der  Ausführung.  Eine  Fortsetzung  von  (3)  ist  nicht  erschienen. 
Wohl  aber  gehen  die  Vorlesungen,  die  Weierstrass  an  der  Universität  zu 
Berlin  gehalten  hat,  die  allgemeine  Theorie  der  Abel' sehen  Integrale 
auf  gleicher  Grundlage,  auf  der  jene  ersten  Arbeiten  beruhen.  Wir 
werden  hierüber  später  zu  berichten  haben.  Einen  Einblick  in  die  eigen- 
artigen Hülfsmittel,  mit  denen  Weierstrass  das  Problem  angreift,  und 
die  Methoden,  die  auch  seinen  späteren  Untersuchungen  zu  Grunde  liegen, 
gewährt  die  Ausführung  über  die  elliptischen  Trauscendenten  in  (3), 
von  der  wir  deshalb  zunächst  reden  wollen. 

Formuli-  3{).     Abweichend    von    der  Jacobi'schen  Theorie   der  elliptischen 

rang  des 

Grundge-  Functionen,    die   durchaus   an   reelle  Beziehungen   anknüpft,    stellt  sich 

dankens 

dieser  Ar- ^T-eierstrass,    angeregt   durch  eine   kurze  Bemerkung  Abel  s  m  einem 

beiten  im  ^  t     ri  x 

Falle  des  Briefe  an  Legendre  (Crelle"s  Journ.  f.  M.  VI,  S.  76,  Werke  ed.  S.  et  L. 

elliptischen 

Integrals,  jl    S.  274)  die  Aufgabe,  die  Theorie  an  diejenigen  Potenzentwacklungen 
anzuknüpfen,  welche  sich  aus   der  Differentialgleichung: 

_  ^ dx 

'*''""'   l/(x-a,)(x-aj(x-a3) 


für  die  Wurzelgrössen  ]/x — a,  nach  Potenzen  der  complexen  Grosse  u 
ableiten  lassen.  Diese  Reihen  definiren  die  Wurzelgrössen  zunächst  nur 
für  einen  beschränkten  Bereich  der  Ebene.  Aber  vermöge  des  Additions- 
(AheU  sehen)  Theorems  lassen  sich  die  elliptischen  Functionen  ]/x^ai 
von  u  rational  durch  ebensolche  Functionen,  nur  geschrieben  für  das 
Argument  u/2,  ausdrücken  und  somit  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  u/2  entwickeln.  Das  Convergenzgebiet  dieser  neuen  Reihen  nach 
u/2  ist  das  gleiche,  wie  das  für  die  Reihen  nach  u  (wenigstens  unter 
geAivissen  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  jene  rationale  Darstellung,  auf 
die  wir  hier  nicht  eingehen  wollen),  also  hat  die  neue  Darstellung  hin- 
sichtlich u  den  doppelten  Convergenzradius  der  früheren.  Fährt  man  so 
fort,  so  lässt  sich  der  Convergenzbereich,  für  den  man  Entwicklungen  der 
Wurzelgrössen  nach  u  definiren  kann,  beliebig  vergrössern. 

Nun   lässt   sich   der  zweite  Differentialquotient  des  Logarithmus  der 
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Grösse  "[/x — ai  =  f(u),  ähnlich  wie*) 

d^logsnu         ,  ,     o  1 

selbst  wieder  rational  durch  diese  darstellen  und  zwar  in  der  Form  einer 
Differenz  von  zwei  Functionen,  von  denen  die  eine  nur  für  die  Null- 
stellen, die  andere  nur  für  die  üneudlichkeitsstellen  von  f(u)  unendlich 
wird.  Bei  dieser  Auffassung  liegt  es  nahe,  zu  versuchen,  ob  sich  nicht 
f(u)  durch  einen  Quotienten  ersetzen  lässt,  dessen  Zähler  mit  der  ersten, 
dessen  Nenner  mit  der  zweiten  jener  Functionen  übereinstimmt,  und  so- 
mit jene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  zwei  zu  spalten,  die 
nun  neue  Functionen  definiren,  welche  nicht  mehr  unendlich  werden 
für  endliche  u,  also  sich  in  beständig  convergirende  Potenzreihen 
müssen  entwickeln  lassen.  Dies  gelingt  in  der  That  an  der  Hand  eines 
merkwürdigen  Satzes  der  Functionentheorie,  den  Weierstrass  entwickelt, 
und  es  zeigt  sich  denn  auch,  dass,  wenn  man,  statt  von  u  zu  u/2  (wie 
oben)  von  u  zu  u/m  geht,  wo  m  eine  ganze  Zahl  ist,  diese  Reihen  für 
beliebig  grosse  Werte  von  m  convergiren.  Die  so  erhaltenen  Potenz- 
reihen unterscheiden  sich  aber  von  den  bekannten  trigonometrischen 
Reihen,  die  Jacobi  Thetafunctionen  genannt  hat,  nur  durch  Factoren  e""' 
(a  eine  Constante);  es  sind  eben  jene  Reihen,  auf  die  Abel  in  seinem 
Briefe  an  Legendre  hingewiesen  hatte. 

Diese  Auffassung  der  elliptischen  Functionen  hat  den  grossen  Vorzug, 
dass  sie  einer  Ausdehnung  auf  die  allgemeinen  hyperelliptischen  fähig  ist. 

31.    Sind  p  Summen  u, ,  u^, . . .  u^  von  je  p  hyperelliptischen  Integralen  i'otenzent- 
erster  Gattung  mit  den  oberen  Grenzen  x,,x.,,  ...Xß  gegeben,  ist  also      für  die  ny- 

®                                  .__                     N  ^    o   o           :                             perellipti- 

^S         PTX;  )             dXj  scheu  Func- 

1)                               dUk  =    ^  4- ^^ ; —,  tloneD.    Er- 

i=l        X  —  aw      VRCx.')  weiterang 

^     ^                      K       j/  IV  \^\jj  ^jgg  Conver- 

P(x)  =  Cx-aJ(x-a,)...(x-a^) 
R(x)  =  (x-aJ(x-a.J...(x-a.,,,+0  =  P(x)Q(x), 
und  die  Grössen  ai  complex  sind  (wir  schliessen  mit  dieser  Annahme  an 
die  Arbeit  (8)  an),  so  handelt  es  sich  darum,  die  Grössen  x;  als  Wur- 
zeln einer  Gleichung  pteu  Grades  darzustellen: 

9W  =  (x— xj(x— x,)...(x— x^)  =  0, 
deren  Coefficienten  eindeutige  (transcendente)  Functionen  der  unbeschränkt 

*)  Weierstrass    gebraucht    seines    Lehrers    Guderniaun  Bezeichnung 
snu  statt  der  Jacobi 'sehen  siuamu. 

Jahresber.  d.  Deutschen  Mathem. -Vereinigung.    111.  1  Q 
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veränderlichen  Grössen  Uj.u^,  ...Uq  sind.  Nun  lassen  sich  zunächst  aus 
den  Differentialgleichungen  1)  Reihenentwicklungen  ableiten  für  die  Grössen 
Ui  nach  Potenzen  der  si  =  ]/xi  —  ai-const.,  durch  deren  Umkehrung  man 
erhält : 

Si  =   UiH-(u,,U,,  ...Uj)3+(U,,U,,  ...Uj ).+••., 

wo  die  Klammern  homogene  Functionen  der  u  vom  Grade  je  des  Index 
bedeuten.  Innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Bereiches  [  U;  |  <  üj  con- 
vergiren  diese  Reihen  unbedingt.  Um  nun  die  Form  jener  Gleichung 
cp(x)=0  zu  bestimmen,  nimmt  Weierstrass  zu  den  p  Werten  Xi  noch 
2[jLp  andere  hinzu:  xj,  x", .  .  .,  xp'"^  (i=  1,  2,  . ..,  p),  die  zu  je  p  wieder 
mit  je  p  von  den  2ap  Grössen  u[,  u'^,  .  .  .,  nö  durch  ähnliche  Glei- 
chungen zusammenhängen,  wie  1).  Diese  Grössen  lassen  sich  mit  den 
gegebenen  durch  die  Gleichungen  des  Abel'schen  Theorems  verknüpfen: 

Uk  =  lu«      (k=l,  2,  ...,p) 

i  =  l 

und  man  kann  hiernach  eine  algebraische  Gleichung  (vom  Grade  2(xpH-p) 
finden,  durch  welche  die  x,  mit  den  x\  verbunden  sind.  Sie  hat  nach 
Abel  die  Form: 

M^(x)P(x)-N^(x)Q(x)  =  n(x)cp(x)  =  0, 

wo  die  ganzen  Functionen  M,  N  durch  die  2  u,  p  Wurzeln  Xi  '  von  0  =  0 
völlig  bestimmt  sind. 

Aus  der  Bedingung,  dass  die  Mnke  Seite  durch  n(x)  teilbar  sein 
soll,  leitet  Weierstrass  für  die  Functionen  M(x),  N(x)  eine  ge- 
brochene Form   ab,    deren   Zähler   und  Nenner   sich   nach  Potenzen   der 

2fip  Grössen  Vxi  — aj  oder  auch  der  uj  ■*  (vermöge  jener  Reihenumkeh- 
rungen)  entwickeln  lassen.  Hieraus  ergiebt  sich  für  cp(x)  die  folgende 
Form : 

Avo  die  Coefficienten  'i;,  deren  Bedeutung  aus  der  Partialbruchentwick- 
lung  von  cp(x)/P(x)  erhellt,  die  Form  von  Quotienten  haben: 

.    _  J    9(ai)      _      ü(0+ua)  +  ... 

^'        ''    -Q(aO         l+U(o)-HUW+...  ' 
deren   Glieder  Ul'    ganze   homogene  Functionen    der  Grössen   u,',  ...u'o; 
u'i,  . . .  u^  ■"    sind.    Diese  Reihen  convergiren  innerhalb  derselben  Grenzen 
|ui    |<:üi,   wie   die  früheren  in   den  Ui    (§  3,  a.  E.).     Den  Uebergang 
nun  zu  der  definitiven  Form    von  (^(x)   macht  Weierstrass   durch   die 
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Annahme,  dass  alle  Grössen:  u- ^  uj' =  ••.  u-"^  =  Ui/2[x  seien  (§4). 
Dann  gehen  die  homogenen  Functionen  Uk  in  solche  der  u;  über;  Zähler 
und  Nenner  von  (|ii  werden  Reihen  in  u;,  deren  Convergenzbereich  in 
linearer  Ausdehnung  der  2[x-fache  des  für  die  früheren  Entwicklungen 
festgestellten  ist,  und  es  zeigt  sich,  dass  die  "Werte  der  Quotienten  'j/j 
und  damit  die  Coefficienten  von  ©(x)  sowie  die  Wurzeln  x^,x^,  ...  Xg 
von  der  Zahl  \i  überhaupt  unabhängig  sind.  —  Uebrigens  legt  Weier- 
strass,  wiewohl  er  nur  solche  Reihen  sucht,  die  für  endliche  "Werte 
der  Ui  gelten,  keinen  Wert  darauf,  hervorzuheben,  dass  die  Integral- 
summen Uj  überhaupt  niemals  unendlich  werden  können.  Jene  Quo- 
tienten 'l^i  =  al(Uj,  ...  Up)i  nennt  er  hyperelliptische  Functionen  der  Argu- 
mente UjjU^,  ...u^;  sie  gehen  für  p=l  in  die  elliptischen  Functionen 
snu,  cnu,  dnu  über,  während  Zähler  und  Nenner  einzeln  den  Theta- 
functionen  entsprechen.  Der  Uebergang  zu  diesen  selbst  würde  freilich 
noch  erfordern ,  dass  man  (§7)  fx  =  oo  einführte  und  so  die  Entwick- 
lungen zu  überall  gültigen  erhöbe. 

Aber  diesen  Schritt  führt  Weierstrass  nicht  aus.  Sein  Plan  ist 
vielmehr  der,  ähnlich  wie  dies  oben  bei  den  elliptischen  Functionen  an- 
gedeutet wurde,  auf  indirectem  Weg  zu  den  überall  convergirenden  Reihen 
zu  gelangen,  nämlich  durch  Spaltung  eines  Differentials  des  Logarithmus 
der  Function  al(u^,  ...  u„)  in  zwei  vollständige  Differeutialausdrücke,  deren 
einer  nur  die  Null-  und  Unbestimmtheitsstellen,  deren  anderer  nur  die 
letzteren  und  die  Unendlichkeitsstellen  von  al  in  sich  aufnimmt. 

Die  principielle  Erledigung  dieses  Problems  führt  auf  Systeme 
von  Differentialgleichungen,  deren  Behandlung  Weierstrass,  nach  Cr.  J. 
f.  M.  Bd.  47,  S.  297  und  Bd.  52,  S.  55,  auch  durchgeführt  haben  muss, 
ohne  dass  dieselbe  in  seinen  Schriften  oder  Vorlesungen  mitgeteilt  wor- 
den v/äre.  Jedoch  wurde  die  Lücke  insoweit  ausgefüllt,  als  die  functionen- 
theoretische  Grundlage,  die  sich  in  (3)  nur  angedeutet  findet,  später  in 
seinen  Abhandlungen  zur  Functionenlehre  Berlin  1886  („Einige  auf  die 
Theorie"  etc.  §  5)  angegeben  worden  ist.  Wir  müssen  es  uns  indessen 
versagen,  auf  diese  namentlich  durch  ihren  grundlegenden  „ Vorberei- 
tungssatz"   wichtig  gewordene  Arbeit  hier  einzugehen. 

32.    Von  der  erwähnten  principiellen  Erledigung  absehend,  aber  doch  uebergang 

r  ir  b      a  ■)  ^„^  Theta- 

denselben  Grundgedanken  der  Zerlegung  verfolgend,  schlägt  Weierstrass    function 
in  der  früheren  Abhandlung  (2),  wie  in  seinen  späteren  Vorlesungen,  einen'"'zi«'>«°  ^on 
einfacheren  Weg  zur  Thetafunction  ein,  indem  er  die  Summe  von  Inte-  ™en  dritter 

und  zweiter 

gralen  zweiter  und  dritter  Gattung  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  u  be-   Gattuag. 

16* 
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trachtet.     Die  Functionen: 

werden  zunächst  definirt  wie  oben.  Vermittelst  des  Additionstheorems, 
das  für  sie  besteht,  werden  ihre  Periodicitätseigenschaften  abgeleitet.  Pe- 
rioden der  alj  sind  die  doppelten  reellen  bezw.  rein  imaginären  Viel- 
fachen der  bestimmten  Integrale  erster  Gattung,  die  sich  je  zwischen  den 
Grenzen  a;  und  ai_,.o  erstrecken.  Die  Letzteren  werden  in  dieser  Ab- 
handlung alle  als  reell  (a,  >>ap+i>>a2>>ap+2>'"*a2p-t-i)  angesehen. 
Diese  Annahme  erleichtert  es  dem  Verfasser,  den  Weg  formaler  Rechnung 
bei  Aufstellung  der  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  zu  betreten. 
Nun  führt  der  Verfasser  Integralsummen  dritter  Gattung  ein: 
•^yR(a)_P(x)_dx__ 
^    ^    P(a)     x-a|/R(^)-''^"-'^--^<^^' 

durch  deren  Differentiation  nach  dem  Parameter  a^  (oder  vielmehr  nach 
b  =  P(ak)/]/R(aii)  an  der  Stelle  a  =  a^)  sich  Integralsummen  zweiter 
Ordnung  ergeben: 

dSiru         u^    -   yU    QCaQ  P(xi)dx.        I 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Ausdruck: 

_^(j(j)_|_Sl(u,_KO),  u,-Kö),...).)dui  =  d  log  Al(u^,  u,, ...), 

wo  Jp),  K(J)  bestimmte  Integrale  zweiter  bezw.  erster  Gattung  sind  (j  eine 
von  i  abhängige  Zahl),  ein  vollständiges  Differential  ist.  Die  durch  sie 
definirte  Function  Al(u^,  ...  u„)  ist,  wie  der  Verfasser  angiebt,  in  eine  für 
alle  Werte  der  u  convergente  Reihe  eutwickelbar.  Diese  und  die  analog 
gebildeten  Reihen  sind  das  Ziel  der  Untersuchung.  Durch  sie  drücken 
sich  ebensowohl  die  Integralsummen  dritter  Gattung  Sl  aus,  wie  auch  die 
Functionen  al(Uj,  ...  Uo).,  letztere  als  Quotienten  von  zweien;  sie  steht 
mit  der  verallgemeinerten  Thetafunction  Jc(Vj,  v^, ...  v^)  in  der  Beziehung: 
g  ^E(u„u„....^)  Al(u^, u,, . . . u,)  =  Jc(v,, V,, . . . v„)  =  2{e-^"i°J'^Ji cos(i:niv0j, 
wo  £  eine  ganze  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der  Grössen  u  ist, 
g  eine  Gonstante,  Oy  eine  homogene  Function  der  bestimmten  Integrale 
erster  Gattung,  die  Zahlen  i,  j  die  Werte  1,  2,  ...  p  durchlaufen,  die 
Uj,  Uj  von  — cx)  bis  H-oo  gehen,  und  wo  die  v  mit  den  u  durch  lineare 
Gleichungen  zusammenhängen,  deren  Coefficienten  sich  gleichfalls  in  be- 
stimmt angegebener  Form  aus  bestimmten  Integralen  zusammensetzen. 
Die  Coefficienten   oij  =  Oji   des   quadratischen  Ausdrucks  im  Exponenten 
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von  e  des  allgemeinen  Gliedes  der  Thetafunction,  ^p(f>-|-l)  an  der  Zahl, 
drücken  sich  mit  Hülfe  der  bestimmten  Integrale  erster  Gattung  K  aus 
und  hängen  nur  von  den  in  diesen  enthaltenen  2  p — 1  Moduln  ab  (näm- 
lich den  Wurzeln  von  R(x)  =  0,  vermindert  um  3  vermöge  linearer  Sub- 
stitution zerstörbare  willkürliche  Gonstanten).  Hiermit  ist  aber  für  das 
hyperelliptische  Urakehrproblem  die  von  Jacobi  aufgeworfene  Frage  (Ge- 
schichte der  ellipt.  etc.  Transc,  Werke  II,  S.  521)  beantwortet:  wie  sich 
der  Unterschied  zwischen  den  Zahlen  2p  — 1  und  •jp(p+l),  der  für 
den  von  Göpel  und  Rosenhain  behandelten  Fall  p  =  2  noch  nicht  zu 
Tage  tritt,  erklären  lasse?  In  expliciterer  Form  hat  Weierstrass  diese 
Relationen  durch  das  Verschwinden  der  Thetafunction  und  einer  Reihe 
ihrer  Differentialquotienten  für  gewisse  halbe  Perioden  dargestellt  (vgl. 
Königsberger,  J.  f.  M.  Bd.  64,  S.  25). 

Die  Relationen,  die,  analog  der  bekannten  Legendre'schen,  neben- 
her noch  zwischen  den  bestimmten  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung 
bestehen,  hat  Weierstrass  in  (2)  aus  den  Periodicitätseigenschaften  der 
Function  AI  abgeleitet. 

33.  Die  Proerammschrif  t  (1)  ist  fast  ausschliesslich  der  Aufstellung  Relationen 

°  ^    '  zwischen  den 

dieser  Relationen  gewidmet,   ermittelt  sie  aber  auf  einem  anderen  Wege,  Periodici- 

'^  '  ^    '  tatsmoduln. 

den  Weierstrass  wiederum  einem  Gedanken  von  Abel  entnimmt.  Er 
zerlegt  nämlich  (Rf.  III  Nr.  16  Schlussformel)  ein  gewisses  Doppelintegral 
einmal  in  Summen  von  Producten  von  je  zwei  einfachen  Integralen,  die 
sich  als  bestimmte  Integrale  darstellen,  auf  der  anderen  Seite  in  die 
Summe  zweier  einfachen  Integrale,  die  sich  direct  ausführen  lassen.  Auch 
diese  Operation  vollzieht  sich  auf  dem  Wege  rein  algebraischer  Umfor- 
mung, ohne,  wie  dies  hier  nahe  gelegen  hätte,  die  Integration  durch  ima- 
ginäres Gebiet  in  Anspruch  zu  nehmen. 

34.  Mit  diesen  Arbeiten   schliesst   eine   ergebnisreiche  Episode  der  Rückblick: 

Weierstrass' 

Geschichte  unserer  Theorie  ab,  merkwürdig  auch  darum,  weil  ein  einzelner  Hüifsmittei. 
Zweig,  ausser  Zusammenhang  mit  der  nebenher  mächtig  emporstrebenden 
allgemeinen  Theorie  der  Functionen,  für  sich  zu  so  unerwarteter  Aus- 
bildung gelangt  ist.  Und  zwar  waren  es,  nachdem  Abel  und  Jacobi 
den  Weg  zu  den  mehrfach  periodischen  Functionen  gezeigt  hatten,  nicht 
sowohl  neue  Combinationen,  fremdartige  Hüifsmittei,  die  den  Erfolg  be- 
wirkten: er  beruhte  einfach  auf  der  Vertiefung  in  den  Zusammenhang 
der  Probleme  und  in  die  Natur  ihrer  Lösung  und  auf  einer  umsichtigen 
Handhabung  des  Calcüls. 

Einen  fundamentalen  Gedanken  hat  Weierstrass  zunächst  mit  der 
Einführung  der  Potenzreihen  von  mehreren  (complexen)  Variabelu  herein- 
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getragen,  die  er  für  die  Reduction  des  Umkehrproblems  auf  die  neuen 
Transcendenten  verwertete.  Diese  selbst  boten  sich  ihm  in  neuer  Form 
dar.  "Von  den  Thetafunctionen ,  deren  rasch  convergirende  Entwicklung 
nach  trigonometrischen  Functionen  unübertrefflich  schien,  nur  durch  einen 
nie  verschwindenden  Factor  unterschieden,  zeigten  die  neuen  Transcen- 
denten mit  einem  Mal  den  Charakter  der  Unveränderlichkeit  gegenüber 
linearen  Transformationen  des  Arguments,  und  erwiesen  sich  einer  ein- 
fachen, für  alle  Werte  der  Argumente  convergenten  Poteuzentwicklung 
fähig. 

Die  Glieder  dieser  Potenzentwicklung  besitzen  —  zunächst,  wie 
Weierstrass  erkannte,  für  die  elliptischen  und,  wie  Klein,  Burkhardt 
u.  A.  neuerdings  gezeigt  haben,  auch  für  die  ultraelliptischen  Integrale 
— ,  wenn  die  Function  aus  einer  Summe  von  passend  normirten  Inte- 
gralen dritter  Gattung  abgeleitet  ist,  invariante  Eigenschaften  gegenüber 
einer  linearen  Transformation  des  Wurzelausdrucks  unter  dem  Integralzei- 
chen. So  wurden  diese  neuen  Reihen,  die  a-Fuuctionen,  in  Verbindung  mit 
der  invarianten  Form  des  Integranden  selbst  zum  Ausgangspunkt  für  eine 
neue  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Diese  hat  vor  der  Jacobi'schen 
den  Vorzug,  begrifflich  invariante  Operationen  auch  formal  invariant  zu 
gestalten,  und  umgeht  namentlich  die  Auflösung  des  Wurzelausdrucks  in 
seine  Linearfactoren.  Für  die  Anwendungen  hat  wiederum  die  Theta- 
function,  die  Jacobi  den  Bedürfnissen  der  Praxis  in  Geometrie  und  Me- 
chanik mit  unerreichten  Geschick  angepasst  hat,  vor  der  a-Function  un- 
bestreitbare Vorzüge.  [Man  vergl.  den  diesen  Anwendungen  gewidmeten 
zweiten  Band  der  Theorie  des  fonct.  ellipt.  von  Ralphen  (3  Bde.,  Paris 
1886/91),  der  von  der  Weierstrass'schen  Bezeichnung  ausgeht,  aber 
in  den  Schlussformeln  immer  wieder  auf  die  trigonometrischen  Reihen 
zurück  greift.] 

Die  Potenzreihen  mit  n  Argumenten  hat  Weierstrass  auch  seinen 
späteren  Untersuchungen  über  allgemeine  Functionentheorie  zu  Grunde 
gelegt,    auf  die  wdr  bei  diesem  Anlass   nur  noch  kurz  hinw^eisen  wollen. 

In  seinen  Vorlesungen  (die  Schrift  von  Biermann,  Theorie  der 
analytischen  Functionen,  nach  Vorlesungen  von  Weierstrass,  Leipzig 
1887,  ist  zwar  ohne  Mitwirken  des  Urhebers  verfasst  und  im  Ein- 
zelnen nicht  immer  verlässlich,  gewährt  aber  doch  einen  Ueberblick) 
hat  Weierstrass  für  die  Potenzreihen  mit  ganzen,  positiven  Expo- 
nenten —  auf  Grund  ihrer  Analogie  mit  den  ganzen  Functionen  —  einen 
Algorithmus  begründet,  der  für  ihre  Behandlung  eine  sichere  Stütze  bie- 
tet.    Namentlich  der   heiklen  Frage  der  Teilbarkeit  von  solchen  Potenz- 
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reihen  durch  andere  widmen  die  Vorlesungen  grundlegende  Untersu- 
chungen (s.  auch  Weierstrass'  Abh.  zur  Funct.-Lehre,  5.  Abb.).  Auf 
dieser  Basis  hat  "Weierstrass  den  fundamentalen  Begriff  der  „analyti- 
schen Function"  errichtet,  welche  alle  einer  Potenzentwicklung  zugäng- 
lichen Functionen  umfasst,  und  die  aus  dem  Inbegriff  ihrer  Fortsetzungen 
in  dem  Gesamtbereiche  der  unabhängigen  Veränderlichen  besteht.  Diese 
Fortsetzungen  werden,  nach  passender  Wahl  der  letzteren,  durch  wenn 
auch  mühsame  und  in  praxi  schwer  durchführbare,  so  doch  sichere  Rech- 
nungsmethoden gewährleistet. 

35.     So  sehr  diese  Untersuchungen  den  allgemeinen  Functionsbegriff    Die  zn- 

''  nächst  uner- 

förderten,    so  bedurfte  es  doch  bei  denjenigen  algebraischen  Functionen, ledigtgebiie- 

^  benen  Fra- 

von  denen  die  Lösung  des  allgemeinen  Umkehrproblems  abhing,  anderer  gen  in  Be- 
treff des 
Hülfsmittel.    Der  Geschlechtsbegriff  hätte  sich  allenfalls  aus  AbeUs  und  ümkehr- 

Minding's  Arbeiten  ableiten  lassen,  wenn  man  den  des  Integranden 
erster  Gattung  hinzugenommen  hätte.  Dieser  hätte  auch  auf  die  '^-Func- 
tion —  den  Angelpunkt  der  Theorie  —  und  auf  die  Construction  von 
algebraischen  Functionen,  die  gegebenen  Unstetigkeitsbedingungen  ge- 
nügen, hinführen  können.  Aber  zu  diesen  Operationen  mussten  noch  der 
Begriff  der  eindeutigen  Transformation,  auf  den  die  Riemann'sche  Auf- 
fassung in  so  natürlicher  Weise  hinführt,  die  Untersuchung  der  Moduln, 
der  Verschwindungsstellen  der  Thetafunction  u.  a.  fundamentale  Sätze 
und  Begriffe  hinzutreten.  Zunächst  jedoch  fehlte  die  Bildung,  ja  selbst 
die  Formulirung  des  Begriffs  des  überall  endlichen  Integrals,  ferner  ein 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Perioden,  die  schon  Cauchy  mit  allen  Hülfs- 
mitteln  der  Integration  durch  das  Imaginäre  vergeblich  zu  bestimmen  ver- 
sucht hatte. 

Methodische  Strenge,  scharfe  Umgrenzung  der  Resultate,  unum- 
stössliche  Existenzbeweise  —  die  grossen  Vorzüge  der  Cauchy 'sehen 
und  der  Weierstrass'schen  Arbeiten  —  bezeichnen  in  jeder  mathemati- 
schen Disciplin  ein  wichtiges,  aber  eigentlich  erst  das  letzte  Stadium  der 
Entwicklung. 

Ihm  voraus  muss  eine  Periode  der  freien,  vielleicht  regellosen  Pro- 
duction,  der  Verknüpfung  disparater  Begriffe  und  Erscheinungen  gehen, 
zu  der  dem  Erfinder  das  Material  oft  aus  fernabliegenden,  gelegentlich 
entdeckten  Quellen  zuströmt,  wo  dann  erst  die  Sichtung  und  Anordnung 
zu  einer  Theorie  den  Meister  zeigt.  Das  Eingreifen  Riemann's  be- 
zeichnet für  die  Theorie  der  Functionen  eine  solche  Periode  freier  Er- 
findung und  intuitiven  Schaffens.  Aus  der  mathematischen  Physik  er- 
wuchs ihm  die  Einsicht  in  Functionen,  die  aus  ihren  Unstetigkeitsstellen 
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und  ihrem  Verhalten  längs  der  Begrenzung  eines  Bereiches  im  Inneren 
desselben  bestimmt  sind.  Indem  er  diese  Auffassung  in  die  Theorie  der 
Functionen  einer  complexen  Variabein,  wie  sie  Gauss  und  Cauchy  be- 
gründet hatten,  übertrug,  enthüllte  Riemann  das  Wesen  der  mehrfach 
periodischen  Function  und  den  Kern  des  Umkehrprohlems. 

Mit  welchem  Erfolge  in  späterer  Zeit  die  Methode  der  Sichtung  und 
strengen  Begründung  wieder  einsetzte,  darüber  werden  wir  in  den  folgen- 
den Abschnitten  dieses  Referats  zu  berichten  haben. 

Zunächst  wenden  wir  uns  zu  Riemann. 


IV.  Abschnitt. 

Eiemann's  Theorie  der  At) ersehen  runctionen  und 
ihr  Ursprung'. 

A.    G.  Green  [1828];  C.  F.  Ganss  [1840]:  P.  G.  Lejeune-Dirlclilet; 
G.  Kirehhoff  [1845-1848]:  H.  Helmholtz  [1853]. 

1.    Indem  Lagrange  seiner  „Theorie  des  fonctions"  die  Function  in  Fortsetzung 

einer  Func- 

Form    einer    einzigen   Potenzreihe   zu  Grunde  legt,  beschränkt  er,    auch  tion  iu  <ier 

imaginären 

abgesehen  von  der  Annahme  wesentlich  reeller  Argumente,  das  Wertge-  Eigene. 
biet  der  ersteren  in  zu  hohem  Masse.  Denn  nicht  nur  kann  eine  Func- 
tion in  demselben  Bereiche  der  imaginären  Ebene  durch  ganz  verschiedene 
Entwicklungen  dargestellt  werden;  eine  jede  derselben  stimmt  auch  mit 
der  durch  sie  dargestellten  Function  in  einem  anderen  Umfang  überein, 
so  dass  die  Reihe  an  ge^vissen  Stellen  aufhören  kann  zu  existiren,  wo 
die  Function  selbst  weiterbesteht. 

j\achdem  Gauss  und  Cauchy  auch  complexe  Variable  in  Betracht 
gezogen  hatten,  erhob  sich  zunächst  die  Frage,  ob  und  in  welchem 
Umfange  der  Wert  einer  Reihe  mit  dem  der  Function,  die  sie  für  ein 
reelles  Argumentengebiet  darstellt,  auch  in  der  imaginären  Ebene  über- 
einstimmt. Für  die  Binomialreihe  hatte  diese  Frage  Abel  1825/G  in 
einer  berühmten  Abhandlung  beantwortet,  jedoch  die  anschliessende 
Frage  nach  solchen  Potenzreihen,  welche  die  Function  ausserhalb  des  gefun- 
denen Gültigkeitsbereiches  darstellen,  unberührt  gelassen.  Mit  eben  dieser 
Frage  scheint  sich  Gauss  in  Bezug  auf  eine  andere  Function:  diejenige, 
die  in  einem  gewissen  Gebiet  durch  die  hypergeometrische  Reihe  darge- 
stellt wird,  schon  frühe  beschäftigt  zu  haben.  Anschliessend  au  dessen 
Abhandlung  aus  dem  Jahr  1812  gab  Kummer  (Journ.  f.  M.  XV,  1836) 
solche  Potenzentwicklungen    an,    die    —    als    particuläre  Integrale    der 
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Differentialgleichung,  welche  jene  Function  für  alle  Werte  des  Arguments 
definirt  —  dieselbe  in  dem  ganzen  Bereiche  der  imaginären  Ebene  dar- 
zustellen vermögen.  In  dieser  Weise  fasst  Riemann  die  Kummer'schen 
Resultate  in  seiner  Abhandlung  über  die  Gauss 'sehe  Reihe  (Gott.  Ahh. 
1857)  auf,  wo  er  sich  die  Aufgabe  stellt,  diese  Function  mit  Hülfe  einer 
Functionalgleichung  über  die  Ebene  fortzusetzen. 

In  bestimmter  und  expliciter  Form  hat  dieselbe  Frage  —  wieder- 
um in  einem  anderen  Gebiete  —  zuerst  Puiseux  gestellt,  indem  er 
(1850)  für  die  algebraischen  Functionen  und  ihre  Integrale  an  der 
Hand  der  Cauchy'schen  Sätze  Potenzreihen  angab,  die  zusammen  diese 
Function  in  der  ganzen  Ebene  darstellen,  ein  Problem,  das,  wie  wir  oben 
gesehen  haben,  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  lösbar  ist  und  für  die- 
selbe Stelle  im  Allgemeinen  zu  verschiedeneu  Werten  führt. 

Diese  Darstellungen  beziehen  sich  indessen  alle  auf  Functionen,  die 
für  die  ganze  Ebene  irgend^vie  bereits  definirt  vorliegen.  Die  Aufgabe, 
aus  einer  die  Function  definirenden,  aber  nur  für  einen  beschränkten  Be- 
reich gültigen  Potenzentwicklung  solche  abzuleiten,  welche  sie  für  andere 
Bereiche  der  Ebene  definiren,  hat  erst  später  Weierstrass  auf  Grund  der 
Sätze  über  Potenzreihen,  die  er  in  seiner  Abhandlung  über  analytische 
Facultäten  1854/6  veröffentlicht  hatte,  in  seinen  Vorlesungen  gelöst. 

Von  dem  durch  diese  und  andere  sogleich  zu  besprechende  Arbeiten 
begründeten  Begriff  der  „Fortsetzung"  einer  Function  geht  nun  Riemann 
aus,  indem  er  in  der  Einleitung  den  Satz  formulirt  (Theor.  der  Abel' 
sehen  Functionen,  1.  Abh.,  s.  unten  Nr.  11):  „Eine  Function  w  von  x+iy, 
die  in  einem  Teile  der  (x,  y)  Ebene  gegeben  ist,  kann  darüber  hinaus 
nur  auf  Eine  Weise  stetig  fortgesetzt  werden".  Das  Ziel  seiner  Untersu- 
chung ist  nicht  diese  Fortsetzung  selbst.  Indem  er  die  Analogie  der  räum- 
lichen Potentialfunction  im  Auge  hat,  die,  an  der  Begrenzung  eines  ge- 
schlossenen Raumes  gegeben,  gemäss  der  bekannten  Laplace'sehen  Diffe- 
rentialgleichung eindeutig  und  nach  der  Stetigkeit  ins  Innere  fortgesetzt 
werden  kann,  erklärt  vielmehr  Riemann,  dass  die  Fortsetzung  der  in  einem 
Bereiche  der  Ebene  gegebenen  Function  w  vermöge  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung dw/dj  =  i  öw/dx  streifenweise  in  das  unbekannte  Gebiet 
ausführbar  sei,  ohne  jedoch  die  Ausführung  selbst  zu  erörtern,  lässt 
auch  die  Frage  unentschieden,  in  welcher  Gestalt  die  Function  in  dem 
gegebenen  Bereiche  definirt  sein  soll,  ob  etwa  als  Reihe  oder  durch  irgend 
sonst  ein  Näherungsverfahren,  weil  er  ein  anderes  Ziel  im  Auge  hat, 
das  überhaupt  nur  bei  möglichster  Befreiung  von  allen  beschränkenden 
Voraussetzungen    erreichbar    schien:    einen  Existenzbeweis,    der    an   he- 
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stimmte  Operationen  unmittelbar  nicht  anknüpft.  Er  stellt  sich  nämlich  die 
schwierige  Frage  nach  dem  geringsten  Umfange  der  Bedingungen, 
durch  die  überhaupt  eine  Function  von  x  +  iy  noch  eben  aus- 
reichend in  der  imaginären  Ebene  (oder  einem  Teile  derselben) 
definirt  ist.  Der  Umgrenzung  dieser  Bedingungen  ist  Riemann's 
Doctordissertation  gewidmet.  Bevor  wir  indessen  diese  besprechen,  ist  es 
nötig,  teils  wegen  der  angedeuteten  Verwandtschaft  seiner  Functionen- 
theorie  mit  derjenigen,  die  Green  und  Gauss  für  die  Potentialfuiiction 
entwickelt  hatten,  theils  weil  die  Beweisführung  der  Dissertation  durchaus 
in  den  Vorstellungen  dieser  Theorie  wurzelt,  mit  einigen  Worten  auf 
die  Entwicklung  der  Lehre  von  dem  Potential  in  den  dreissiger  Jahren 
einzugehen. 

(1)  G.  Green,  An  essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  to  the 
theories  of  electricity  and  magnetism.  Nottingham  1828;  Abdruck  in 
Crelle's  J.  f.  M.  Bde.  39,  44,  47;  ferner:  Mathematical  papers  1871,  Lon- 
don, S.  3. 

(2)  C.  F.  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehr- 
ten Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs- 
und Abstossungskräfte;  Res.  Beob.  magn.  Yer.  Leipz.  1840,  Werke  V, 
S.  197. 

(3)  G.  Lejeune-Dirichle t,  Vorlesungen  über  die  im  verkehrten  Ver- 
hältnis etc.  her.  von  Grube,  Leipzig  1876. 

(4)  B.  Riemaun,  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus,  nach  Vorlesun- 
gen von  Riemann  bearbeitet  von  Hattendorff,  Hannover  1876. 

2.     Man   kennt   die   Rolle,   welche    die  Laplace'sche   Differential- Das  räum. 

'■  liehe  Poten- 

gleichung:  tial  und 

seine  Be- 
Ö^V  Ö'V  d-Y  ^  Stimmung 

.  _l 1 0,  durch  Grenz- 

Qx  OY"  O'L'  bedinguu- 

der  im  Allgemeinen  die  „Potentialfunction"  (Green,  „Potential"  nach 
Gauss)  von  räumlich  verteilten  Massen  genügt,  in  der  mathematischen 
Physik  spielt.  Die  Theorie  der  Attraction  schwerer  Massen,  der  Gleich- 
gewichtszustand der  Elektricität  auf  Conductoren  unter  dem  Einfluss  von 
elektrischen  Massen  hängen  ebenso  von  ihr  ab,  wie  der  stationäre  Be- 
wegungszustand der  Wärme  und  derjenige  galvanischer  Ströme.  Wie  der 
Reihe  nach  diese  Zweige  der  mathematischen  Physik  in  die  Geschichte 
der  Potentialtheorie  eingegriffen  haben,  hat  M.  Bach ar ach  in  seinem  Ab- 
riss  dieser  Geschichte  (Göttingen  1883)  mit  Sachkenntnis  dargestellt. 
Wir  heben  hier  nur  hervor,  dass  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  des 
Integrals  jener  Differentialgleichung,  abgesehen  von  einem  Satze  von  Gauss, 
der  sich  schon  frühe  mit  einer  Reduction  des  dreifachen  auf  ein  Flächen- 


sen. 
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integral  beschäftigt  hatte  (Theor.  attract.  corpor.  sphaeroidicorum  etc.  Com- 
mentat.  Gott.  II,  1813,  Werke  Bd.  V,  S.  1),  trotz  der  Bemühungen  von 
Laplace,  Poisson  u.  A,  noch  in  den  zwanziger  Jahren  so  gut  wie 
nichts  bekannt  war.  Man  hielt  an  der  Vorstellung  fest,  dass  das  Integral 
zwei  willkürliche  Functionen  mit  sich  führen  müsse,  von  denen  die  eine 
den  Wert  der  Raumfunction  an  einer  Grenzfläche,  die  andere  ihre  Diffe- 
rentialquotienten daselbst  angiebt,  von  deren  allgemeiner  Einführung  aber 
die  Rede  nicht  sein  könne. 

Und  doch  musste  schon  der  Umstand,  dass  z.  B.  der  stationäre 
Wärmezustand  eines  Körpers,  der  ja  ebenfalls  durcb  ein  Integral  V  jeuer 
Differentialgleichung  dargestellt  wü-d,  völlig  bestimmt  ist,  wenn  derjenige 
der  Oberfläche  immer  auf  demselben  Stand  erhalten  wird,  darauf  schliessen 
lassen,  dass  die  eine  jener  willkürlichen  Functionen  durch  eine  andere 
Bedingung  ersetzt  werden  kann.  In  seiner  Abhandlung:  An  essay  etc. 
(1)  zeigt  nun  Green,  dass  es  die  Forderung  der  Stetigkeit  von  V 
sowie  aller  seiner  Differentialquotienten  im  Inneren  des  Körpers  ist,  die 
an  die  Stelle  der  zweiten  Grenzbedingung  treten  kann. 

Green  stellt  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung  den  Potentialwert 
V  für  das  Innere  des  Körpers  dar  lediglich  durch  denjenigen  V  an  der 
Grenzfläche,  und  zwar  mit  Hülfe  einer  anderen  Function  U,  welche  die 
Eigenschaft  hat  (Green,  Mathem.  Papers  S.  31,  vergl.  auch  Riemann, 
Vorlesungen  über  Schwere  etc.  S.  23): 

1)  auf  der  Grenzfläche  den  Wert  null  zu  besitzen; 

2)  in  einem  (unbestimmten  aber  festen)  Punkt  P  im  Inneren  un- 
endlich zu  werden  wie  1/r  (wenn  r  den  Abstand  irgend  eines  Punktes 
von  P  bedeutet); 

3)  im  Inneren  ebenfalls  der  Differentialgleichung  für  V  zu  genügen. 
Ist  diese  Hülfsfunction  U  bekannt,-  die,  wie  man  sieht,   einfacheren 

Bedingungen  wie  V  selbst  genügt,    so  stellt  sich  V  für  jeden  Punkt  im 

Inneren  dar  mittelst  der  Formel: 

r     -    ÖU 
47rV=  —    da.V 


dn  ' 

das  Integral  erstreckt  über  die  Grenzfläche,  wo  da  das  Flächenelement, 
öU/ön  der  Differentialquotient  von  U  ist,  genommen  senkrecht  zu  dcj 
nach   dem  Inneren  hin*).     Die  Coordinaten  jenes  Punktes  P   sind   eben 


*)  Schon  oben  (Rf.  II  Nr.  25)  wurde  auf  die  Analogie  dieser  Formel 
mit  der  des  C au chy 'sehen  Mittel wertsatzes  hingewiesen,  aiif  welchen  sie  sich 
reducirt,   wenn  man   von   drei  auf  zwei  Variable  und  von  einem  beliebig  be- 
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die  in  V  eingehenden  Argumente  der  gesuchten  Potentialfunction.  Wegen 
der  Modification,  welche  die  Formel  erfährt,  wenn  V  oder  die  Differential- 
quotienten von  V  im  Inneren  Unstetigkeiten  besitzen  soUen,  verweisen 
wir  auf  die  erwähnten  Vorlesungen  (über  Schwere  etc.)  von  Riemann, 
und  constatiren  hier  nur,  dass  in  jedem  Falle  der  Ausdruck  für  eine 
Potentialfunction  V,  die  gegebene  Grenz-  und  ünstetigkeitsbedingungen 
erfüllen  soll,  bloss  von  jener  Function  U  abhängt.  Für  diese  letztere 
kann  ein  allgemeiner  Ausdruck  nicht  aufgestellt  werden,  ja  es  ist  nicht 
einmal  ein  Weg  bekannt,  der  in  einem  gegebenen  Falle  zu  ihr  hinführt. 
Der  Nachweis  nun  aber,  dass  eine  solche  Function  immer  existirt, 
lässt  sich  erbringen  und  ist  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  ge- 
worden. 

Green  begnügt  sich  in  dieser  Hinsicht  mit  dem  Hinweis  auf  die 
physikalische  Bedeutung  von  U  in  dem  Falle  des  Potentials  elektrischer 
Massen.  Man  nehme  die  Grenzfläche  als  vollkommenen  Leiter  an  und 
mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gebracht;  ferner  sei  in  jenem  Punkte 
P  (dem  Unstetigkeitspunkt  von  U)  die  Elektricitätsmenge  1  vorhanden. 
Alsdann  bedeutet  U  das  Potential  derjenigen  Massen,  die  sich  zusammen- 
setzen aus  dieser  Menge  und  der  durch  sie  in  dem  Conductor  inducirten 
elektrischen  Massen- Vertheilung. 

Für  eine  analytische  Theorie  des  Potentials  konnte  aber  dieser 
Existenzbeweis  von  Green  nicht  genügen.  Anknüpfend  an  den  Grund- 
gedanken einer  Betrachtung,  die  Gauss  ((2)  §  31)  angestellt  hatte,  ver- 
fährt Dirichlet  in  dieser  Absicht  zunächst  so,  dass  er  die  Potential- 
function U,  die  von  Riemann  (Vorles.  Schwere  etc.)  die  „Green'sche" 
Function  genannt  wird,  in  zwei  andere  eben  solche  spaltet,  indem  er 
U  =  u  +  l/r  setzt.  Die  eine,  1/r,  erfüllt  die  verlangte  Unstetigkeits- 
bedingung  in  P  für  sich.  Die  Function  u  muss  dann  noch,  abgesehen 
davon,  dass  sie  im  Inneren  die  übrigen  Bedingungen  für  U  erfüllt,  damit 
u+l/r  an  der  Oberfläche  gleich  Null  ist,  dort  allenthalben  mit  — 1/r 
überein.stimmen. 

3.     Die    Existenz    dieser    letzterwähnten    Fuuction    u    erweist    nun  Die  Green'- 
aber  Dirichiet  folgendermasseu.  tion. 


grenzten  Flächenstück  auf  eine  Kreisfläche   vom  Radius  1  übergeht,    endlich 
indem  man  ü  =  logr  setzt,  wo  r  den  Abstand  vom  Mittelpunkt  bedeutet. 

Den  ent.sprechenden  Satz  für  drei  Variable  nennt  Pockels  in  seiner 
Schrift:  Ueber  die  Gleichung  Au-^k2u  =  0  (Leipz.  1891  S.  215)  den  Gauss'- 
schen  Mittelwertsatz  der  Potentialtheorie. 
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Man  betrachte  eine  Function  u',  die  auf  der  Oberfläche  eines  ge- 
schlossenen Raumes  gegeben  ist  und  daselbst  ebenso  vne  im  Inneren 
samt  ihren  ersten  Differentialquotienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist. 
Dann  ist  das  Integral: 

über  den  geschlossenen  Raum  ausgedehnt,  eine  endliche  positive  Grösse,  die 
sich  im  Allgemeinen  mit  u'  ändert,  auch  wenn  man  die  Function  u'  so 
variirt,  dass  sie  an  der  Begrenzung  immer  denselben  Wert  besitzt,  und  die, 
wie  Dirichlet  nicht  bezweifelt,  für  eine  bestimmte  Gestalt  dieser  Function 
u' =  u  einen  Minimalwert  annimmt.  Drückt  man  die  letztere  Be- 
dingung aus,  so  führt  das  Variationsproblem  auf  die  Bedingungsgleichung: 
d^a  d^n  d^u    

für  alle  im  Inneren  gelegenen  Punkte  x,  y,  z.    Zugleich  zeigt  es  sich,  dass 
u  auch  im  Inneren  einwertig,  stetig  und  endlich  sein  muss,  und  dass  es 
nur    eine    Function  u  giebt,    welche    die    vorgeschriebenen  Bedingungen 
erfüllt.     (Riemann,  Schwere  etc.  §  34.) 
Das  Auaio-  4.     Für  das  variirte  Integral  y'K^dT  hat  Kirchhoff  eine  interessante 

gon  zu  dem  ' 

Dirichief  Interpretation  in  der  Abhandlung:   „Ueber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln 

sehen  Prin-  . 

cip  in  der  für  die  Intensität  galvanischer  Ströme  in  einem  System  linearer  Leiter  auf 

Theorie  der  i        t      /t. 

gaivani-    Systeme,    die  zum  Teil  aus  nichtlinearen  Leitern  bestehen"   (rogg.  Ann., 

ströme.    Bd.  75,   1848;  Ges.  Abhandl.  S.  33 — 49)  gegeben,  deren  wir  auch  um 

deswillen  hier  gedenken,    weil    diese  Abhandlung  vor  Riemann  bereits 

den  Begriff  des  Querschnitts,  auf  den  Raum  übertragen,  in  einem  gewissen 

Sinne   anticipirt. 

Durch  ein  teilweise  aus  körperlichen  Leitern,  die  längs  Flächen  zu- 
sammenstossen,  bestehendes  System  fliesse  ein  stationärer  elektrischer 
Strom,  dessen  Spannung*)  in  jedem  Punkte  des  Leitersystems  durch  eine 
Function  u  dargestellt  werden  möge.  An  den  Contactflächen  wird,  ver- 
schiedenes Leitungsvermögen  (1,  IJ  je  der  anstossenden  Körper  vorausge- 
setzt, eine  sprungweise  (aber  längs  jeder  Fläche  constante)  Aenderung 
der  Spannung  stattfinden.  Es  ist  zu  beweisen,  dass  die  Function  u  der 
bekannten  Laplace 'sehen  Potentialgleichung  genügt.  Zu  dem  Zweck  be- 
nutzt Kirchhoff  die  Forderung,  dass  die  gesamte  in  der  Zeiteinheit  durch 
den  Strom  entwickelte  Wärmemenge  einen  Minimalwert  besitzt. 


*)  Ueber  Spannung  und  Potential  vergl.  Helmholtz,    Ueber  einige  Ge- 
setze etc.  Pogg.  Ann.  89  (1853),  Werke  1,  S.  487. 
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Diese  Wärmemenge  stellt  sich,  nach  einem  Satze  von  Joule,  durch 
das  Integral  y'K'ldT  dar,  wo  1  das  specifische  Leitungsvermügen  ist,  und 
das  Integral  sich  über  das  ganze  System  erstreckt.  Das  Verschwinden 
der  Variation  zieht  dann  nach  sich  a)  das  Bestehen  jener  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  1)  im  Inneren,  ß)  die  Gleichung: 

dn  ,       du,  , 
^-1+^1^=0 
ön  cUj 

längs  jeder  Contactfläche,  wo  n,  n^  die  nach  innen  gerechueten  Normalen 
zum  Flächenelement  bedeuten,  u,  Uj  die  Potentialwerte  beiderseits,  für 
die  dann  noch  die  Differenz  u  —  u^  längs  der  Grenzfläche  gleich  der 
Constanten  Spannungsdifferenz  der  anstossenden  Körper  ist. 

Diese  Contactflächen  spielen  hinsichtlich  der  Spannungsfunctioii  u 
offenbar  eine  ähnliche  Rolle,  wie  sie  hinsichtlich  gewisser  Functionen  in 
der  Ebene  den  Riemann 'sehen  Querschnittslinien   zukommt. 

Genau  dieselbe  Bedeutung,  welche  in  der  Riemann'schen  Theorie 
der  Querschnitt  der  Fläche  gegenüber  dem  Integral  der  algebraischen 
Function  besitzt,  hat  in  der  Theorie  der  elektrischen  Ströme  diejenige  Tren- 
nungsfläche, die  Helmholtz  in  der  Abhandlung:  „Ueber  einige  Gesetze 
der  Verteilung  elektrischer  Ströme"  etc.  (Pogg.  Aim.  89,  1853,  Wissensch. 
Abh.  I,  S.  489)  eine  elektrische  Doppelscbicht  nennt.  Zu  beiden  Seiten 
einer  solchen  sind  nämlich  die  Spannangswerte  um  eine  constante  Differenz 
verschieden,  die  Differential quotienten  aber  gleich  (vgl.  auch  Klein,  Rie- 
mann's  Theor.  d.  algebr.  Funct.    Leipz.   1882,  §.  4). 

Die  Beziehungen,  in  denen  Riemann's  Anschauungskreis  zur  mathe- 
matischen Physik  steht,  Hessen  sich  leicht  noch  an  anderen  Beispielen 
verfolgen.  Hinsichtlich  der  Bestimmung  einer  Function  durch  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungen  könnte  man  noch  an  Kirchhoff 's  Abhandlung 
erinnern:  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stroms  durch  eine  Ebene, 
insbesondere  durch  eine  kreisförmige  (Pogg.  Ann.  Bd.  64,  1845)  und 
Nachtrag  (ibd.  Bd.  G7,  184G);  hinsichtlich  des  Begriffes  „Zusammenhang 
von  Flächen  und  Räumen"  an  Helmholtz'  Abhandlung  über  Wirbel- 
bewegungen (Journ.  f.  M.  Bd.  55,  1858),  wo  auf  Riemann's  Theorie 
Bezug  genommen  wird.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  es  jene  von 
Dirichlet  und  Kirchhoff  gewählte  Gauss'sche  Form  des  Existenzbe- 
weises der  Function  u,  die  an  die  Annahme  des  Minimums  eines  Inte- 
gralwertes anknüpft,  oder  vielmehr  eine  gleich  zu  besprechende  Modifi- 
cation  desselben  war  —  immer  ausgesprochen  für  Functionen  von  zwei 
Veränderlichen  — ,  die  Riemann  unter  dem  Namen  des  Dirichlet'schen 
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Princips  seiner  Theorie  der  AbePsclien  und  algebraischen  Functionen  zu 
Grunde  gelegt  hat. 


B.    BeriLhard  Riemann's  Dissertation  [1851]. 

(1)  Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  Cylindern  mit  kreisförmigem  Quer- 
schnitt und  parallelen  Axen.  Aus  hinterlassenen  Blättern  zusammen- 
gestellt. Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke  hera.usgeg. 
von  H.  Weber  unter  Mitwirkung  von  R.  Dedekind.  Leipzig  1876. 
1.  Aufl.  S.  413—416. 

(2)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse.  Inauguraldissertation.  Göttingen  1851. 
Ges.  Werke  S.  3—47. 

Das  loga-  5.     Schon  Laplace  hatte  auf  die  Vereinfachung  hingewiesen,  welche 

rithmische  ^  a  t>  ■> 

PotentiaL  die  Potentialtheorie  erfährt,  wenn  die  anziehenden  Massen,  statt  auf  be- 
liebig begrenzten  Räumen,  auf  Cylindern  von  unendlicher  Ausdehnung 
verteilt,  und  die  verteilenden  Kräfte  längs  gerader  Linien,  die  mit  den 
Erzeugenden  parallel  sind,  constant  sind.  Man  kann  nämlich  dann  jede 
Erzeugende  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  einer  zur  Cylinderrichtung  senk- 
rechten Ebene  ersetzen  und  so  das  Problem  auf  ein  ebenes  reduciren, 
Die  Differentialgleichung  geht  dann  in  eine  solche  für  zwei  Veränder- 
liche über: 

die  Potentialfunction  2m/r  in  das  (von  C.  Neumann  so  genannte)  ^lo- 
garithmische  Potential"  v  =  2Imlogr. 

In  der  hinterlassenen  Note  (1),  deren  Besprechung  wir  aus  mehreren 
Gründen  vorausschicken,  stellt  Riemann  die  Aufgabe,  eine  Function 
v(x,y)  zu  finden,  die  im  Inneren  eines  von  Kreisen  begrenzten  Flächen- 
stücks der  Gleichung  AV  =  0  genügt  und  auf  den  Grenzkreisen  vorge- 
schriebene Werte  annimmt. 

Jener  ersten  Bedingung  allein  genügt  der  reelle  oder  auch  der  ima- 
ginäre Bestandteil  irgend  einer  Function   einer  complexen  Variabein 
w(x+iy)  =  u-l-iv. 

Zugleich  vermittelt  nach  Lagrange  und  Gauss  jede  solche  complexe 
Function  w  eine  in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche  Abbildung  der  Ebene 
mit  den  Goordinaten  u,  v  (oder  genauer:  derjenigen  Teile  dieser  Ebene, 
für  welche  die  Gleichung  w  =  u+iv  definirt  ist)  auf  den  von  der  Func- 
tion w  bedeckten  Teil  der  Ebene  (x,  y).     Verlangt  man,   dass  diese  Ab- 
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bildung  eine  ein-eindeutige  ist,  so  ist,  weil  die  Rückwärtsauflösung  der 
Gleichungen  für  u,  v  nach  x,  y  eine  mehrdeutige  Bestimmung  von  x,  y 
ergeben  kann,  die  Möglichkeit  ins  Auge  zu  fassen,  dass  die  UV-Ebene 
(ganz  oder  teilweise)  von  Functionszweigen,  die  durch  die  Fortsetzung 
entstehen,  mehrfach  überdeckt  wird.  Lässt  man  diesen  Functionszweigen 
übereinander  liegende  Blätter,  welche  die  UV-Ebene  überdecken,  ent- 
sprechen, so  kann  erreicht  werden,  dass  jedem  Punkt  der  Begrenzung 
der  Fläche  in  der  XY-Ebene  nur  ein  solcher  in  der  Begrenzung  der 
über  die  UV-Ebene  ausgebreiteten  Fläche  (und  umgekehrt)  und  jedem 
Punkt  im  Inneren  je  ein  Punkt  im  Inneren  entspricht. 

6.     Was  die  Einführung   der  Grenzbedingungen  betrifft,    so    ist    es  Abbildung 

eines  von 

angezeigt,  ein  für  die  Riemann'sche  Theorie  charakteristisches  Beispiel. ^'■«•sen  be- 

■t^       '     grenzten 

das  Riemann  in  (1)  selbst  behandelt,  hier  voranzustellen,  den  Fall  näm-ßi^enen  Fiä- 

chenstücks. 

lieh,  WO  die  Function  w  längs  jeder  der  Grenzcurven  alle  reellen  Werte 
von  — oo  bis  H-oo  und  jeden  nur  einmal  durchläuft. 

Besteht  alsdann  die  Begrenzung  zunächst  aus  einem  Kreise,  so  bildet 
sich  dieser  in  der  XY-Ebene  auf  die  reelle  Axe  der  UV-Ebene,  und  das 
Innere  auf  die  positive  Halbebene  ab.  —  Besteht  die  Begrenzung  aus 
zwei  Kreisen,  die  sich  nicht  schneiden,  so  ist,  wie  man  leicht  sieht, 
das  Abbild  ein  Blätterpaar,  das  diese  Halbebene  doppelt  überdeckt,  das 
aber  eben  so  wie  das  Flächenstück  in  der  XY-Ebene  zusammenhängen 
muss.  Man  findet,  dass  dieser  Zusammenhang  in  zwei  „Verzweigungs- 
punkten" und  dem  sie  verbindenden  „Verzweigungsschnitt"  stattfindet  (s. 
Rf.  II,  Nr.  34),  durch  den  hindurch  ein  stetiger  Uebergang  von  einem 
Blatt  zum  anderen  möglich  ist. 

Die  Aufgabe  nun,  eine  Function  zu  finden,  welche  diese  Abbildung 
vermittelt,  ist  leichter  zu  lösen,  als  jene  oben  gestellte  allgemeine,  wo 
die  Function  w  an  den  Grenzkreisen  reelle  Werte  in  beliebiger  Aus- 
dehnung und  Verteilung  annimmt.  Aber  auch  diese  letztere  ist  damit 
der  Lösung  näher  geführt,  weil  dieses  Problem,  auf  die  aus  Halbebenen 
bestehende  Fläche  übertragen,  leichter  zu  übersehen  ist. 

Um  von  den  Randwerten  zu  denen  im  Inneren  der  Fläche  vorzu- 
dringen, braucht  man  in  jedem  Falle  wieder  die  Green 'sehe  Hülfsfunc- 
tion  U,  die  wie  früher  (oben  Nr.  2)  an  der  Grenze  den  Wert  Null  besitzen, 
im  Inneren  der  Gleichung  A^U  =  0  genügen,  aber  diesmal  in  einem  un- 
bestimmten Punkte  des  Inneren  nicht  wie  1/r,  sondern  wie  logr  unendlich 
werden  muss.  Im  Falle  jener  zweiblättrigen  Fläche  über  der  UV-Ebene 
lässt  sich  aber  diese  Function  erraten.  Sie  ist  nichts  anderes,  als  der 
imaginäre  Teil  eines  elliptischen  Normalintegrals  dritter  Gattung,  welches 
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in  der  doppelt  überdeckten  Halbebene  die  erwähnten  Bedingungen  alle 
erfüllt;  denn  für  reelle  Argumente  ist  der  imaginäre  Bestandteil  des  In- 
tegrals bekanntlicb  gleich  Null.  —  Hiermit  war  der  Weg  gebahnt  für  die 
Bewältigung  der  höheren  Fälle,  wo  die  Zahl  der  Grenzcurven  grösser  als 
zwei  ist.  Es  erhöht  sich  dann  die  Zahl  der  Blätter,  ihr  Zusammenhang 
wird  complicirter,  immer  aber  ist  die  Green'sche  Function  ü  durch  ein 
Abel'sches  Integral  dritter  Gattung  bestimmt. 
Mntmassii-  7      ]^j^  dieser  Erkenntnis  war  nicht  nur  ein  naher  Zusammenhang  der 

eher  Ur-  o 

Sprung  von 'j'jjgQj.JQ    (jgj.    Abel'schen   Functionen    mit   den  Abbildungsaufgaben   und 

Riemann  s  ~  * 

^"theoreir"  ^^^  o^QT^  bezeichneten  Hauptproblem  der  „Dissertation"  festgestellt.    Auch 
unto-    ^^^  Frage  des  Zusammenhangs  und  der  Zerschneidung  berandeter  Flächen, 

suchnngen.  -^elche  die  Ebene  einfach  überdecken,  findet  sogleich  ihr  Gegenbild  in  der 
Zerschneidung  der  die  imaginäre  Ebene  vielfach  überdeckenden  (unberan- 
deten)  „Riemann "'sehen  Fläche*). 

Ueberhaupt  enthält  diese  Note  (1)  nicht  nur  in  nuce  die  Aufgaben, 
welche  die  Dissertation  sich  stellt,  und  welche  die  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  in  einer  Richtung  nur  vervollständigt,  sondern  sie  stellt  zu- 
gleich die  wesentlichen  Hülfsmittel  zu  ihrer  Lösung  zur  Verfügung. 

Die  Integrale  dritter  Gattung,  die  als  Green'sche  Function  in  den 
Dirichlet'schen  Existenzbeweis  eintreten,  sind,  bei  gegebener  Anzahl  der 
Grenzkreise,  d.  h.  der  Blätter  der  UV- Ebene,  durch  ihre  ünstetigkeits- 
punkte  und  das  Verhalten  des  imaginären  Teiles  an  der  U-Axe  völlig 
bestimmt.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  musste  man  sie  hierdurch  ge- 
radezu definiren  können.  Es  handelte  sich  dabei  einerseits  um  das 
Studium  des  Abhängigkeitsverhältnisses  zwischen  der  Periodicität  der  In- 
tegrale und  dem  Flächenzusammenhang;  andererseits  um  eine  Ausdehnung 
des  Dirichlet'schen  Beweisganges  auf  diese  Fläche  bei  Annahme  von 
Unstetigkeiten,  welchen  Dirichlet  noch  ausgewichen  war.  Aber  für  die 
Bewältigung  auch  dieser  Schwierigkeit  konnte  die  schon  von  Gauss  und 
von  Cauchy  angewandte  Methode  in  Betracht  kommen,  wonach  man 
durch  Abziehen  bekannter  Functionen  eine  vorliegende  unstetige  Function 
in  eine  stetige  verwandelt. 

Aus  der  geschilderten  Gedankenfolge,  zusammengehalten  mit  einer 
Andeutung  der  Vorrede  zu  Abb.  4.  der  Abel'schen  Functionen  (a.  E.)  sind 


*)  Der  üebergang  von  den  die  Halbebene  überdeckenden  Halbblättern  zu 
der  ganzen  Fläche  geschieht  in  der  ÜV-Ebene  durch  Hinzunahme  des  Spiegel- 
bildes (an  der  U-Axe),  in  der  XY -Ebene  dadurch,  dass  man  die  berandete 
Fläche  ergänzt  durch  die  aus  ihr  mittelst  Transformation  durch  reciproke 
Radienvectoren  entstandenen  Flächenpartien. 
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wir  geneigt,  die  Note  (1)  als  eine  der  frühesten  Arbeiten  Riemann's,  oder 
doch  ihren  Gedankengang  als  den  Ausgangspunkt  für  Riemann's  Ar- 
beiten über  Functionentheorie  zu  bezeichnen.  Mindestens  erklärt  diese 
Annahme,  wenn  man  den  Interessenkreis  berücksichtigt,  in  welchen  Rie- 
mann  durch  seine  Göttinger  Lehrer  eingeführt  war,  wohl  ebenso  unge- 
zwungen die  Art,  wie  Riemann  zu  seinen  Problemen  und  zugleich  zu  den 
Hülfsmitteln  für  deren  Bewältigung  gelangte,  wie  die  Annahme  von  F.  Klein, 
dass  für  Riemann  die  Theorie  der  galvanischen  Ströme  den  Ausgangs- 
punkt bildete,  auch  wenn  man  von  anderweitigen  Bedenken  ganz  absieht, 
die  der  eine  von  uns  (N.)  in  einer  Besprechung  des  Kleiu'schen  Werkes*) 
bereits  früher  gegen  diese  Annahme  erhoben  hat. 

Aber  auch  für  andere  Ideenfolgen,  die  Riemann  beschäftigt  haben, 
lässt  sich  der  Ausgangspunkt  in  jener  Note  (1)  finden. 

Das  Problem  der  Abbildung  einer  durch  Kreise  begi'enzten  Fläche 
auf  die  mehrfach  überdeckte  Halbebene,  dessen  Lösung  der  des  allge- 
meinen Problems  vorausgehen  muss,  führt  nämlich  Riemann  auf  eine 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  Functionen 
der  Unabhängigen  als  Goefficienten  zurück,  und  so  eröffnet  sich  ihm  ein 
zweites  nicht  minder  wichtiges  Untersuchungsgebiet:  die  später  sogenannte 
Theorie  der  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  selbst,  das, 
zuerst  in  Riemann's  Arbeit  über  die  Gauss'sche  Reihe  betreten,  in  der 
Folge  von  so  grosser  Bedeutung  geworden  ist. 

8.    Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Inhalt  der  Dissertation,  wobei  wir  Die  Qner- 

schnitte  der 

uns  indess  in  Anbetracht  des  Gedankenreichtums   und   der  Vielseitigkeit  Riemann'- 

sehen  Fläche 

der  Schrift  auf  die  Darlegung  einiger  Hauptpunkte  beschränken  müssen,   und  itre 
Was  wir  von  der  -Riemann'schen"  Fläche,  wie  man  sie  bald  nach-^ür  die  FOh- 

rung  des  In- 

her  nannte,  ihrer  Gestalt,   ihrem  Zusammenhang,   ihrer  Zerlegung  durch  tegrations- 

-wegs. 

Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  früher  gesagt  haben  (II, 
Nr.  34),  führen  wir  hier  nicht  weiter  aus,  weil  zahlreiche  Lehrbücher 
diese  Begriffe  zum  Gemeingut  der  wissenschaftlichen  Welt  gemacht  haben. 
Wir  erinnern  nur  daran,  dass  die  Fläche  aus  dem  Bedürfnis  der  ein- 
deutigen Fortsetzung  eines  für  einen  Teil  der  imaginären  XY- Ebene 
definirten  Functionselementes  entstanden  ist,  und  demnach  dazu  dient, 
einer  mehrdeutigen  Function  von  x  und  y  einen  geometrischen  Ort  an- 
zuweisen, wo  sie  eindeutig  definirt  ist.  Uebrigens  setzt  Riemann  in 
seiner  Dissertation  diese  (mehrfach  zusammenhängende)  Fläche  der  All- 
gemeinheit   wegen    noch   überdies   mit  irgendwelchen   Begrenzungscurven 

*)  Zu  F.  Klein's  Schrift  „üeber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen 
Functionen",  1882,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  histor.  lit.  Abth.  XXVII. 

^7* 
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versehen  (berandet)  voraus;  auf  diese,  nicht  auf  die  erst  in  der  I.  Abthl. 
der  „Theorie  der  Aberschen  Functionen"  (Abh.  4.  Art.  1)  eingeführte 
unberandete  („unbegrenzte")  Fläche  beziehen  sich  zunächst  die  Sätze  der 
Dissertation. 

Nachdem  Riemann  eine  Function  w  =  uH-iv  von  z  =  x+iy 
durch  die  Forderung  definirt  hat,  dass  dw/dz  von  der  Fortschreitungsrich- 
tung  dy/dx  unabhängig  ist,  und  die  Fläche  eingeführt  hat,  wendet  er  sich 
in  den  Artt,  7  —  9  zum  Beweise  der  bekannten  Cauchy'schen  Sätze  (vergl. 
II,  Nr.  18)  von  der  Verschiebung  des  Integrationswegs  (zwischen  zwei 
festen  Punkten)  über  einfach  auf  der  XY-Ebene  ausgebreitete  Flächen- 
stücke, jedoch  unter  Ausdehnung  der  Sätze  auch  auf  solche  Integranden 
uöx/ös — V  öy/ös  (ds  das  Element  des  Integrationsweges)  die  nur  in 
einer  mehrfach  zusammenhängenden  mehrblättrigeu  (mit  Verzweigungs- 
punkten versehenen)  Fläche  T  eindeutig  sind,  und  die  zwar  in  einzelnen 
Punkten  von  T,  nicht  aber  längs  einer  Linie  unstetig  werden  (Artt.  12 — 14). 
Der  Bereich,  in  welchem  die  Verschiebung  des  Integrationsweges  ohne 
Aenderung  des  Integralwertes  erfolgen  kann,  wird  durch  Zerschneidung 
von  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T'  und  Einbeziehen 
der  Uustetigkeitspunkte  in  das  Querschnittnetz  hergestellt  (Art.  9,  IV). 
Die  Verschiebung  des  "Weges  im  Inneren  der  Fläche  T  kann  hiernach 
auch  dann  einen  endlichen  Zuwachs  des  Integralwertes  zur  Folge  haben, 
wenn  keine  Unstetigkeiten  in  T  auftreten.  Denn  im  Allgemeinen  hat  die 
Ueberschreitung  jedes  Querschnitts  durch  einen  Integrationsweg  einen  plötz- 
lichen Zuwachs  des  Integrals  zur  Folge  (das  Integral  wird  „längs  einer 
solchen  Linie"  unstetig),  indessen  ist  dieser  Zuwachs,  wenn  nur  der  In- 
tegrand  im  Allgemeinen  in  T  stetig  ist,  zwischen  zwei  Knotenpunkten  des 
Querschnittnetzes  von  gleicher  Grösse,  und  der  Gesammtzuwachs  bei  ir- 
gend einer  Wegführung  setzt  sich  somit  aus  höchstens  sovielen  von  ein- 
ander unabhängigen  Einzelzuwächsen  (Perioden)  zusammen,  als  Quer- 
schnitte vorhanden  sind.  Diese  Bemerkung  bildet  später  eine  der  wesent- 
lichen Grundlagen  der  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Functionen. 

Auch  in  dem  Fall  einer  die  XY-Ebene  mehrfach  überdeckenden 
Fläche  T  entspricht  der  Beziehung  w(x-|-iy)  =  u-f-iv,  vermöge  deren 
w  in  dieser  Fläche  eindeutig  definirt  ist,  wiederum  eine  eindeutige  con- 
forme  (in  den  kleinsten  Teilen  ähnliche)  Abbildung  dieser  Fläche  auf 
eine  die  ÜV- Ebene  überdeckende  ebenso  vielfach  zusammenhängende 
Fläche  wie  T,  wobei  die  Windungspunkte  z',  in  denen  m  Zweige  der 
Function  w(z)  zusammenhängen,  in  ebensolche  w'  übergehen,  wo  n  Zweige 
der  Function  z(w)  zusammenfallen,  wenn  für  die  entsprechenden  Stellen: 


8.    Die  Querschnitte  der  Fläche.     9.    Das  Dirichlet'sche  Princip.  2G1 

(w  — w')'l" 


limes 


(Z_z')1|>n 


eine  endliche  Grösse  ist  (Art.  15). 

9.     Die  Artt.  16— IS   der  Abhandlung   sind  nun  der  llauptaufgabe^^^^^P^J^^f - 
gewidmet:    der  Umgrenzung  des  Minimums  von  Bedingungen,  durch  die^^'J'.'^^lP^^^'^' 
eine  Function,   die  gewisse   vorgegebene  Unstetigkeiten   in   der  Fläche  T^^'l"^^  J^^^^ 
besitzt,  eben  bestimmt  ist.     Das  wesentliche  Hülfsmittel  zur  Lösung  dieses  ^^^"jg'jj""'^ 
Problems  bildet  die  Umgestaltung  des  Dirichlet'schen  Princips  für  den 'i^'"*'"^'^'"- 
vorliegenden  Fall:  also  der  Nachweis  einer  reellen  Function  u(x,  y)  von 
zwei   Veränderlichen,    die   an   den   Grenzen    der   [berandeten]   Fläche   T, 
innerhalb   deren  sie  eindeutig  und  der  Gleichung  A'u  =  0  entsprechend 
existiren  soll,  gegebene  Werte  annimmt.    Dieser  Nachweis  liess  sich  wieder 
wie   früher  (oben  Nr.  3)   an   die  Variation   eines   in  T  überall  endlichen 
Integrals  knüpfen: 

Auch  Unstetigkeiten,  welche  die  Function  n  an  gegebenen  Stellen 
im  Innern  von  T  besitzen  soll,  konnten  in  der  früher  (oben  Nr.  7)  an- 
gegebenen Weise  durch  Spaltung  der  Function  u  nach  dem  Gauss'schen 
Verfahren  eingeführt  werden.  Aber  Riemann  giebt  der  ganzen  Frage, 
wohl  mit  Rücksicht  auf  die  von  vornherein  in  Aussicht  genommene  An- 
wendung auf  algebraische  Functionen  und  ihre  längs  Linien  unstetigen 
Integrale,  eine  andere  Wendung. 

Er  fasst  gleich  den  Fall  ins  Auge,  a)  dass  die  Unstetigkeiten  in 
einzelnen  Punkten,  welche  die  Function  u  besitzen  soll,  diejenigen 
des  reellen  Teils  einer  Function  von  x+iy  seien,  und  fragt  demgemäss 
nicht  nach  u  selbst,  sondern  nach  einer  complexen  Function  u+iv  des 
Argumentes  x+iy,  die  jene  Unstetigkeiten  besitzt,  und  deren  reeller  Teil 
u  an  der  Begrenzung  von  T  vorgeschriebene  W^erte  hat.  Der  Function  u 
kann  b)  vorgeschrieben  werden,  in  T  auch  längs  Linien  unstetig  zu 
sein,  so  jedoch,  dass  öu/öx,  öu/dy  längs  derselben  stetige  Functionen 
sind.  —  Um  die  Function  u-f-iv  nicht  überzubestimmen,  muss  man  sich 
eben  mit  der  Annahme  eines  Teiles  der  Eigenschaften,  welche  sie  be- 
sitzen soll,  begnügen,  und  Riemann  bemisst  diesen  Teil  gleich  so,  dass 
bis  auf  Unwesentliches  alle  anderen  Eigenschaften  daraus  folgen. 

Diese  Forderungen  vereinigt  nun  Riemann  in  der  Aufgabe:  Eine 
gegebene  Grösse  a+iß,  wo  ot,  ß  Functionen  von  x,  y  sind,  soll  durch 
Zufügen  einer  anderen  [x+iv  zu  einer  Function  u  +  iv  von  x+iy  ergänzt 
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werden,  welche  in  T  dieselben  Un Stetigkeiten  besitzt,  wie  a+iß  (sowohl 
in  Punkten  wie  längs  Linien,  letzteres  wenigstens  in  der  zerschnittenen 
Fläche  T'),  und  deren  reeller  Teil  u  längs  der  Begrenzung  mit  a  über- 
einstimmt. Es  sind  die  Unstetigkeiten  von  a+iß  sowie  die  von  [x-f-iv 
zu  charakterisiren,  für  welche  diese  Forderungen  erfüllbar  sind. 

Wenn  die  Unstetigkeiten  von  a+iß  in  einzelnen  Punkten  (wie  später 
vorausgesetzt  wird)  solche  sind  von  Functionen  von  x+iy,  so  gelten  an 
diesen  Stellen  die  Beziehungen: 

6x        öy  '      öy        öx 

Es  liegt  daher  nahe,  statt  des  obigen  Integrals  in  u  das  folgende  zu  be- 
trachten : 

welches  über  die  Umgebung  jener  Stelle  erstreckt  einen  unendlich  kleinen, 
über  T  erstreckt  einen  endlichen  Wert  hat.  Dabei  sind  selbst  Un- 
stetigkeiten von  a,  ß  längs  Linien  (namentlich  also  z.  B.  längs  der  später 
zu  ziehenden  Querschnitte)  nicht  ausgeschlossen,  sofern  nur  die  Differen- 
tialquotienten nach  X,  y  daselbst  stetig  sind.  Es  handelt  sich  nun,  wie 
früher,  zunächst  um  die  Aufsuchung  der  reellen  Function  u  =  a-l-iji,  für 
welche  das  (durch  Zufügen  einer  unbestimmten  Function  X  zu  a  veränderte) 
Integral  Q(a+X),  wo  X  jedenfalls  am  Rande  Null  ist,  einen  Minimalwert 
erhält.  Indem  Riemann  davon  ausgeht,  dass  ein  solcher  Minimalwert 
jedenfalls  für  bestimmte  Functionen  eintreten  müsse,  ein  ßeweisverfahren, 
das  er  in  Theor.  der  Ab.  Funct.  Abb.  3  „Dirichlet'sches  Princip" 
nennt,  findet  er,  dass  dieses  Minimum  (bei  gegebenen  Randwerten)  nur 
für  eine  Function  X=}x  eintritt,  für  welche  zugleich  A^ur=A^(a+[i.)^0 
ist.  Für  fjL  ergiebt  sich  die  weitere  Bedingung,  dass  die  Unstetigkeiten, 
die  ji,  etwa  besitzt,  nur  solche  sein  dürfen,  für  die  das  Flächeuintegral: 


/[(l)-(|)l- 


nicht  aufhört,  endlich  zu  sein,  —  [Hiermit  sind  z.  B.  logarithmische  und 
algebraische  Unstetigkeiten  (in  dem  gewöhnlichen  Sinne)  von  \i  ausge- 
schlossen.] Es  ist  nun  noch  der  imaginäre  Bestandtheil  v  der  gesuchten 
Function  zu  bestimmen.     Wegen: 

öu        9v        dvL  öv 

öx       öy '     öy  öx 

wird  V  =  ß+v  durch  das  Integral  dargestellt: 
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p+— /(S^-1^4 


Dieses  Integral  ist  eindeutig  nur  in  der  durch  Querschnitte  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  T'  verwandelten  Fläche  T;  während  also 
|x  am  Rande  [der  un zerschnittenen  Fläche  T]  Null  und  im  Inneren  von 
T,  bis  auf  Unstetigkeitspunkte ,  wo  das  über  T  ausgedehnte  Integral  1) 
endlich  bleibt,  stetig  ist,  besitzt  v  (ausser  ebensolchen  Unstetigkeitsstellen) 
nur  noch  Unstetigkeitslinien  längs  der  Querschnitte.  Mit  diesen  Feststel- 
lungen ist  aber  die  Aufgabe  gelöst,  und  sind  die  Functionen  ix,  v  (letztere 
bis  auf  eine  additive  Constante)  vollständig  und,  wie  sich  zeigt,  eindeutig 
bestimmt.  Ist  noch  die  Forderung  a)  (oben)  erfüllt,  so  ist  fi+iv  über- 
haupt in  T'  stetig.  Im  Folgenden  wird  dies  immer  angenommen.  Wir 
fügen  bei,  dass  diese  Ergebnisse  für  die  unberandete  Fläche  T,  die 
später  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale 
eine  Rolle  spielt,  folgende  Fassung  erhalten: 

1)  Die  Un  Stetigkeiten  in  einzelnen  Punkten,  die  a-f-iß  besitzt,  so- 
wie diejenige  längs  Linien,  die  a  allein  aufweist,  gehen  unverändert  und 
ohne  Hinzutreten  neuer  solcher  auch  in  die  Function  von  xH-iy:u-|-iv  ein. 

2)  Die  Un  Stetigkeiten  in  Linien  dagegen,  die  der  imaginäre  Teil 
ß  längs  derjenigen  Querschnitte  etwa  besitzt,  welche  die  Fläche  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegen,  erfahren  für  v  im  Allgemeinen  eine 
Aendernng. 

Für  eine  Function  u-f-iv  also,  die,  wde  die  algebraische  und  ihre 
Integrale,  1)  in  jener  unberandeten  Fläche  nur  logarithmische  und  alge- 
braische Un  Stetigkeiten  in  Punkten  und  2)  constante  Zuwächse  beim  Ueber- 
schreiten  von  Linien  (Dissert.  Art.  9.  V),  ausser  soweit  sie  von  den  loga- 
rithmischen Unendlichkeitsstellen  herrühren,  nur  längs  derjenigen  (2p) 
Querschnitte  besitzt,  welche  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhän- 
gende zerlegen,  sind  willkürlich  annehmbar  nur: 

1)  jene  Unstetigkeitspunkte  und  das  Verhalten  der  gesuchten  Func- 
tion m  denselben, 

2)  die  reellen  Teile  der  2p  Periodicitätsmoduln  (jener  constanten  Zu- 
wächse an  den  Querschnitten).  Hierdurch  ist  die  Function  bis  auf  eine 
additive  Constante  völlig  bestimmt  (Theorie  der  Ab.  Funct.  Abh.  4,  Art.  3). 

Bezüglich  der  logarithmischen  Unstetigkeitsstellen  liefert  die  Forde- 
rung, dass  die  Function  im  Inneren  der  in  eine  einfach  zusammenhängende 
T'  zerschnittenen  Fläche  T  stetig  sei,  dass  sie  also  bei  Umkreisen  des 
Berandung  der  Fläche  T'  auf  den  Änfangswert  zurückkommt,  noch  die 
Bedingung,   dass  die  Summe  der  Cauchy'schen  Residuen  für  sie  gleich 
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Null   sei.     Diese  Ergebnisse  vermitteln   den  Uebergang   von  Riemann's 
Dissertation  zu  seiner  Abhandlung  über  Abel'sche  Functionen. 

Die  letzten  beiden  Artikel  der  Dissertation,  die  sich  auf  complexe 
Functionen  beziehen,  deren  Bestimmung  von  einer  willkürlich  gegebenen 
Grenzfunction  abhängt,  also  auf  die  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine  andere 
von  gegebener  Begrenzungscurve  —  lassen  wir  hier  unbesprochen,  weil 
sie  aus  dem  Gebiet  der  algebraischen  Functionen  hinausführen,  für  welche 
an  die  Stelle  jener  willkürlichen  Function  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Parametern  tritt.  "Wir  bemerken  nur,  dass  an  diese  Artikel  neuere 
Untersuchungen  von  Schottky  (Dissertation,  1881,  und  eine  Arbeit  in 
Bd.  83  des  Journ.  f.  M.)  sowie  von  Klein  (Ueber  Riemann's  Theorie 
der  algebr.  Funct.  und  ihrer  Integrale,  Leipz.  1882)  anknüpfen,  über  die 
Klein  selbst  in  seinen  Vorlesungen  über  Riemann'sche  Flächen  (s.  Rf. 
Vorrede)  Bericht  erstattet  hat. 
Zielpunkte  10.    Indem  Riemann  sich  in  seiner  Dissertation  das  Ziel  setzt,  eine 

der  Disser- 
tation, Be-  Gruppe  von  Bedingungen  aufzustellen,  von  welchen   als  notwendigen  und 

denken  ge- 

gen  die  an- hinreichenden  die  Existenz  einer  Function  von  x-f-iy  abhängig  gemacht 

gewandten 

Methoden,  werden  kann,  hat  er,  wie  in  Art.  21  gesagt  wird,  zwar  zunächst  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale  im  Auge  gehabt, 
wenn  gleich  er  in  der  Dissertation  selbst  hierauf  nicht  näher  eingeht. 
Aber  er  wünscht  ein  viel  weiteres  Ziel  damit  zu  erreichen,  das  er  selbst 
mit  folgenden  "Worten  kennzeichnet: 

„Die  bisherigen  Methoden,  diese  [die  algebraischen  und  ihre  Integral-J 
Functionen  zu  behandeln,  legten  stets  als  Definition  einen  Ausdruck 
der  Function  zu  Grunde,  w^odurch  ihr  "Wert  für  jeden  "W^ert  ihres  Argu- 
ments gegeben  wurde;  durch  unsere  Untersuchung  ist  gezeigt,  dass  — 
—  in  einer  Definition  dieser  Art  ein  Teil  der  Bestimmungsstücke  eine 
Folge  der  Uebrigen  ist,  und  zwar  ist  der  Umfang  der  Bestimmungsstücke 
auf  die  zur  Bestimmung  notwendigen  zurückgeführt  worden."  —  — 
„Eine  Theorie  dieser  Functionen  auf  den  hier  gelieferten  Grundlagen 
würde  die  Gestaltung  der  Function  —  —  unabhängig  von  einer  Be- 
stimmungsweise derselben  durch  Grössenoperationen  festlegen"  —  — 
„der  gemeinsame  Charakter  einer  Gattung  von  Functionen,  welche  auf 
ähnliche  Art  durch  Grössenoperationen  ausgedrückt  werden,  stellt  sich 
dann  dar  in  der  Form  der  ihnen  auferlegten  Grenz-  und  Unstetigkeits- 
bedingungen". 

Dieses  Ziel  spricht  von  einem  Umfange  des  Gesichtskreises,  die 
Hülfsmittel,  die  Riemann  flüssig  macht,  auch  wenn  man  nur  an  die  mit 
den  algebraischen  Functionen  zusammenhängenden  Probleme  denkt,  von 


\ 
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einem  Reiclitum  an  Gedanken,  wie  sie  in  der  Geschichte  unserer  Theorie 
in  einer  einzelnen  Abhandlung  vereinigt  sich  nicht  wieder  finden.  Aber 
das  Ziel  war  zu  hoch  gesteckt,  die  Grundlagen  für  den  Aufbau  nicht  genug 
gesichert.  Die  Verwendung  des  Dirichlet'schen  Prineips  in  der  von  Kle- 
in ann  gewollten  Allgemeinheit  unterliegt,  wie  man  heute  erkannt  hat,  er- 
heblichen Bedenken,  die  sich  namentlich  gegen  die  Operation  mit  Functionen 
von  der  unbestimmten  Definition  der  Riemann'schen  richten.  In  solcher 
Allgemeinheit  lässt  der  Functionsbegriff,  unfassbar  und  sich  verflüchtigend, 
controlirbare  Schlüsse  nicht  mehr  zu.  Um  den  Gültigkeitsbereich  der  auf- 
gestellten Sätze  genau  zu  umgrenzen,  hat  man  neuerdings  den  von  Rie- 
raann  betretenen  Weg  ganz  verlassen.  H.  A.  Schwarz  (Ueber  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichung  A^u  =  0  unter  vorgeschriebenen 
Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen,  Monatsber.  Berl.  Ac.  1870)  und 
C.  Neumann  (Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton'sche 
Potential,  Leipzig  1877)*)  haben  an  der  Hand  strenger,  wenn  auch  weit- 
läufiger Methoden  die  näheren  Umstände  in  Bezug  auf  Begrenzungscurven 
der  Fläche,  Unstetigkeiten  der  Function  u.  s.  w.  festgestellt,  unter  denen 
sich  der  durch  das  Dirichlefsche  Princip  beabsichtigte  Existenzbeweis 
wirklich  führen  lässt.  Dabei  hat  sich  allerdings  herausgestellt,  dass  die 
Folgerungen,  die  Riemann  speciell  für  seine  Theorie  der  Ab  el'schen 
Functionen   gezogen  hatte,  noch  in  vollem  Umfange  richtig  sind. 

Wir  durften  deshalb  jedoch  über  Riemann's  eigenartige  Beweisfüh- 
rung nicht  kurz  hinweggehen.  Denn  sie  hat  den  Vorzug  der  Kürze  und 
verhältnismässiger  Einfachheit  des  Gedankengangs;  sie  steht  in  organi- 
schem Zusammenhang  mit  den  Problemen  der  mathematischen  Physik, 
aus  denen  das  Princip  entsprungen  ist;  gewissermassen  der  Natur  nach- 
gebildet erfährt  Riemann's  Methode  vielleicht  in  modificirter  Fassung  ein- 
mal eine  Wiederbelebung. 


C.    Riemanu's  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Abel'schen  Functionen 

[1857]. 

11.     Von  der   durch   die  Dissertation    geschaffenen  Grundlage   aus,   Die  zur 

°  °  „Theorie  der 

die,  wie  Riemann  selbst    bemerkt   (Diss.  Art.  21   und  Ab.  Funct.  Ein-  Abeischen 

Functionen  ■• 

— — einleitenden 

Noten. 

*)  Weitere  Angaben  s.  in  M.  Bacharach's  Geschichte  der  Potentialtheorie, 
Göttingen  1883,  §9;  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Untersuchungen 
in  Pockels'  Werk  über  die  partielle  Differentialgleichung  Au-t-k'u^O  u.s.w., 
Leipz.  1891,  IV.  Theil. 
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leitung  zu  Abb.  4),  eben  mit  Rücksicht  auf  die  algebraischen  Functionen 
und  solche,  deren  Differentialquotient  eine  algebraische  Function  ist,  ver- 
fasst  worden  war,  Hess  sich  nun  der  Uebergang  zu  diesen  selbst  leicht 
bewerkstelligen.  Dies  geschieht  in  einem  Cyclus  von  vier  Abhandlungen, 
drei  kurzen  einleitenden  und  einer  ausführenden,  in  denen  das  Problem 
der  Umkehrung  der  Ab  el'schen  Integrale  zum  ersten  Mal  allgemein  for- 
mulirt  ist,  und  alle  Hülfsmittel  für  die  Lösung  entwickelt  werden.  In 
ihrer  knappen  Darstellungsform,  ihrer  Gedankenfülle  und  ihrer  Tiefe  war 
diese  Arbeit  für  die  mathematische  Welt  eine  Zeit  lang  ein  Buch  mit 
sieben  Siegeln,  bis  Schüler  und  Verehrer  des  Autors,  darunter  vor  Allen 
Roch  in  einer  Reihe  von  später  zu  besprechenden  Aufsätzen,  Prym  in 
Abhandlungen,  die  vorzugsweise  die  transcendenten  Fäden  aufnahmen, 
K.  Neu  mann  in  seiner  Schrift  „Das  Dirichlet'sche  Princip"  (Leipzig 
1865),  in  einführenden  Werken  derselbe  Autor,  Durege  U.A.,  der  Auf- 
gabe sich  unterzogen,  die  neuen  und  grundlegenden  Gedanken  der  nur 
einige  fünfzig  Seiten  langen  Abhandlung  Riemann's  zum  Gemeingut  der 
Mathematiker  und  damit  zugleich  zu  einem  vielumworbeneu  Object  wei- 
terer Forschung  zu  machen.    , 

Riemann,  Theorie  der  AbeTschen  Functionen.  Journal  f.  r.  und  angew. 
Mathematik,  Bd.  54,  1857.  Ges.  math.  Werke,  herausgeg.  von  H.  Weber,  erste 
Aufl.  1876,  VI,  S.  81—135. 

(1)  Allgemeine   Voraussetzungen  und   Hülfsmittel    für    die  Untersuchung 
von  Functionen  unbeschränkt  veränderlicher  Grössen. 

(2)  Lehrsätze  aus  der  analysis  situs  für    die  Theorie    der  Integrale    von 
zweigliedrigen  vollständigen  Differentialien. 

(3)  Bestimmung    einer   Function    einer  veränderlichen  complexen  Grosse 
durch  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingvmgen. 

(4)  Theorie  der  Ab  el'schen  Functionen  (zwei  Abteilungen). 

Die  einleitenden  Abhandlungen  (1)  bis  (3)  geben  den  Inhalt  der 
Dissertation  wieder,  soweit  sie  auf  den  Gegenstand  Bezug  hat.  Gleich  in 
(1)  bezeichnet  Riemann  scharf  den  neuen  Ausgangspunkt  seiner  Func- 
tlonentheorie.  Während  noch  Cauchy  von  der  Vorstellung  sich  nicht  be- 
freien konnte,  dass  die  Function  w  von  z  =  x-l-iy  nur  an  solchen  Stellen 
definirt  ist,  wo  man  ihre  Darstellung  kennt,  knüpft  Riemann  an  die  Vor- 
aussetzung an,  dass  die  Function  in  einem  (wenn  auch  noch  so  kleinen) 
endlichen  Bereiche  der  imaginären  Ebene  gegeben  sei,  aus  welchem  heraus 
man  sich  dann  die  Darstellung  vermöge  der  Gleichung: 

.  öw  öw 

öx  dj 

streifenweise  in  das  unbekannte  Gebiet   fortgesetzt  denken  mag.     Diese 
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Fortsetzung  auf  verschiedenen  Wegen  zu  derselben  Endstelle  in  der 
imaginären  Ebene  führt  zum  Begriffe  der  mehrwertigen  Function,  ferner 
zu  dem  des  „Verzweigungspunktes"  und  damit,  wie  dies  früher  (II, 
Nr.  34,  IV,  Nr.  8)  ausgeführt  worden  ist,  zur  Vorstellung  jener  „Rie- 
mann'schen"  Fläche,  welche  für  die  eindeutige  Repräsentation  einer 
mehrwertigen  Function,  namentlich  der  algebraischen,  ein  so  bequemes 
Anschauungsmittel  abgiebt. 

Die  Note  (2)  führt  Integrale  von  Functionen  ein,  die  in  jener 
Fläche  eindeutig  gegeben  sind.  Indem  man  auch  diese  von  einem  Aus- 
gangspunkt in  der  Fläche  auf  verschiedenen  Wegen  zu  demselben  End- 
punkt führt,  gelangt  man  zu  dem  Begriffe  des  „Zusammenhangs"  der 
Fläche  und  dem  der  „Querschnitte"  einer  mehrfach  zusammenhängenden 
Fläche.  Die  Zahl  der  möglichen  Querschnitte,  die  diese  letztere  nicht  zum 
Zerfallen  bringen,  bestimmt  die  Ordnung  des  Zusammenhangs.  Die  Unter- 
suchung knüpft  zwar  zunächst  an  die  berandete  Fläche  an;  die  uichtberan- 
dete,  wie  sie  in  der  Theorie  der  AbeTschen  Integrale  die  Hauptrolle  spielt, 
wird  durch  Herausheben  eines  Punktes  in  eine  berandete  umgewandelt. 

Nachdem  in  (1),  (2)  festgestellt  ist,  dass  eine  in  einem  endlichen 
(et-wa  längs  einer  Linie  gegebenen)  Bereiche  definirte  Function  fortgesetzt 
w^erden  kann,  wird  in  (3)  die  Aufgabe  behandelt,  die  für  die  De- 
finition einer  Function  von  x-|-iy  erforderlichen  Elemente  auf  ein  Mini- 
mum von  unabhängig  annehmbaren  herabzudrücken.  Dieses  Problem 
wird  gelöst  durch  das  (oben  Nr.  9  ausführlich  erörterte)  Dirichlet'sche 
Princip,  wonach  eine  Function  von  x+iy  in  einer  berandeten,  auch 
mehrfach  zusammenhängenden  Fläche  T  völlig  und  eindeutig  bestimmt  ist, 
wenn  man  erstens  den  Wert  des  reellen  Teils  in  jedem  Punkte  des 
Randes,  zweitens  die  Lage  und  Art  ihrer  Punkt-Unstetigkeiten,  drittens 
die  Unstetigkeiten  der  gewünschten  Function  längs  beliebiger  Linien  im 
Inneren  angenommen  hat:  letzteres  indessen  mit  der  Einschränkung,  dass 
man  längs  der  Querschnitte  von  T  nur  über  die  reellen  Teile  der  con- 
stanten  Zuwächse  noch  willkürlich  verfügt. 

12.     In   der  ersten  Abteilung   der  Hauptabhandlung  (4)   wird   nun  Dje  in  der 
zunächst  dieses  Ergebnis  auf  die   nicht  berandeten  Flächen  vom  Zusam-  wenigen 

^  Functionen 

menhange  2p-|-l  angewendet,  welche  die  Verzweigungsart  einer  algebra-uud  ibre  in- 

n    ni  schiedene 

ischen  Function  s  von  z  darstellt,  die  mit  z  durch  die  Gleichung  F(s,  z)  =  0  Bedeutung 

'  °     ^  '    '  der  Ge- 

verbunden ist,  W'O  F  eine  in  s  bis  zum  nten,  in  z  bis  zum  mten  Grad  schiechts- 

'  '  zahl  p. 

ansteigende  ganze  Function  ist.  Wie  man  vermöge  derselben  die  Ver- 
zweigungsstellen der  Fläche,   die  über  die  Z-Ebene  in  n  Blättern  allent- 
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halben  ausgebreitet  ist,  ermittelt,  mag  hier  unerörtet  bleiben.  Die  Gestalt 
der  Fläche  ist  indessen  durch  die  Lage  und  Art  ihrer  Verzweigungsstellen 
keineswegs  bestimmt,  und  Riemann  giebt  nicht  an,  wie  man  zu  einer 
Vorstellung  von  derselben  gelangt.  Nicht  nur  ist  der  Uebergang  von  der 
Discriminante  zu  Gleichungen  F  =  0,  auch  bei  gegebener  Blätterzahl  n, 
noch  ein  vieldeutiger  (s.  etwa  Hurwitz,  lieber  Riemann'sche  Flächen  etc. 
Math.  Ann.  39);  selbst  wenn  die  Gleichung  F  =  0  und  also  die  Structur 
der  Cyklen  in  den  einzelnen  Verzweigungspunkten  bereits  feststeht,  lassen 
sich,  wie  früher  (Rf.  II  Nr.  34)  erw^ähnt,  die  „Verzweigungsschnitte" 
(Linien,  die  zwei  Verzweigungspunkte  mit  einander  verbinden,  und  längs 
deren  zwei  oder  mehrere  Blätter  sich  durchsetzen)  noch  auf  mannigfache 
Weise  anordnen  (Lüroth,  Note  über  Verzweigungsschnitte  etc.  Math. 
Ann.  IV,  1871,  Clebsch  u.  s.  av.  s.  unten  Rf.  V,  Nr.  46)  und  somit 
Flächen  von  verschiedener  Gestalt  erzielen. 

Wie  dem  auch  sei,  Riemann  nimmt  an,  es  sei  eine  n- blättrige 
Fläche  von  bekannter  Gestalt  über  der  Gauss'schen  Ebene  ausgebreitet, 
ohne  jedoch  eine  auf  sie  fübrende  Gleichung  F(s,  z)  ^^  0  vorauszu- 
setzen. Er  denkt  sich  jene  Ebene  (vgl.  K.  Neumann,  Vorles.  über 
Riemann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  Leipz.  1865,  Vorrede) 
zu  einer  Kugel  geschlossen,  so  dass  den  unendlich  grossen  Werten  von 
X  und  y  nur  ein  Punkt  entspricht.  Dann  werden  sich  auch  die  n  Bläiter 
der  Fläche,  die  diese  Ebene  allenthalben  überdecken,  schliessen,  und  es 
entsteht  die  unberandete  im  Allgemeinen  mehrfach  ((2p-I-l)-fach)  zu- 
sammenhängende Fläche  T  mit  gegebenen  Verzweigungspunkten,  -schnitten 
u.  s.  w.  T  sei  durch  2p  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  T'  zerschnitten.  Riemann  betrachtet  nun  1)  Eine  eindeutige 
Function  s  der  Fläche  T  ohne  wesentliche  Unstetigkeiten,  eine  solche 
also,  die  nur  „Pole"  (Rf.  II,  No.  17)  hat.  2)  Eine  Function,  die  nicht 
in  T,  wohl  aber  in  der  zerschnittenen  Fläche  T'  eindeutig  und  längs 
der  Querschnitte  unstetig  ist;  und  zwar  soll  sie  auf  der  einen  Seite  eines 
Querschnitts  (v)  um  eine  (complexe)  Constante  h^,  grösser  sein,  als  auf 
der  anderen.  Ausserdem  werden  auch  für  diese  Function  Pole  zugelassen 
und  solche  Unstetigkeitsstellen,  wo  sie  logarithmisch  unendlich  wird.  Es 
handelt  sich  in  den  Artt.  2  —  5  um  den  Nachweis,  dass  die  Functionen 
1)  algebraische  Functionen  von  z  sind;  diejenigen  2)  Integrale  solcher 
Functionen. 

Dem  Dirichlet'schen  Princip  sind  zunächst  nur  die  durch  2)  de- 
finirten  Functionen  zugänglich.  Für  diese  ergiebt  sich  aber  sogleich, 
dass  sie  a)  durch  die  Annahme  der  reellen  Theile  jener  2p  Constanten 
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li^;  b)  durch  ihre  Unstetigkeitsstellen  und  die  Art  ihres  Verhaltens  in 
denselben  (mit  einer  gewissen  Einschränkung  hinsichtlich  der  Residuen 
in  den  logarithmischen  Unstetigkeitspunkten)  —  bis  auf  eine  additive 
Constante  —  völlig  bestimmt  sind,  u.  A.  auch  hinsichtlich  des  imaginären 
Teils  ihrer  „Periodicitätsmoduln"  hy.  Die  Functionen  2)  lassen  sich 
nach  diesem  Verhalten  in  drei  Gattungen  einteilen:  I.  solche  w,  die 
überhaupt  nicht,  II.  solche  t(s),  die  in  einem  Punkte  e  algebraisch  un- 
endlich werden  wie  l/(z — e),  HI.  solche  u}(z^,e^),  die  in  zwei  Punkten 
SpE^  logarithmisch  unendlich  werden;  also  die  späteren  Integrale  erster, 
zweiter,  dritter  Gattung.  Functionen,  die  in  e  eine  höhere  Unstetigkeitsstelle 
besitzen,    lassen  sich  aus  denen  II.  durch  einen  Grenzprocess  gewinnen. 

Die  willkürlich  annehmbaren  2p  reellen  Teile  der  Zuwächse  h^  an 
den  Querschnitten  (der  „Periodicitätsmoduln")  lassen  sich  nun  aber  durch 
p  complexe  Constante  ersetzen,  indem  die  allgemeine  Function  w,  die 
zu  einer  vorliegenden  Fläche  T'  gehört,  sich  aus  p  speciellen  solchen 
mit  jenen  p  willkürlichen  Constanten  multiplicirten  und  einer  additiven 
Constanten  linear  zusammensetzen  lässt.  Mit  dieser  Bemerkung  ist  die 
fundamentale  Beziehung  zwischen  dem  Flächenzusammenhang  2p4-l, 
bezw.  der  Periodenzahl  2p,  und  zwischen  der  Zahl  der  linear  unab- 
hängigen Grössen  w  (Integrale  erster  Gattung)  andererseits  gewonnen. 
—  Die  Grösse  p  bezeichnen  wir,  nach  dem  Vorgehen  von  C  leb  seh, 
als  „Geschlecht"  der  Fläche  T  und  der  zugehörigen  eindeutigen  Func- 
tionen. 

Die  Transcendenten  t  und  gj  lassen  sich  je  durch  eine  specielle  ihrer 
Gattung,  welche  die  gegebene  Unstetigkeitsbedingung  erfüllt,  vermehrt  um 
eine  lineare  Function  von  p  Transcendenten  w,  ersetzen,  und  ein  ein- 
facher Schluss  ergiebt  sogleich  die  weitere  wichtige  Beziehung,  dass  die 
Function  t(£,)  durch  Differentiation  von  ui(z^,  sj  nach  Sj  erhalten  werden 
kann  (Art.  4). 

13.  Die  Functionen  t(£)  sind  es  nun,   die  den  Uebergang  zu  den  Tmuseeu- 

^   ^  '  ®      ®  deute  Dar- 

in der  Fläche  T  eindeutigen  Functionen  (1)  mit  gegebenen  m  Polen steiiuug der 

vermitteln  (Art.  5).     Wenn   man  nämlich   aus  m  Functionen  t,  die  je  in  Fläche  eiu- 

wertigeu 

einem  dieser  Pole  s  von  der  ersten  Ordnung  (d.  h.  wie  l/(z  —  Sj))  un-Functioneu. 
stetig  werden,  und  aus  p  linear  unabhängigen  Functionen  w  einen  linearen 
Ausdruck  a  bildet,  so  lassen  sich,  wenn  m  >  p  ist,  die  eingehenden 
Di  +  pH-l  linearen  Coefficienten  (eine  additive  Constante  eingerechnet) 
immer  so  bestimmen,  dass  die  Zuwächse  an  den  2  p  Querschnitten  für 
diese  Summe  a  gleich  Null,  a  also  eine  in  der  unzerschnitteuen  Fläche 
T   eindeutige   Function   wird.     Da    aber    eine    in   der   Fläche   einwertige 
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Function  eine  n-wertige  von  z  ist,  so  muss  a  einer  algebraischen  Glei- 
chung nten  Grades  genügen,  deren  Goefficienten  ganze  Functionen  mten 

n  m 

Grades  von  z  sind:  F((3,  z)  =  0,  wo  dann  F  entweder  irreductibel  oder 
die  Potenz  einer  irreductibeln  ganzen  Function  ist;  ö  ist  eine  algebra- 
ische Function  von  z.  Auch  in  dem  Falle,  dass  m<Cp-f-l  ist  (im 
Allgemeinen  herab  bis  zu  m  >  ■i-(p4-l)),  lassen  sich  noch  die  Periodi- 
citätsmoduln  des  linearen  Ausdrucks  zu  Null  machen,  wenn  man  nur 
die  Unstetigkeitsstellen  s  der  benutzten  Transcendenten  t(£)  passend 
wählt  (einige  bleiben  immer  noch  beliebig  annehmbar). 

Diese  Darstellung  einer  algebraischen  Function  durch  eine  Summe 
von  Transcendenten  gehört  zu  den  markantesten  Zügen  der  Rlemann'- 
schen  Theorie;  sie  kehrt  die  bis  dahin  übliche  Rangordnung  zwischen 
einfach  und  complicirt  geradezu  um,  weil  sie  bei  Riemann  zur  Defi- 
nition der  (wie  gleich  nachher  Art.  8  gezeigt  wird)  in  s,  z  rational  dar- 
stellbaren Functionen  verwendet  wird.  Mit  ihrer  Hülfe  bestimmt  sich 
weiter  unmittelbar  die  Anzahl  der  in  einer  solchen  Function  (ausser  den 
m  Un Stetigkeitspunkten)  noch  enthaltenen  linear  eingehenden  willkürlichen 
Constanten  gleich  m+p-f-1 — 2p  =  m — p-hl,  und  damit  ist  eine  der 
wichtigsten  Fragen  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  und  zwar 
von  der  transcendenten  Seite  her,  beantwortet.  Es  ist  übrigens  zu  be- 
merken, dass,  wenn  die  m  Unendlichkeitsstellen  in  einem  gewissen  Ab- 
hängigkeitsverhältnis zu  einander  stehen,  die  Verteilung  der  Gesamtzahl 
2m  —  p+1  der  Constanten  der  algebraischen  Function  auf  die  Unend- 
lichkeitswerte und  die  Werte  der  linearen  Constanten  eine  Modification 
erfährt,  die  später  Roch  (s.  unten  Nr.  21)  angegeben  hat. 

"Wenn  «>  eine  Function  ist,  die  einer  der  oben  erwähnten  drei  Gat- 
tungen von  Transcendenten  angehört,  die  also  an  den  Querschnitten  um 
constante  Grössen  zunimmt,  so  ist  insbesondere  die  Grösse  d(o/dz,  weil 
sie  diese  Eigenschaft  nicht  mehr  besitzt,  eine  algebraische  Function.  Hier- 
mit ist  denn  auch  a  posteriori  der  Beweis  geführt,  dass  jene  Transcendenten 
w,  t,  ü}  wirklich  Integrale  algebraischer  Functionen  sind,  ferner  ist  die 
Existenz  und  namentlich  die  Darstellbarkeit  von  überall  endlichen  In- 
tegralen w  nachgewiesen. 

Es    handelt    sich    nun    vor  Allem  um   die  wirkliche  Bildung  eines 
Integranden  erster  Gattung  dw/dz  in  s  und  z. 
Algebraische  i4_     Jede  in  der  Fläche  eindeutig  verlaufende  Function  a,  die  für 

Darstellung  °  ' 

der  in  der  eine   gewisse  Anzahl  von  Punkten   algebraisch   unendlich  wird,   und  die 

Flache  ein-  °  °  ' 

wertigen   nach  Früherem  durch    eine   Summe    von   Integralen    erster    und  zweiter 

Functionen.  ° 
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Gattung  darstellbar  ist,    lässt  sich   andererseits,    wenn  man  eine  solche  "'S^J""^''': 

°  '  '  tes"  Verhal- 

Function  s  mit  irgend  einer  Anzahl  von  Polen  als  bekannt  zu  Grunde  legt,   '.«"  ''"^  , 

°  °  '  Zahler  und 

in  der  Form  eines  Quotienten  von  zwei  ganzen  Functionen  von  gleichhoher  Kenner. 

Ordnung  in  s  und  z:a  =  ^(s,  z)/y^(s,  z)  darstellen.  Riemann  zeigt  dies 
(Art.  8)  durch  directe  Abzahlung  der  in  diesem  Ausdruck  enthaltenen  Con- 
stanten, indem  er  die  Zahl  der  verfügbaren  Constanten  des  Quotienten  da- 
durch zu  einer  möglichst  grossen  macht,  dass  er  den  Functionen  ^  und  y 
ein  —  nach  heutiger  Ausdrucksweise  —  „adjungirtes"  Verhalten  in  den 

n   ra 

singulären  Stellen  des  Gebildes  F(s,  z)  =  0  auferlegt.  Damit  nämlich  an 
einer  Stelle,  wo  zugleich  F'(s)  =  0  und  F'(z)  =  0  ist,  ohne  dass  alle 
zweiten  Differentialquotienten  von  F  verschwinden,  also  in  Doppelpunkten 
der  Curve  F(s,  z)^0  (Selbstberührung  übrigens  ausgeschlossen),  der 
Quotient  a  in  den  beiden  Blättern,  denen  die  gleichen  Wertepaare  s,  z 
angehören,  verschiedene  Werte  annehmen  könne,  muss  sowohl  <|/  wie  y 
daselbst  verschwinden  [die  Curven  (i*  =  0,  )r  =  0  müssen  durch  jenen 
Doppelpunkt  von  F  =  0  hindurchgehen].  Man  kann  eine  solche  Stelle 
als  aus  zwei  zusammen  gerückten,  sich  aufhebenden  Verzweigungspunkten 
bestehend  ansehen,  weil  die  Discriminante,  d.  h.  die  Resultante  aus  F  =  0 
und  F'(s)  =  0  (vom  Grade  2m  (n — 1)  in  z),  aus  der  sich  die  Verzwei- 
gungspunkte bestimmen,  den  dieser  Stelle  entsprechenden  Factor  doppelt 
enthält,  so  dass,  wenn  r  solche  Stellen  überhaupt  auftreten,  für  die  eigent- 
lichen Verzweigungen  W  nur  noch  die  Zahl: 

W  =  2m(n— 1)  — 2r 
übrig  bleibt,  sofern  höhere  Singularitäten  in  F(s,  z)  =  0,  d.  h.  Stellen,  wo 
ausser  F'(s)  und  F'(z)    noch    höhere   partielle  Differentialquotienten  von 
F   oder  gewisse  Combinationen    derselben  verschwinden,  nicht  auftreten, 
eine  Annahme,  die  Riemann  der  Einfachheit  wegen  macht. 

Wie  sich  diese  Formel  modificirt,  wenn  man  beliebige  Singularitäten 
zulässt,  hat  Riemann  nicht  weiter  erörtert.  Wir  werden  unten  (Abschn.  VI) 
hiervon  zu  reden  haben,  und  heben  nur  schon  jetzt  hervor,  dass  dann 
auch  das  adjungirte  Verhalten  der  Functionen  (|i,  y  sich  modificirt,  wie 
man  entweder  durch  successives  Transformiren,  oder  —  indirect  —  durch 
das  Studium  des  Zählers  des  Integranden  erster  Gattung  findet. 

15.  Eine    in    der    ganzen    Fläche    eindeutige    Function    ist    nach  r>er  inte- 

°  °  grand  erster 

Nr.    13    der   Integrand  dw/dz   des   allenthalben   endlichen  Integrals.     ErGattung^mid 
ist  somit  durch  den  Quotienten  von  zwei  adjungirten  ganz'en  Functionen    tiontp. 
in  s,  z  darstellbar,  und  hat,  wie  man  leicht  sieht,  noch  folgende  Bedin- 
gungen zu  erfüllen: 
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1)  für  jeden  einfachen  Verzweigungspunkt  höchstens  oo '  zu  Averden 
2)  für  z  =  oo  mindestens  O'^  zu  werden.  Diesen  Bedingungen  genügt 
aber  ein  Quotient  von  der  Form: 

n— 2  m— 2 

y(  s,    z ) 

F'(s)       ' 

wofern  die  ganze  Function  cp  (ebenso  wie  dies  beim  Nenner  der  Fall 
ist)  in  den  singulären  Stellen  von  F(s,  z)^0  sich  adjungirt  verhält. 
Eine  leichte  Abzahlung,  die  allerdings  einer  genaueren  Begründung  noch 
bedarf,  lässt  erkennen,  dass  die  Function  cp  alsdann  noch  (m — l)(n — 1)  —  r 
willkürliche  Constanten  besitzt,  die  linear  und  homogen  eingehen.  Diese 
Zahl  muss  gleich  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integranden  erster 
Gattung,  also  gleich  p  sein  (s.  oben  Nr.  12).  Den  directen  Nachweis 
hierfür  erbringt  Riemann  dadurch,  dass  er  die  der  Analysis  situs  an- 
gehörige  sehr  merkwürdige  Beziehung: 

W  =  2n-|-2p  — 2 
zwischen    der  Zahl  W   der  Verzweigungspunkte   und   derjenigen   2  p   der 
Querschnitte  einer  n-blättrigen  Fläche  beweist,   was  durch  Abzählen  der 
Umdrehungen  geschieht,  die  das  Durchlaufen  des  Querschnittssystems  der 
Fläche  erfordert  (Art.  7). 

Mit  jener  ganzen  Function  cp,  die  im  Zähler  eines  allenthalben  end- 
lichen Integrals  erster  Gattung  steht,  —  wir  bezeichnen  sie  in  der  Folge  kurz- 
weg als  cp-Function,  in  welcher  Gestalt  (vgl.  Ref.  V  Nrn.  27,  42)  sie  auch, 
verschieden  je  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  F(s,  z)  =  0,  erschei- 
nen mag,  die  durch  die  Gleichung  cp  =  0  dargestellte  Curve  als  cp-Curve 
—  war  diejenige  Bildung  gewonnen,  die  man  wohl  als  den  Kernpunkt  der 
ganzen  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  bezeichnen  darf.  Denn  sie 
erst  ermöglicht  die  Formulirung  des  Umkehrproblems,  den  Beweis  der 
Convergenzeigenschaft  und  die  Berechnung  der  Nullpunkte  der  Thetareihe, 
sie  ist  die  wesentliche  Grundlage  für  eine  vom  Transcendenten  abgelöste 
Theorie  der  algebraischen  Functionen,  wie  wdr  in  der  Folge  sehen  werden. 
Eindeutige  16.      Einen  weiteren   Begriff    von   eminenter   Tragweite   entwickeln 

Transfor- 

mirbarkeit  gleich   die  folgenden  Artikel  (11,  12),   die  von  der  Transformation  einer 

der  Glei- 

chungen    Gloichung  durch  rationale  Substitutionen  handeln.    Wie  zwischen  s  und  z, 

einer  Klasse 

in  einander,  zwischen  z  und  der  rationalen  Function  a  von  s  und  z,  so  besteht  über- 

Die  Moduln. 

haupt  zwischen  j  e  zwei  rationalen  Functionen  a  und  C  von  s  und  z  eine 
algebraische  Gleichung,  die  man  durch  Elimination  von  s  und  z  aus 
diesen  und  F(s,z)  =  0,  also  durch  „rationale  Substitution"  aus  F(s,z)  =  0 
erhält. 
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Alle  irreductibeln  Gleichungen  zwischen  Functionen,  die  in  der  Fläche 
T  eindeutig  verlaufen,  oder  die  „wie  T  verzweigt  sind",  rechnet  Rie- 
mann  (Art.  12)  zu  einer  Klasse  von  Gleichungen,  und  alle  algebrai- 
schen Functionen,  die  einer  der  Gleichungen  einer  Klasse  genügen,  zu 
derselben  Klasse  von  algebraischen  Functionen.  Im  Anschluss  an  die 
oben  (Nr.  12)  eingeführte  Bezeichnung  können  wir  zufügen:  alle  Glei- 
chungen einer  Klasse  besitzen  dasselbe  Geschlecht. 

Aber  nicht  umgekehrt  gehören  alle  Gleichungen  von  demselben  Ge- 
schlecht p  zu  einer  Klasse.  Vielmehr  kann  eine  Riemann'sche  Fläche 
vom  Zusammenhang  2p  +  l  und  der  Blätterzahl  ix,  je  nach  der  Lage,  die 
man  ihren  Verzweigungspunkten  giebt,  noch  ganz  verschiedenen  Klassen 
von  Gleichungen  entsprechen  (selbst  nachdem  diese  Punkte  festgelegt  sind, 
noch  einer  endlichen  Anzahl  von  Klassen).  Es  ist  die  Frage,  wie  viele  Ver- 
zweigungspunkte, bei  gegebenen  Zahlen  p,  [i,  die  Klasse  endlich  vieldeutig 
charakterisiren  ?  Alle  2  fjL+2p  —  2  Verzweigungspunkte  der  Fläche  (s.  oben 
Nr.  15)  jedenfalls  nicht.  Denn  man  kann,  ohne  die  Functionsklasse  zu 
ändern,  von  diesen  offenbar  noch  soviele  willkürlich  annehmen,  als  eine 
Function  mit  p.  Null-  (oder  Unendlichkeits-)  Punkten  in  der  gegebenen 
Fläche  T  noch  willkürliche  Constanten  besitzt.  Die  Zahl  dieser  ist  aber 
(s.  oben  Nr.  13)  gleich  u.-f-(a  —  p-f-l)==2a- — p-f-1  (die  übrigens  für 
den  vorliegenden  Zweck  nur  dann  sämmtlich  verfügbar  sind,  wenn  p  >  1 
ist,  überhaupt  wenn  unendlich  viele  eindeutige  Transformationen  des  Ge- 
bildes in  sich  ausgeschlossen  sind  (vgl.  Rf.  VII,  Nr.  5)).  Diese  Verzwei- 
gungspunkte sind  also  für  die  Klasse  nicht  charakteristisch;  für  die, 
welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  bleiben  noch  (p>l): 
2[xH-2p  — 2  — (2  p,— p-f-1)  =  3p  — 3 
Constanten  übrig. 

Diese  Zahl  ist  allerdings  nur  eine  obere  Grenze  für  die  Zahl  der 
„Moduln",  d.  h.  der  wesentlichen,  durch  eindeutige  Transformation  nicht 
zerstörbaren  Constanten  einer  Klasse,  undRiemann,  in  der  Empfindung, 
dass  eigentlich  eine  algebraische  Untersuchung  der  Modulnfrage  erforder- 
lich wäre,  verfehlt  nicht  auf  die  Schwierigkeiten  dieser  Aufgabe  hinzu- 
weisen, die  denn  auch  erst  später  gelöst  worden  ist. 

Er  selbst  fügt  zur  Ausfüllung  der  Beweislücke,  welche  die  obige 
allerdings  höchst  elegante  Abzahlung  noch  offen  lässt,  noch  eine  auf 
transcendenter  Grundlage  beruhende  Bestätigung  der  Zahl  op  —  3  bei, 
die  wir  aber  hier  übergehen. 

Eine  andere  Verification  der  gewonnenen  Zahl  3  p  —  3  gewährt 
die  Abzahlung  der  Constanten,   die  in  gewissen  kanonischen  Gleichungs- 

Jahresber.  d.  Deutschen  Mathem.- Vereinigung.    III.  18 
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formen,    nämlich  in  den  Gleichungen   möglichst  niedrigen  Grades   in  s 

und  z,  F(s,  z)  =  0,  enthalten  sind,  in  welche,  als  Repräsentanten  einer 
Klasse  mit  allgemeinen  Moduln,  Riemann  die  allgemeine  Gleichungsform 

F(s,  z)  =  0  in  Art.  13  durch  eindeutige  (rationale)  Transformation  über- 
führt. Er  bewerkstelligt  dies  mittelst  Transformationsfunctionen,  die  in 
möglichst  wenigen  Punkten  null  und  unendlich  werden.  —  Riemann 
selbst  weist  auf  diese  Verification  nicht  hin,  vielleicht  deshalb  nicht,  weil 
die  Existenz  dieser  Functionen  durch  die  Abzahlung  des  Art.  5  allein 
nicht  als  ausreichend  festgestellt  anzusehen  ist. 

Die  Begriffe  „Klasse"  und  „rationale  Transformation",  die  hiermit 
Riemann  begründet,  gehören  zu  den  bedeutendsten  Errungenschaften  der 
neueren  Mathematik  überhaupt.  Wie  jede  Transformation,  so  bietet  auch 
die  rationale  eine  Handhabe,  um  aus  der  grossen,  verwirrenden  Anzahl  von 
Eigenschaften  eines  Gebildes  solche  beiseite  zu  schieben,  die  dem  Individuum 
als  solchem  anhaften,  und  diejenigen  hervorzuheben,  die  es  mit  anderen 
verwandten  gemeinschaftlich  hat  und  mit  diesen  zu  einem  „Körper"  ver- 
einigt; sie  bahnt  so  den  Weg  zu  einem  systematischen  Aufbau  und  zu  Ge- 
sichtspunkten für  eine  naturgemässe  Klassification.  Auch  gegenüber  der 
rationalen  Substitution  giebt  es  „invariante"  Eigenschaften  einer  Function, 
die  sich  nicht  ändern,  wenn  man  sie,  bezw.  die  Gleichung,  der  sie  genügt, 
transformirt.  Zu  diesen  gehört  vor  Allem  das  eben  besprochene  System 
ihrer  „Moduln",  die  Zahl  p  —  das  „Geschlecht"  —  und  einige  andere, 
die  sich  erst  im  Verlaufe  späterer  Untersuchungen  ergeben  haben.  Diese 
tiefer  liegenden  Eigenschaften  des  grossen  Gebietes  von  Functionen,  welches 
die  rationale  Transformation  umfasst,  stellen  sie  an  Wichtigkeit  der  linea- 
ren Verwandtschaft  unmittelbar  an  die  Seite.  Es  ist  ein  Zeichen  der  Ge- 
meinsamkeit der  Ziele  aller  mathematischen  Forschung,  dass  sich  mit  dem 
Bemühen  Riemann's  um  die  Invarianten  einer  Klasse  von  algebraischen 
Gleichungen  fast  gleichzeitig  die  Theorie  der  Invarianten  bei  linearer 
Substitution  in  Verbindung  mit  derjenigen  der  projectiven  Verwandtschaft 
geometrischer  Figuren  zur  „modernen  Algebra"  entwickelt  hat.  —  Die 
consequente  Durchführung  des  Invarianten-Begriffs  auch  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale  war  freilich  Späteren  vorbe- 
halten, wie  unten  ausgeführt  werden  wird  (Absch.  V  und  bes.  Absch.  VIII). 
Quotienten  17.     Entsprechend    der    ausgezeichneten  Bedeutung,   die  unter  den 

von  cp-Tunc-  q_2  ,a_2 

^Aberschr  g3.iizen  Functionen  von  s,  z  der  Zähler  cp(  s,    z  )  des  überall  endlichen 

eorem.  jutggj.a,is  besitzt,  Zeigt   auch   der  Quotient  <p^/<p^    zweier   solcher  Formen 

cp  ein  besonderes  Verhalten.    Er  lässt  sich  nämlich  (Art.  16)   verwenden 
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zur  Darstellung  einer  Function,  die  in  weniger  als  p+1  Punkten  der 
Fläche  unendlich  wird,  und  der  im  Folgenden  eine  wichtige  Rolle  zufällt. 
Das  Abel'sche  Theorem  beweist  nämlich  Riemann,  indem  er  die  m 
oberen  Grenzen  der  Integrale,  deren  Summe  betrachtet  wird,  als  die  Un- 
endlichkeitspunkte einer  algebraischen  Function  C  auffasst.  Dann  er- 
giebt  sich  der  Satz  —  hier  zum  ersten  Mal  allgemein  formulirt  — ,  dass 
für  allenthalben  endliche  Integrale  (Int.  erster  Gattung)  die  Integralsumme 
gleich  einer  Constanten  ist.  Solcher  Summen  giebt  es  soviele,  als  es  Integrale 
erster  Gattung  giebt,  also  p;  die  unteren  Grenzen  derselben  dienen  zur 
Bestimmung  der  Function  C,  die  sich  als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen 
t}),  '/,  welche  beide  sich  „adjungirt"  verhalten  (s.  oben  No.  14),  unter  Um- 
ständen zweier  Functionen  cp  (letzteres  jedenfalls,  wenn  m<:;p-f-l) 
darstellen  lässt.  Durch  die  gemeinsamen  Wertepaare  der  Gleichungen 
F(s,  z)  =  0  und  y^.C — tj;  =  0  (bezw.  cp^C — 9,  =0),  die  zugleich  mit 
C  sich  ändern,  sind,  wenn  man  einen  "Wert  von  C  annimmt,  die  oberen 
Grenzen  der  Integrale  der  Summe  bestimmt.  Im  Falle  m  =  pH-l,  und 
wenn  die  Function  nicht  in  der  Form  ^J'^^  darstellbar  ist,  [eine  Be- 
schränkung, die  erst  aus  späteren  Untersuchungen  von  Riemann  und 
Roch  Journ.  f.  M.  Bde.  64,  65  (s.  unten  D)  folgt]  kann  man  statt  von  dem 
Werte  von  C  diese  Bestimmung  auch  von  der  Annahme  eines  der  oberen 
Grenzwertpaare  abhängig  machen.  Für  den  Fall  m^p-f-1  kehrt  über- 
haupt Riemann  die  Fragestellung  um,  indem  er  das  System  der  Diffe- 
rentialgleichungen : 

^dw^'^^  =  0      (wo    77=1,    2,    ...,   p) 
1 

zu  integriren  verlangt.  Eine  algebraische  Function  1/C  lässt  sich  dann 
so  bestimmen,  dass  sie  für  die  gegebenen  beliebigen  Anfangswerte  der 
p-f-l  Integrale  unendlich  wird;  da  sie  dann  noch  zwei  willkürliche 
Constanten  in  homogener  Form  enthält,  so  ist  C  selbst  durch  jenes  eine 
obere  Grenzenpaar  bis  auf  einen  Factor  vollkommen  bestimmt  und  hier- 
mit die  Integration  allgemein  ausgeführt.  Für  besondere  Lagen  der  An- 
fangswerte kann  es  eintreten,  dass  von  den  Endwertepaaren  eines  oder 
einige  mit  Anfangswerten  übereinstimmen.  1/C  wird  dann  für  weniger 
als  p+1  Punkte  unendlich,  und  die  Function  C  muss  sich  algebraisch 
als  Quotient  von  zwei  cp-Functionen  darstellen  lassen;  von  den  Differen- 
tialgleichungen ist  dann  eine  oder  sind  mehrere  eine  Folge  der  übrigen. 
Eine  solche  Function  ^  =  90/9,  iutegrirt  insbesondere  das  Gleichungs- 
system : 

18* 
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i;dwL^^  =  0,     (7r=l,  2,  ...,  p), 
1 

d.  b.  die  oberen  Grenzen  bestimmen  sich  dann  als  diejenigen  p  gemein- 
samen M^ertepaare  von  F(s,  z)  =  0  und  (p,C — ^^  =  0,  welche  mit  C  sich 
ändern  [geometrisch  ausgedrückt:  als  die  Schnittpunkte  der  Curve  F  =  0 
und  des  Curvenbüschels  cpjC  —  ?2  ""^  ^'  ^^'°  die  Curven  (p^  =  0,  cp^  =  0, 
die  sich  adjungirt  verhalten,  ausserdem  noch  p  —  2  Punkte  auf  F  =  0 
gemeinsam  haben].  Die  Wichtigkeit  dieses  Falls,  dass  eine  cp-Curve  als 
bewegliche  Schnittcurve  auftritt,  welcher  Fall  Abel  entgangen  war,  zeigt 
sich  in  der  Theorie  der  Thetafunction.  Insbesondere  bemerkt  Riemann 
noch  den  für  die  zweite  Abteilung  vorbereitenden  Satz  (der  aus  dem 
vorigen  folgt),  dass  die  Aufgabe,  p  —  1  von  den  2p  —  2  Grössenpaaren, 
welche  durch  die  p  Gleichungen  verknüpft  sind: 

2p-2        ,   , 

Z  dwL''^  =  0, 
1 

als   Functionen   der  p  —  1    übrigen   zu  bestimmen ,   allgemein   durch   die 
2p  —  2  Verschwindungswerte  gelöst  wird,    die  eine  beliebige  cp-Function 
mit  F(s,  z)  gemeinsam  hat  (vergl.  auch  hiermit  unten  D). 
Die  Theta-  18.     Die  Zweite  Abteilung  der  „Theorie  der  Abel'schen  Functionen" 

function  und 

ihre  Argu-  beginnt  ohne  "Weiteres  mit  der  Einführung  einer  gewissen  transcendenten 

mente. 

Function,  die  sich  auf  den  niederen  Stufen  des  Umkehrproblems  bereits 
als  das  souveräne  und  unentbehrliche  Hülfsmittel  erwiesen  hatte:  mit 
der  in  p  Argumenten  geschriebenen,  aber  bei  Riemann  wesentlich  nur 
von  einer  Stelle  s,  z  der  Fläche  abhängigen  Function  6.  Jacobi  und 
Weierstrass  hatten  als  Argumente  derselben  p  Summen  von  je  p  In- 
tegralen erster  Gattung  eingeführt,  aus  Gründen,  die  oben  (III,  Nr.  26) 
auseinandergesetzt  wurden.  Aber  gegenüber  dem  Einwand,  den  Jacobi 
in  Bezug  auf  die  Existenz  mehrfach  periodischer  Functionen  von  nur  einer 
Variabein  erhoben  hatte,  war  schon  Cauchy  durch  Untersuchung  des 
Functionsverlaufs  in  der  imaginären  Ebene  und  seine  lignes  d'arret,  jetzt 
Riemann  durch  sein  Querschnittsystem  der  Fläche  T  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Beschränkung  des  Umkehrproblems  auf  Integralsummen  fallen 
zu  lassen,  und  unter  diesem  Gesichtspunkt  konnte  es  nicht  befremden, 
wenn  Riemann  (Art.  22)  die  p  Argumente  seiner  Thetafunction  durch 
je  ein  Integral  erster  Gattung  mit  derselben  oberen  Grenze  ersetzt,  und 
die  p-fach  unendliche  Mannigfaltigkeit  dieser  Argumente  in  gewisse  ad- 
ditive Constanten  — e^  verlegt,  die  zu  diesen  Integralen  zutreten. 

Der  Gedanke,    log 6   zur  Function   eines  Punktes   der  Fläche   zu 
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machen,  „welche  sich,  wenn  die  oberen  Grenzen  s,  z  der  Integrale  erster 
Gattung  u^  nach  beliebiger  stetiger  Äenderung  von  z  den  Ausgangswert 
wieder  annehmen,  um  lineare  Functionen  der  Grössen  u^  ändert",  hatte 
so  durchschlagenden  Erfolg,  dass  die  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunction 
überhaupt  erst  von  Riemann  ab  zu  datiren  ist. 

Durch  passende  Normirung  nämlich  der  p  Integrale  Uy,  d.  h. 
passende  Zerschneidung  der  Fläche  und  vereinfachende  Annahme  bezüglich 
der  Periodicitätsmoduln  der  u^  an  den  2p  Querschnitten  a|...ap;  b,  ...bp, 
gelingt  es  zunächst,  die  Convergenz  der  Thetareihe  (Art.  21)  und  die 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  (Art.  20)  in  wenigen  Zeilen 
zu  erweisen.  Die  neue  Auffassung  gestattet  aber  auch  von  „Nullpunkten 
der  Thetafunction"  zu  reden  und  durch  Untersuchung  derselben  die 
Lösung  des  Jacobi"schen  Ünikehrproblems  vorzubereiten.  Führt  man 
nämlich  das  Integral y'd log 6  längs  der  Begrenzung  der  durch  jene  Schnitte 
a,  b  (und  gewisse  p  Verbindungsschnitte  c)  einfach  zusammenhängend  ge- 
machten Fläche  T',  so  ergiebt  sich,  dass  die  Thetafunction  (wenn  sie 
nicht  für  jeden  Wert  von  s,  z  verschwindet)  in  T  p  Nullpunkte  be- 
sitzt. Sind  rjW^  a'f\  ...,  ajf^  die  Werte  von  u, ,  ...,  Up  in  dem  Null- 
punkt r/-^\  so  zeigt  sich  weiter  durch  Betrachtung  des  Randintegrals 
yiogÖ.du„,  genommen  in  Bezug  auf  die  Begrenzung  einer  Fläche,  in  der 
log 6  stetig  und  eindeutig  ist,  dass  jene  additiven  Constanten  e^  congruent 
(d.  h.  bis  auf  die  Periodicitätsmoduln  von  Wy  gleich)  den  Integralsummen 

y_^^^^af^-\ |_o(^P^  gesetzt  werden  können,  wenn  man  die  Anfangswerte 

der  Uy  passend  bestimmt. 

Die  Argumente  der  Thetafunction  nehmen  somit  die  merk- 
würdige Form  an: 

u,_^V^     (v  =  l,2,...p), 

wo  die  Uy,  «v  „Normalintegrale"  erster  Gattung  mit  den  Perioden  tA 
oder  0  an  den  p  Querschnitten  a^  (je  nachdem  p  =  oder  ^  v)  und  a,,^ 
an  den  p  Querschnitten  b^  sind,  und  die  oberen  Grenzen  der  Integrale  a 
die  Verschwindungsstellen  der  Thetafunction  darstellen. 

Die  nähere  Ausführung  des  transcendenten  Theiles  der  Riemann' 
sehen  Theorie  muss  einer  geschichtlichen  Darstellung  der  Lehre  von  den 
Abel'schen  Functionen  vorbehalten  bleiben.  Wir  heben  nur  noch  die  für 
unsere  Theorie  wichtigsten  Ergebnisse  (Artt.  22 — 24)  der  zweiten  Abtei- 
lung hervor. 

19.  Durch  den  Nachweis,  dass  jedes  Grössensystem  e, ,  e, ,  ...,  ep^g^\g*um- 
einer  Summe  je  von  p  Integralen  erster  Gattung  a^'"^  im  Allgemeinen  nur  tehrpro- 
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biem,  Fall  ^^f  güie  Weise  fArt.  23)  deich  sjesetzt  werden  kann,   ist  die  Eindeutig- 

der  Unbe-  ^  ^    °  ^ 

stimmtheit  jjeit  des  Jacobi'schen  Umkelirproblems  bestätigt.    Aber  R lern ann  giebt 

desselben.  -^  („\ 

(Artt.  23,  24)  auch  die  Ausnahmen  an.  Weil  durch  die  Annahme  Uy  =  aV 
0  =:  0  wird,  und  sich  hierbei  die  Argumente  in  eine  Summe  von  nur  p — 1 
Integralen  verwandeln,  deren  obere  Grenzen,  wie  man  leicht  sieht,  noch  be- 
liebig annehmbar  sind  (s.  auch  die  Abhandlung  „Ueber  das  Verschwinden 
der  Thetafunctionen"  J.  f.  M.  Bd.  65),  so  verschwindet  0  identisch,  d.  h.  für 
jeden  beliebigen  Wert  der  oberen  Grenzen  eines  dieser  p — 1  Integrale,  wenn 
die  Argumente  u^  —  e^  gleich  Summen  von  nur  p  —  1  Integralen  erster  Gat- 
tung sind.  Die  Grössen  e^  sind  in  diesem  Falle  einer  negativen  Summe  von 
je  p  —  2  Integralen  gleich  (genauer:  congruent,  bis  auf  Periodicitätsmoduln), 
andererseits,  wie  man  aus  dem  Umstand  schliesst,  dass  die  Thetafunction 
eine  gerade  Function  ist,  gleich  einer  positiven  Summe  von  p  Integralen,  von 
denen  eines,  u^,  noch  beliebig  annehmbar  ist  (Nr.  17,  a.  E.).  Das  Jacobi' 
sehe  Umkehrproblem  wird  also  dann  unbestimmt,  und  die  oberen  Grenzen 
der  p  Integrale,  deren  Summen  die  e^  gleichkommen,  sind  mit  denen  jener 
p  —  2  Integrale  durch  eine  ci-Function  „verknüpft",  d.  h.  bilden  zusammen 
die  2p — 2  Verschwindungsstellen  einer  cp-Function.  Der  Fall  der  Unbe- 
stimmtheit des  Umkehrproblems  ist  also  dadurch  charakterisirt,  dass  die  p  In- 
tegrale, denen  die  e^,  gleich  sind,  als  obere  Grenzen  p  von  den  Verschwin- 
dungswerten  einer  c-Function  haben,  und  dass  zugleich  0(uj — e^ ,  ..., 
Up  —  Cp)  identisch  verschwindet  (Art.  24).  Eine  weitere  Ausführung 
dieses  Punktes  enthält  die  oben  citirte  Abhandlung  über  Abel'sche  Func- 
tionen (J.  f.  M.  Bd.  65,  s.  unten  Nr.  22). 

Wir  übergehen  die  Bifdung  der  Integrale  dritter  Gattung  mittelst 
Logarithmen  von  Thetaquotienten,  und  wenden  uns  sogleich  zum  Inhalt 
der  beiden  letzten  Artikel  (26,  27),  die  von  dem  Ausdruck  algebraischer 
Functionen  (insbesondere  von  rationalen  und  den  Wurzeln  aus  rationalen 
Functionen  von  s,  z)  mittelst  Thetaquotienten  handeln:  einer  Darstellung  der 
algebraischen  Functionen  in  transcendenter  Form,  die  an  Bedeutung  die 
früher  erörterten  (durch  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung)  noch  übertrifft. 
Zweite  Dar-  20.     Bildet  man  zwei  Producte  P  und  Q  von  gleich  vielen  Func- 

stellung  der 

aigebrai-  tioueu  der  Art: 

sehen  Func- 
tion auf 
transeeiiden- 
tera  Weg: 

taquotien-  mit  demselben  s,  z  und  verschiedenen  oberen  Grenzen  a,  C  der   Integrale 

functionen.  a'f*^   für   die  Verschiedenen  0 ,    und  hat   man  andererseits  eine  rationale 

Function  r  von  s,  z,   so   lassen  sich   die   Nullpunkte  tj,  C   dieser  Function 

noch  in  mannigfacher  Weise  als  solche  des  Thetaproducts  P,  die  Unend- 


e(u,-ia(^),  u^-ia^'^),  ...  up-l«(^)) 
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lichkeitspuukte  als  solche  von  Q  einführen.  Lässt  man  dann  die  übrigen 
VerschwindungsNverte  von  P  und  Q  zusammenfallen,  so  wird  jeder  Aus- 
druck von   der  Form: 


P 


g-2:rh,u, 


in  den  Null-  und  Unendlichkeitswerten  mit  r  übereinstimmen.  Durch 
passende  Wahl  der  Constanten  hy  lässt  sich  nun  bewirken,  dass  dieser 
Ausdruck  auch  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  sich  nicht  ändert, 
mithin  die  Eigenschaften  einer  rationalen  Function  besitzt  und  also  nach 
dem  Di richlet 'sehen  Princip  von  r  sich  nur  um  einen  constanten  Factor 
unterscheiden  kann.  Es  ist  indessen  zu  bemerken,  dass  je  eine  Theta- 
function  in  Zähler  und  Nenner  allein  nicht  ausreicht,  um  jene  Null-  u.  s.  w. 
Punkte  unterzubringen,  auch  dann  nicht,  wenn  r  nur  in  p  oder  weniger 
Punkten  null  und  unendlich  \\ird,  weil  sonst  z.  B.  die  Verschwindungs- 
werte  durch  eine  cp-Function  verknüpft  (Art.  16)  wären,  also  das  B  im 
Zähler  identisch  verschwinden  würde  (Art.  24). 

Wohl  aber  reichen  je  eine  Thetafunction  in  Zähler  und  Nenner  hin 
zur  Darstellung  einer  solchen  algebraischen  Function  von  s  und  z,  deren 
Potenz  eine  rationale  ist,  und  die  für  p  oder  weniger  Punkte  null  und 
unendlich  wird;  dieser  Quotient  ist  dann  zugleich  algebraisch  hinsichtlich 
der  Wertepaare  cf,  C,  welche  den  Null-  u.  s.  w.  Stellen  zukommen. 

Die  zuletzt  erwähnte  Darstellung  hat  Riemann  in  seinen  Vorlesun- 
gen über  Abel' sehe  Functionen,  von  denen  ein  Auszug  in  die  ges.  Werke 
aufgenommen  ist,  dem  Studium  der  Wurzeln  aus  gewissen  rationalen 
Ausdrücken,  den  „Wurzelfunctionen",  die  ■  er  dort  (im  engeren  Sinne) 
Ab  er  sehe  Functionen  genannt  hat,  zu  Grunde  gelegt.  Wir  Averden  über 
die  Theorie  dieser  Functionen,  die  schon  vorher  Weierstrass  in  seiner 
Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  ausgezeichnet  hatte,  und  die  seit- 
dem vielfach  behandelt  worden  sind,  an  anderer  Stelle  zu  berichten  haben 
(s.  d.  Ref.  über  Riemann  und  Roch,  Abschn.  V,  B,  und  das  über 
Wurzelfunctionen,  Abschn.  IX).  Auch  werden  wir  sehen,  welchen  Nutzen 
die  Theorie  der  algebraischen  Correspondenzen  (s.  d.  Ref.  Abschn.  X)  aus 
der  Darstellung  algebraischer  Functionen  durch  Thetaquotienten  gezogen 
hat.  So  ist  der  letzte  Artikel  der  Riemann'schen  Abhandlung  zum 
Ausgangspunkt  von  zahlreichen  neuen  Untersuchungen  geworden. 

Der  historischen  Ordnung  vorgreifend,  schliessen  wir  hier  die  Berichte 
über  eine  Arbeit  von  Roch  und  eine  spätere  von  Riemann  an,  die  im 
Verlaufe  des  nächsten  Jahrzehntes  auf  die  Entwicklung  unserer  Theorie 
Avesentlichen  Einfluss  geübt  haben. 
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D.    Gustav  Roch  [1864]  und  Bernhard  Riemann  [1866]. 

(1)  G.  Roch,  üeber  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  algebraischen 

Functionen.     Journ.  f.  Math.  Bd.  64,  S.  372—376.     1864. 

(2)  B.  Riemann,    Ueber  das  Verschwinden  der  Thetafunctionen.     Journ.  f. 
Math.  Bd.  65,  1866,  ges.  Werke  S.  198-210. 

AbZählung  21.     Roch  scbliesst  an  die  in  Art.  5  der  Riemann'schen  Abhandlung 

stameneinerüber  Ab  er  sehe  Functionen  vorgenommene  Abzahlung  der  Constanten  einer 
sehen'' Func- algebraischen  Function,   die  in  m  Punkten  unendlich  wird,   an   und  ver- 
vollständigt sie  in  einem  wesentlichen  Punkte. 

Riemann  zählt  die  Constanten  ab  an  der  Darstellung  der  algebra- 
ischen Function  durch  eine  Summe  s  von  Integralen  erster  und  zweiter 
Gattung  Wi,  t,: 

m  p 

s  =  ^ßiti-h^aiWi-l-const., 
1  1 

wo  die  ot,  ß  willkürliche  Constante  sind,  die  nur  der  Bedingung  ge- 
nügen, dass  die  2p  Periodicitätsmoduln  der  Function  s  beim  üeber- 
schreiten  der  Querschnitte  gleich  Null  sind.  Diese  Bedingung  formulirt 
nun  zunächst  Roch  genauer,  indem  er  die  Periodicitätsmoduln  wirklich 
bildet:  1)  er  zerschneidet  die  Fläche  mittelst  derjenigen  Querschnitte 
a,  b,  die  Riemann  in  Art.  19  seiner  Abhandlung  eingeführt  hat; 
2)  er  benutzt  als  Integrale  erster  Gattung  w  die  Riemann'schen  Argu- 
mente u  der  Thetafunction;  3)  er  denkt  sich  die  Integrale  zweiter  Gat- 
tung t  so  normirt,  dass  ihre  Periodicitätsmoduln  an  den  Querschnitten  a 
verschwinden. 

Sollen  an  denselben  Querschnitten  auch  die  Periodicitätsmoduln  von 
s  verschwinden,  so  müssen  die  constanten  ai  sämtlich  null  sein.  Für 
die  Querschnitte  b  aber  lassen  sich,  wie  Roch  durch  eine  Residuenbe- 
trachtung zeigt,  die  Periodicitätsmoduln  der  normirten  Integrale  t  einfach 
in  der  Form  von  Integranden  erster  Gattung  darstellen,  so  dass  die  für 
die  b  zu  erfüllenden  Bedingungen  lauten: 

lll^(^  =  0.     (v=l,2,...p). 

1  -P    {Si) 

Die  Abzahlung  der  noch  verfügbaren  Constanten  ß  kommt  nun  auf  eine 
Discussion  dieses  linearen  Gleichungsystems  hinaus  und  liefert  —  statt 
der  Riemann'schen  Zahl  m  —  p+1  —  das  Ergebnis,  dass  diese  Zahl 
dann  bis  zu  m — p+l-f-k  ansteigt,  wenn  die  m  Unendlichkeitsstellen  der 
Function  s  so  beschaffen  sind,  dass  k  Functionen  o  in  denselben  ver- 
schwinden, zwischen  denen  keine  lineare  Relation  besteht. 
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Auf  diese  Arbeit  Roch's  bezieht  sich  die  später  in  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  eingeführte  Bezeichnung  „Riemann-Roch'scher 
Satz".  Wir  werden  darüber  in  dem  Abschnitt  über  die  geometrisch-alge- 
braischen Richtungen  V,  E  berichten.  —  Hier  schliessen  wir  noch  die 
Besprechung  der  Arbeit  Riemann's  an,  in  welcher  zum  ersten  Mal  ein 
Begriff,  der  eine  wichtige  Rolle  zu  spielen  berufen  war,  zwar  nicht 
explicite  formulirt,  aber  doch  dem  Inhalt  nach  ausgebildet  in  zwei  be- 
sonderen Fällen  zu  Tage  tritt:  der  Begriff  der  Punktgruppe. 

22.     Anknüpfend  an  den  Art.  24  seiner  Abhandlung  über  Abel'scheReciprocität 

zwischGii 

Functionen  führt  Riemann  in  (2)  aus,  in  welchen  Fällen  die  Function   deu  ver- 

SCh  WJD- 

0(u, — e,,  u.,  —  e„,...Up  —  Op)  identisch,    d.  h.   für  jeden  "Wert   derdungswerten 
oberen  Grenze  s,  z  der  Integrale  erster  Gattung  u,  verschwindet.  ^-Functio- 

Bei  diesem  Anlass  kommt  Riemann  auf  eine  merkwürdige  Reci- 
procität zwischen  gewissen  durch  eine  Gleichung  9  =  0  verknüpften 
Verschwindungswerten  zu  sprechen,  die  später,  unter  dem  Namen  des 
Riemann-Roch'schen  Satzes  verallgemeinert,  für  die  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  von  Bedeutung  geworden  ist. 

Im  Falle  des  identischen  Verschwindens  der  Thetafunction  lässt  sich 
nämlich   in : 

©("1—61,  u^  — e^  ...  Up  — Op) 
das  Grössensystem  Oy  zwar  noch  immer,  wie  im  allgemeinen  Fall,  einer 
Summe  von  p  Integralen  gleich  (oder  vielmehr  congruent  nach  den  Periodi- 
citätsmoduln)  setzen,  aber  mindestens  für  eines  derselben  ist  dann  die 
obere  Grenze  noch  willkürlich  annehmbar.  In  dem  Falle,  dass  0(uj, — e^) 
identisch  gleich  Tsull,  und  nur  eine  (aber  nicht  mehr)  von  jenen  oberen 
Grenzen  beliebig  annehmbar  ist,  betrachtet  Riemann  die  Function: 

©(Uy  +  Otv"* — K  —  Qy) 

Iwo   e,,  =  J[^aW   istl,  die  nun  nicht  mehr  identisch  verschwindet.    Als 

Function  der  oberen  Grenze  von  u^  verschwindet  sie:  ausser  für  u,,  =  u'^ 
noch  für  p  —  1  von  den  oberen  Grenzen  der  aP,  die  vollkommen  be- 
stimmt sind.  Als  Function  der  oberen  Grenze  von  u'^:  ausser  für  die 
von  Uy  und  (weil  0(uy  —  e,,)^0)  für  die  von  a^^\  noch  für  p — 2 
andere  bestimmte  Werte.  Sind  dies  die  oberen  Grenzen  der  Integrale 
uO),  u^2)    ___  u(P-2)    so  hat  man: 

P-2  P 

^u«  =  -e,  =  -^aW, 
1  1 

wo  von  den  a^  eines  willkürlich  wählbar,  die  u  aber  völlig  bestimmt 
sind. 
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In  dem  Falle,  dass  auch  jene  neue  Function  0  identisch  verschwin- 
det, dass  also  von  den  oberen  Grenzen  der  et  mehr  als  eine,  etwa  m, 
willkürlich  sind,  findet  man  ebenso,  dass  es  p — 2  Integrale  u^  giebt, 
deren  obere  Grenzen  wiederum  mit  denen  der  a.  durch  eine  cp-Function 
verknüpft  sind  und  von  denen  alsdann  m — 1  \villkürlich  sind.  Es  gilt 
ebenso  das  Umgekehrte  (wenn  man  von  den  u  ausgeht). 

Jene  p,  bezw.  p — 2  durch  eine  cp-Curve  verknüpften  Grenzpunkte 
stehen  also  in  einem  Reciprocitätverhältnis.  Ganz  ebenso  lässt  sich,  wenn 
die  Function 

0(r,,)  =  O 

ist,  auf  die  Congruenzen: 

p-i  p-i 

r,  =  ^a«  =  -^uW 
1  1 

schliessen,  wo  von  den  oberen  Grenzen   sowohl  der  a.  wie  der  u  sich  m 

Avillkürlich  annehmen  lassen,  und  wiederum  das  Verhältnis  zwischen  den 

a  und  u  ein  reciprokes  ist. 

E.    Rückblick  anf  Biemann. 

Riemann  23.     Um  die  Stellung  zu  würdigen,  die  Riemann's  Arbeiten  in  der 

und  seine  m,  .  .  i  i       i  ..    i  i  •  t  i         j 

vorgiiuger.  Geschichte  unserer  Theone  einnehmen,  und  den  machtigen  Impuls,  der 
von  ihnen  ausging,  zu  verstehen,  hat  man  sich  zu  vergegenwärtigen,  dass 
seine  Thätigkeit  in  eine  Zeit  fiel,  wo  eben  die  wirksamen  Hülfsmittel, 
die  Cauchy  für  das  Studium  der  Functionen  geschaffen  hatte,  zum  Ge- 
meingut der  Mathematiker  geworden  waren,  und  die  grossen  Probleme, 
welche  die  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Functionen  gestellt  hatte, 
insbesondere  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem,  die  Besten  unter  den 
jüngeren  Mathematikern  deutscher  Schule  lebhaft  bewegten.  In  einem 
deutschen  Journale  niedergelegt,  harrten  die  Methoden  und  Ergebnisse, 
welche  besondere  Fälle  jenes  Problems  betrafen,  die  aber  zumeist  das 
reelle  Gebiet  der  Variabein  nicht,  wenigstens  nicht  grundsätzlich  ver- 
liessen,  ihrer  Ausdehnung  auf  den  allgemeinen  Fall.  Es  lag  auf  der  Hand, 
dass  dieser  nur  im  Anschluss  an  die  Cauchy'schen  Methoden  der  Fort- 
setzung einer  Function  in  der  imaginären  Ebene  unter  gleichzeitiger  Fort- 
bildung des  Begriffs  einer  algebraischen  Function,  wie  ihn  Abel  in  seiner 
Pariser  Arbeit  entwickelt  hatte,  bewältigt  werden  konnte. 

Ob  Puiseux,  der  diese  Methoden  beherrschte,  und  dem  andererseits 
auch  jene  Fragestellung  nicht  fremd  war,  ihre  Bedeutung  ganz  gewürdigt 
hat,  lässt  sich  schwer  beurteilen.     Wenn  er  die  Abzahlung  der  Perioden 
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auf  solche  Integrale,  die  sich  über  Wurzelausdriicke  erstrecken,  beschränkt 
hat,  ja  nicht  einmal  für  diesen  Fall  die  überall  endlichen  Integrale  aus- 
zeichnet, so  lässt  sich  daraus  zum  mindesten  schliessen,  dass  er  Abel's 
Pariser  Arbeit  nicht  genauer  kannte,  weil  schon  Abel  die  Zahl  p,  wenn 
auch  ohne  jene  Integrale  abzusondern,  für  den  allgemeinen  Fall  gebildet 
hatte.  Ueber  die  Stellung,  dieWeierstrass  zu  jenen  Fragestellungen  ein- 
nahm, haben  wir  oben  (s.  III.  Abschn.  No.  34)  gesprochen. 

Dass  Riemann,  der  allenthalben  eine  genaue  Litteraturkenntnis  verrät, 
wenn  er  die  Pariser  Arbeit  auch  nicht  erwähnt,  doch  mit  ihren  Ergeb- 
nissen bekannt  war,  lässt  sich  wohl  annehmen.  Er  hätte  zu  den  fun- 
damentalen Begriffen  des  Integranden  erster  Gattung  und  der  -^-Function 
gelangen  können  durch  weitere  Ausbildung  des  Gedankengangs  von  Abel, 
der  Integranden  herstellt,  für  welche  die  Integralsumme  nach  dem  Abel' 
sehen  Theorem  eine  Constante  giebt.  Aber  es  ist  nicht  wahrscheinlich, 
dass  Riemann  diesen  Weg  eingeschlagen  hat.  Wir  haben  oben  den  Ideen- 
kreis bezeichnet  —  Functionsbestimmungen  nach  Art  der  in  der  Potential- 
theorie üblichen  — ,  aus  dem  heraus  Riemann,  vielleicht  an  der  Hand 
eines  Abbildungsproblems,  zu  der  Vorstellung  von  der  unberandeten  Fläche, 
zu  den  linearen  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten  und 
zugleich  zu  den  elliptischen  und  Abel'schen  Integralen  gelangte;  die 
Eleganz  und  Fruchtbarkeit  des  Gedankengangs  musste  ihn  zu  weiterer 
Verfolgung  anregen.  Die  Unstetigkeiten  längs  der  Begrenzung,  welche  die 
Potentialfunction,  bez.  ihre  Abgeleiteten  aufweisen,  boten  Analogien  zu  den 
Cauchy'schen  lignes  d'arret,  und  so  mag  sich  Riemann  das  Grundpro- 
blem dargeboten  haben:  in  einer  Fläche,  deren  Gestalt  die  algebraische 
Unterlage  im  Allgemeinen  abgiebt,  die  zu  den  algebraischen  Functionen 
gehörigen  Integrale    durch    ihre   Periodicitätsmoduln    allein   zu  definiren. 

Aber  es  war  mehr,  als  bloss  ein  allgemeiner  Ueberschlag  über  solche 
mutmasslichen  Zusammenhänge,  was  der  Potentialtheorie  entnommen 
wurde.  Ihr  entstammt  vor  allem  das  Dirichlet'sche  Princip:  die  genaue 
Umgrenzung  der  Bedingungen,  die  einer  in  der  zerschnittenen  Fläche  T' 
eindeutigen,  in  einzelnen  Punkten  unstetigen  Function  auferlegt  werden 
können.  Beschränkt  man  sich  auf  algebraische  und  logarithmische  Unste- 
tigkeitspunkte,  und  sind  die  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  zutre- 
tenden „Periodicitätsmoduln"  additive  Constanten,  so  ist  bloss  der  reelle 
Teil  der  letzteren  willkürlich  annehmbar,  und  die  Functionen  sind  Integrale 
algebraischer  Functionen.  Jenes  Princip  lieferte  Riemann  somit  die  feste 
Grundlage  für  die  Definition  seiner  erzeugenden  Functionen:  der  Integrale 
der  drei  Gattungen.    Mit  ihrer  Hülfe  erst  werden  die  in  der  Fläche  T  ein- 
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deutigen,  nur  in  Punkten  unstetigen  algebraischen  Functionen  gebildet,  die 
dann  durch  rationale  Functionen  der  unabhängig  Variabein  z  und  irgend 
einer  beliebigen  s  unter  ihnen,  welche  mit  z  durch  die  eine  algebraische 
Gleichung  F(s,  z)  =  0  verbunden  ist,  dargestellt  werden. 

Diese  völlige  Ablösung  der  Untersuchung  von  der  wirklichen  Dar- 
stellung einer  Function,  zu  der  man  erst  hinterher  gelangt,  während  man 
sonst  von  den  rationalen  bezw.  algebraischen  Functionen  auszugehen  pflegte, 
ist,  wie  wir  oben  hervorgehoben  haben,  derjenige  Zug  der  Riemann'schen 
Theorie,  den  er  völlig  neu  aus  dem  Rüstzeug  der  mathematischen  Physik 
entnommen  und  seiner  Forschung  zugefügt  hat.  Die  berechtigten  Ein- 
wände, die  man  seitdem  gegen  das  Dirichlet'scheu  Princip  erhoben  hat, 
und  von  denen  wir  berichtet  haben,  vermögen  die  Thatsache  nicht  zu  be- 
seitigen, dass  dieser  Satz  in  der  Hand  des  Erfinders  zu  einem  Werkzeug 
geworden  ist,  das  die  Wissenschaft  um  ungeahnte  Schätze  bereichert  hat. 
Diese  Errungenschaften  auf  einem  Wege  zu  sichern,  der  völlig  einwand- 
frei ist,  hat  sich  die  Forschung  seitdem  angelegen  sein  lassen. 
Die  neuen  24.     AIs  die  wesentlichsten  Ergebnisse  der  Rie  mann 'sehen  Abhand- 

Ergebnisse  ° 

der  Rie-  j^jg  lassen  slch  etwa  folgende  bezeichnen: 

mann  sehen  °  ° 

Theorie.  Gegenüber  dem  Standpunkt  von  Abel,  Jacobi  und  Weierstrass  — 

der  Letztere  nur  insoweit,  als  dessen  Arbeiten  vor  Rie  mann  in  Betracht 
gezogen  werden  — : 

1.  Bildung  des  überall  endlichen  AbeTschen  Integrals,  insbesondere 
der  cp-Function. 

2.  Constantenbestimmung  für  eine  algebraische  Function,  die  in  ge- 
gebenen Punkten  des  algebraischen  Gebildes  F(s,  z)  =  0  unendlich  wird. 

3.  Begriff  der  rationalen  Transformation  und  der  Moduln  einer 
Klasse. 

4.  Einführung  von  solchen  Periodicitätsmoduln  in  den  Expo- 
nenten der  Thetafunctiou,  für  welche  sich  die  Convergenz  der  Reihe  be- 
weisen lässt. 

5.  Bestimmung  der  Nullstellen  der  so  definirten,  von  nur  einer 
Stelle  der  Fläche  abhängigen  Thetafunction. 

6.  Beweis  der  Eindeutigkeit  des  Umkehrproblems,  nebst  Ausnahmen. 

7.  Ausdruck  algebraischer  Functionen  durch  Thetaquotienten. 

Wir  haben  bei  dieser  Aufzählung  uns  auf  diejenigen  Punkte  be- 
schränkt, die  sich  für  die  Entwicklung  unserer  Theorie  als  besonders 
wichtig  erwiesen  haben.  Es  ist  ferner  gegenüber  Cauchy  auf  die  freie 
Auffassung  des  Functionsbegriffs  und  die  Abgrenzung  der  zur  Bestimmung 
einer  Function  notwendigen  Bedingungen  hinzuweisen;  gegenüber  Puiseux 
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auf  das  anschauliche  Substrat  für  die  Vorstellung  der  mehrdeutigen  alge- 
braischen Function:  die  Riemann'sclie  Fläche  und  die  durch  ihre  Zer- 
schneidung gewonnene  Einsicht  in  die  Zahl  der  Perioden  der  Integrale 
algebraischer  Functionen. 

25.  Aber  wenn  heute  die  Fülle  von  merkwürdigen  Ergebnissen  der  ^J^  ^heo- 
Rie  mann 'sehen  Theorie  zu  einem  integrirenden  Bestandtheil  der  Wissen-  lassen^zu- 
schaft  und  damit  schon  jetzt  zur  Grundlage  für  neue  weitaussehende  Gedanken- 
Forschungen  geworden  ist,  so  hat  man  doch  geglaubt,  den  Weg,  den  Rie-nfan°n^s^ünj 
mann  ein  geschlagen  hat,  in  der  Hauptsache  verlassen  zu  müssen,  und  ^a^igbral-* 
nur  Bruchstücke  des  kühnen  Auf  baus  sind  in  die  einzelnen  Theorien  über-'^tf(f°en"°,7 
gegangen,  welche  Zeitgenossen  Riemann's  und  Neuere  an  seine  Stelle  Grufdl'rfge. 
zu  setzen  für  wünschenswert  hielten. 

Wenn  -wir  von  solchen  Schriftstellern  absehen,  die,  wie  C.  Neumann, 
Briot,  Klein,  in  ihrer  Darstellung  der  Theorie  der  Aberschen  Func- 
tionen vornehmlich  eine  Interpretation  der  Riemann'schen  Abhandlung 
ins  Auge  gefasst  haben,  sind  alle  Neueren,  welche  die  Theorie  der  Abel' 
sehen  Functionen  vortragen,  auf  die  algebraischen  Functionen  als  ihre 
natürliche  Grundlage  zurückgegangen  und  entwickeln,  von  hier  aus  zum 
Transcendenten  fortschreitend,  in  umgekehrter  Anordnung  wie  Riemann, 
die  Ergebnisse  seiner  Forschungen,  —  Wir  wissen  nicht,  in  welchem  Um- 
fange Weierstrass  neben  und  unabhängig  von  Riemann  seine  fein- 
sinnige und  strenge  Theorie  der  Abel'schen  Functionen,  die  er  seit  der 
Mitte  der  sechziger  Jahre  in  Vorlesungen  an  der  Berliner  Universität  vor- 
trägt, ausgebildet  hat.  Jedenfalls  nimmt  auch  er  den  bezeichneten  Aus- 
gangspunkt. 

Den  Hauptgrund  für  dieses  Aufgeben  des  Riemann'schen  Gedanken- 
ganges haben  wir  früher  angeführt.  Die  unsichere  Grundlage,  die  das 
Dirichlet'sche  Princip  bietet,  und  für  das  selbst  die  eindringenden  Nach- 
forschungen von  Schwarz  und  Neumann  nach  einem  passenden  Ersatz 
heute  noch  kein  völliges  Aequivalent  bieten,  hat  man  durch  die  Ausbil- 
dung einer  „Theorie  der  algebraischen  Functionen"  ersetzt  und  sich  da- 
mit dem  natürlichen  Entwicklungsgange  der  Wissenschaft  wieder  genähert. 

Zu  diesen  Bedenken  gesellten  sich  solche  gegen  den  Gebrauch  der 
Riemann'schen  Fläche.  Wiewohl  sich  Riemann  selbst  auf  eine  genaue 
Vorstellung  von  derselben  niemals  beruft,  setzt  doch  schon  die  Operation 
des  Querschnittlegens  und  damit  weiterbin  der  Uebergang  zu  der  Glei- 
chung F(s,  z)  =  0  und  alles  Folgende,  genau  genommen,  die  Kenntnis 
des  fertigen  Gebildes  voraus.  Wir  werden  Aveiter  unten  noch  von  den 
Bemühungen  der  nächsten  Nachfolger  Riemann 's  zu   reden  haben,    die 
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verschiedenen  möglichen  Gestalten  der  Fläche  zu  erörtern,  die  derselben 
Gleichung  F(s,  z)=0  entsprechen.  Aber  eben  weil  die  Theorie  Rie- 
mann's  zunächst  dieser  Discussion  entraten  kann,  muss  es  möglich  sein, 
die  Fläche  durch  einfachere,  für  den  Bedarf  eben  ausreichende  Vorstel- 
lungen zu  ersetzen.  Der  grösste  Teil  der  Theorie  lässt  sich  denn  auch 
ohne  jede  geometrische  Interpretation  an  jene  Gleichung  anschliessen, 
welche  die  algebraische  Function  definirt,  wobei  jedoch,  teils  wegen  der 
Kürze  der  Darstellung,  teils  aus  inneren  Gründen  die  Begriffsbildungen 
und  Bezeichnungen  entweder  der  Theorie  der  algebraischen  Curven  oder 
der  Zahlentheorie  entnommen  werden. 

Aus  den  geschilderten  Bedürfnissen  heraus  hat  sich  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  in  ihrer  heutigen  Gestalt  endgültig  entwickelt. 
Dabei  mussten  selbstverständlich  die  grundlegenden  Untersuchungen  von 
Abel,  Cauchy,  Jacobi,  Puiseux  den  Ausgangspunkt  abgeben.  Aber 
diese  allein  haben  jene  Theorie  nicht  ins  Leben  gerufen.  Erst  Riemann's 
Abhandlung  machte  die  Ausgestaltung  jener  Disciplin  erforderlich,  die 
zugleich  wesentliche  Bestandteile  aus  derselben  in  sich  aufnahm.  Dar- 
unter freilich  gerade  nicht  die  grundlegenden  Sätze.  Diese  haben  sich 
erst  unter  dem  Drucke  des  Bedürfnisses,  die  R iem an n 'sehen  Sätze  auf 
nicht  transcendente  Basis  zu  stellen,  herausgebildet. 

Wir  glauben  hiermit  die  letzte,  aber  stärkste  Wurzel  bezeichnet  zu 
haben,  aus  der  die  heutige  Theorie  der  algebraischen  Functionen  ent- 
sprossen ist.  Aber  ehe  sich  diese  Bildung  in  bewusster  und  folgerichtiger 
Weise  vollzog,  trat  ein  Uebergangsstadium  ein,  in  welchem  sich  durch 
die  verständnisvolle  Mitarbeit  von  Schülern  Riemann's  dessen  Theorie 
in  wichtigen  Punkten  vervollkommnete,  während  zugleich  die  Thätigkeit 
mehrerer  Geometer,  welche  die  Riemann'schen  Ergebnisse  für  ihre  Zwecke 
fruchtbar  zu  machen  wussten,  das  Verständnis  der  Riemann'schen  Theorie 
in  weitere  Kreise  verbreitete  und  alsbald  eine  erste  Umgestaltung  dieser 
Theorie  zeitigte  (s.  V,  C).  In  Verbindung  hiermit  werden  wir  uns  unten 
mit  einem  noch  nicht  besprochenen  Untersuchungsgebiete  Riemann's 
zu  beschäftigen  haben,  das  mit  der  geometrischen  Auffassung  seiner 
Theorie  in  Zusammenhang  steht:  der  Theorie  der  Wurzelf unctionen  (V,  B, 
s.  auch  IX),  zuvor  aber  (V,  A)  auf  das  grosse  Feld  der  geometrisch-alge- 
braischen Vorarbeiten,  die  diesen  Untersuchungen  die  Wege  geebnet  haben, 
in  einem  Excurse  eingehen. 


V.  Absclinitt. 

Die  geometriscli-algek'aisclien  EicMungen. 

1.     Die  neueren  Richtungen  in  der  Theorie  der  alc?ebraischen  Func- Grupp'rung 

°  °  der  neueren 

tionen,  die  nicht  rein  functionentheoretischer  Natur   sind,    lassen   sich  in  Richtungen, 
fünf  Gruppen  scheiden: 

Erste  Gruppe:  die  geometrisch-algebraische  Richtung,  vertreten  durch 
Riemana,  Roch  1862— 1866,  Clebsch  186S— 1865,  Clebsch-Gordan, 
von  1865  an,  Brill-Noeth  er,  von  1871  au. 

Zweite  Gruppe:  die  algebraische,  vertreten  durch  die  Vorlesungen  von 
Kronecker,  Weierstrass,  von  1860  an  (bekannt  nach  1872),  und 
von  Christoffel  1880. 

Dritte  Gruppe:  die  invarianten-  oder  forraentheoretisch-algebraische, 
vertreten  durch  Weber,  Noether,  Ghristoffel,  Klein  und  (bezüglich 
der  Wurzelfunctionen)  durch  Frobenius,  Schottky,  1877  ff. 

Vierte  Gruppe:  die  arithmetische  von  Dedekind-Weber  1880,  Kron- 
ecker 1881,  Henselu.  s.  w. 

Fünfte  Gruppe:  die  geometrische  von  Segre  und  Castelnuovo,  von 
1888  an. 

Wir  werden  die  ersten  drei  Gruppen  in  der  vorstehenden  Reihen- 
folge der  Publication  besprechen,  nach  dem  in  der  Vorrede  Bemerkten 
jedoch  auf  die  Behandlung  der  vierten  und  fünften  Gruppe  verzichten. 
Ein  Referat  über  die  Theorie  der  singulären  Punkte  stellen  wir  zwischen 
die  Besprechung  der  ersten  Gruppe  und  die  der  Vorlesungen  von  Weier- 
strass, weil  Brill-Noether  diese  Theorie  am  Schlüsse  ihrer  Darstellung 
heranziehen,  Weierstrass  sie  voraussetzt,  und  weil  sich  hierbei  die  er- 
wünschte Gelegenheit  ergiebt,  auf  die  Kronecker'sche  Abhandlung  über 
die  Discriminante  einzugehen. 

Alle  die  genannten  Richtungen  haben  das  Gemeinsame,  einmal,  dass 
sie  von  einer  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein,  f(s,  z)=:  0,  ausgehen 
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und  die  von  Cauchy,  Abel,  Gauss  etc.  geschaffenen  Grundlagen  der 
Gleichungstheorie  anerkennen  und  ohne  "Weiteres  herübernehmen;  sodann, 
dass  sie  auch  die  Hauptsätze  der  Eliminationstheorie,  nur  in  verschiedenem 
Umfange  und  in  verschiedener  Form,  anwenden.  Der  letztere  Umstand 
wird  bei  den  Einzelbesprechungen  Berücksichtigung  finden.  Die  gemein- 
samen Grundgedanken  der  verschiedenen  Richtungen  und  Gruppen  wer- 
den besonders  in  dem  Referat  über  "Weierstrass  hervorgehoben  werden. 
Die  Vorgeschichte  der  zweiten  Gruppe  hat  durch  Besprechung  der 
functionentheoretischen  Untersuchungen  von  Abel,  "Weierstrass  und 
Riemann  bereits  ihre  Erledigung  gefunden  (Rf.  III,  IV).  Aber  auch  die 
Arbeiten  der  ersten  Gruppe,  wie  mannigfacher  Natur,  bei  Clebsch  selbst 
functionentheoretischer  Art,  auch  ihre  Hülfsmittel  sind,  haben  eine  gemein- 
same vielverzweigte  geometrisch-algebraische  V  orgeschichte,  die  wir  zunächst 
noch  nachholen  müssen.  Denn  obgleich  sie  sich  mehr  im  Gebiete  der 
projectiven  Geometrie  bewegt,  während  zur  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  eine  Geometrie  der  rationalen  Transformationen  ge- 
hört, haben  doch  ihre  Hauptmomente  Einfluss  auch  auf  die  Theorien  der 
algebraischen  Functionen  gewonnen.     Diese  Momente  sind: 

a)  die  Schnittpunkttheorien  für  Curven;  also  die  Eliminations- 
processe  von  Euler,  Gramer  und  Bezout,  die  %vir  bereits  behandelt 
haben  (Rf.  I),  und  ihre  geometrische,  bezw.  algebraische  Ausgestaltung 
besonders  durch  Plücker  und  Jacobi; 

b)  die  mit  den  Betrachtungen  über  singulare  Punkte  von  Newton 
und  Gramer  (s.  Rf.  I)  zusammenhängenden  geometrischen  Begriffsbildungen 
über  Curvenerzeugung,  bei  Plücker  u.  s.  w.; 

c)  die  Entwicklung  der  projectiven  Auffassung  bei  Hesse,  Aron- 
hold  u.  s.  w.; 

d)  die  Aufstellung  von  kanonischen  Gleichungsformen,  insbe- 
sondere : 

e)  Untersuchungen  über  Systeme  von  Berührungscurven  bei 
Plücker  und   Hesse. 


Ä.    Vorgeschichte  der  geometrisch-algebraischen  Riclitung  bis  1862. 

a.     Schnittpunkttheorien  von   Plücker  und  Jacobi. 

Litteratur: 
G.  Lame, 

(1)  Examen  des   differentes    methodes   employees   pour  resöudre  les  pro- 
blemes  de  geometrie.     1818. 
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J.  Plücker, 

,        (1)  Analytisch-geometrische  Entwickhingeu.     Essen. 
I.  Bd.  1828,  dat.  1827  (s.  S.  228). 
II.  Bd.  1831,  dat.  1830  (s.  S.  242). 

(2)  Recherches  sur  les  courbes  (surfaces)  algebriques  de  toiis  les  degres. 
Anuales  de  Gergonne,  t.  19,  p.  97  u.  129,  1828—29. 

(3)  Theoremes  generaux  conceruant  les  equations  d'un  dcgre  quelconque 
entre  ud  nombre  quelconque  diucouuus.  Jouru.  t".  M.XVI,  S.  47 — 54, 
1837  (gleichzeitig  mit  Jacobi(2)). 

(4)  System  der  analytischen  Geometrie.     Berlin  1835. 

(5)  Theorie  der  algebraischen  Curven,  gegründet  auf  eine  neue  Beiiand- 
lungsweise  der  analytischen  Geometrie.  Bonn  1839  (s.  bes.  die  einlei- 
tenden Betrachtungen). 

C.  G.  J.  Jacobi, 

(1)  Theoremata  nova  algebraica  circa  systema  duarum  aequatiouum  inter 
duas  variabiles  propositarum.  Jouru.  f.  M.  XIV,  S.  281 — 288,  Werke, 
her.  V.  Weierstrass,  III,  S.  285,  -Juni  1835. 

(2)  De  relationibus  quae  locum  habere  debent  intra  puncta  intersectionis 
duarum  curvarum  vel  trium  superficierum  algebraicarum  dati  ordinis, 
simul  cum  euodatioue  paradox!  algebraici.  Jouru.  f.  M.  XV,  S.  285—308, 
Werke  III,  S.  329. 

2.    Das  sogenannte  „Gramer' sehe  Paradoxon"  haben  wir  schon  früher  Das  Para- 
doxon. 
(Ref.  I,  Nr.  26)    erwähnt.      Es   besteht  in   der  von  Euler  und  Gramer    Die  auf 

einer  gege- 

ausgesprochenen   Form    darin,   dass   sich  zwei  Curven  nter  Ordnung  (Cu)i><?nenCnrve 

mitbestimra- 

in  mehr  Punkten  sclmeiden,  als  eine  einzelne  derselben  hestinimen;  und  teu  punkte, 
beide  geben  dafür  die  richtige  Erklärung,  dass  v  lineare  Gleichungen  mit 
V  Unbekannten  dieselben  nicht  immer  bestimmen,  sondern  unendlich  viele 
Wertsysteme  der  Unbekannten  zulassen  können.  Gramer  erkennt  hierbei 
noch  nicht,  dass  alle  durch  ■|n(n  +  3) — 1  Punkte  gehenden  unendlich 
vielen  Curven  Cn  denselben  Restschnitt  besitzen;  dies  ist  vielmehr  eine 
von  Euler  angedeutete,  aber  erst  von  Lame  (1)  1818  ausgeführte  Bemer- 
kung. Die  Clebsch'sche  Fassung  des  Paradoxons:"'')  „Wenn  von  den  Durch- 
schnittspunkten zweier  Curven  eine  gewisse  Zahl  bestimmt  ist,  so  ist  der 
Rest  damit  von  selbst  bestimmt,  ohne  dass  umgekehrt  die  Curven  selbst 
durch  diese  Punkte  bestimmt  wären",  trifft  daher  für  Gramer  nicht 
völlig  zu. 

Während  schon  Euler  von  unendlich  vielen,  von  willkürlichen  Para- 
metern linear  abhängigen  Curven  sprach,  war  es  doch  erst  Lame,  der 
diesen  Umstand    zur   algebraischen  Basis   der  Behandluno-  von  Schnitt- 


*)  Zum  Gedächtnis  an  Julius  Plücker,  vou  A.  Clebsch,  Abb.  der  Gott. 
Ges.  d.  Wiss.  XV,  1872. 

Jaliresliei".  d.  Deutschen    Matheni. -Vereinigung.     III.  19 
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piinktfragen  umschuf,  indem  er  alle  Curven  nter  Ordnung,  welche  durch 
die  n^  Schnittpunkte  zweier  Curven  nter  Ordnung,  Cq  und  CJ,',  gehen,  in 
die  einen  willkürlichen  Parameter  linear  enthaltende  Gleichungsform  setzte: 

c„  =  c;+xc;,'  =  0. 

Aher  obgleich  der  Gesamtinhalt  des  Systems  von  n'  linearen  Glei- 
chungen durch  diese  Form  vollständig  wiedergegeben  ist,  so  ist  dies 
keineswegs  mit  dem  oben  genannten  Teilsysteme  von  ^n(n-f-3) — 1 
Gleichungen  immer  der  Fall;  es  muss  vielmehr  die  Bedingung  ihrer  Un- 
abhängigkeit hinzutreten,  wenn  die  übrigen  -|(n — l)(n  —  2)  Gleichungen 
aus  dem  Teilsysteme  von  selbst  folgen  sollen.  Die  obige  Clebsch'sche 
Fassung  —  welche  also  selbst  wieder  zu  einem  ähnlichen  Paradoxon 
führen  würde,  wie  das,  zu  welchem  der  ursprüngliche  Satz  Anlass  gab  — 
ist  daher  auch  keine  Wiedergabe  der  Lame 'sehen  Gleichung  an  sich, 
wohl  aber  derjenigen  Auffassung,  welche  Gergonne  (in  seinen  Annales, 
Bd.  17)  und  bald  darauf  Plücker  ((2);  kurz  vorher  in  (1)  I.  Bd.  (Note 
zu  p.  228);  eingehender  in  (3)  und  später  in  (5)  pag.  7 — 12)  daraus 
entwickelte. 

Plücker  selbst  war  sich  der  Begrenztheit  seiner  Auffassung  sehr 
wohl  bewusst;  und  er  deutet  diesen  Umstand  ausdrücklich  an,  indem 
er  sich  der  Bezeichnungsweise:  „im  allgemeinen",  oder:  die  gegebenen 
Punkte  sollen  „beliebig",  „zufällig"  gelegen  sein,  bedient.  Genau  ge- 
nommen wird  damit  jede  Anwendung  auf  einen  vorliegenden  Fall  von  selbst 
ausgeschlossen,  weil  nicht  angegeben  wird,  ob  dieser  Fall  unter  dem 
„allgemeinen"  unterbegriffen  ist.  Diese  Unbestimmtheit  der  Sätze  durch- 
zieht, von  Plücker  an,  die  ganze  an  ihn  anschliessende  Algebra  und 
Geometrie,  bis  zu  den  Darstellungen  von  C leb  seh  hin;  sie  ist  in  dem 
hier  zu  betrachtenden  Gebiete  erst  in  den  siebenziger  Jahren  überwunden 
worden.  Aber  sie  kann  doch  als  ein  notwendiger  Durchgangspunkt  be- 
trachtet werden,  insofern  sie  einmal  ein  leichteres  Vordringen  erlaubte 
und  zu  Resultaten  führte,  die  immerhin  sehr  weite,  wenn  auch  nicht  fest 
abgegrenzte  Gebiete  umspannten;  hauptsächlich  aber,  insofern  sie  den  Ge- 
sichtskreis dergestalt  erweiterte,  dass  sich  später  das  Bedürfnis  und  die 
Möglichkeit  strenger  Begründung  geltend  machen  konnte. 

Eine  gerade  für  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  wichtige 
"Wendung,  welche  Plücker  der  Frage  gab,  war  die*),  dass  er  in  den 
Schnittpunktsätzen  eine  Curve,  Cu,  als  fest  gegeben  zu  Grunde  legte, 
die   übrigen   schneidenden   Curven   als    beweglich  annahm.      Während  er 


*)  Vgl.  Clebsch  a.  a.  0. 
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dabei  noch  in  (1)  übersah,  dass  die  schneidenden  C,'„(m^n)  die  Grund- 
curve  C„  als  Teil  enthalten  könnten,  hat  er  in  (3)  aus  der  Gleichung 

^'m  ^^^  ^m    i"-^m— n  • '-'11  ^5 

—  der  Verallgemeinerung  der  Lame'schen  Gleichung  auf  m  >  n,  indem 
A,u_n  ein  Polynom  (m — n)tenGrades  vorstellt  —  die  richtigeAbzählungs- 
methode  für  die  auf  einer  Curve  C,i  vorhandenen  Systeme  von  je  mn 
Schnittpunkten  mit  allen  Curven  mter  Ordnung  gegeben.  Da  nämlich 
nach  dieser  Gleichung  durch  jedes  solche  System  noch  c>o["*~'>],  d.  h. 
[m  —  u]-}-l   linear  unabhängige  Curven  Cm  gehen,  wo 

i(r+l)(r+2)  =  [r] 
gesetzt  ist,  so  giebt  es  nur 

solcher  Systeme  auf  der  Cn.  Nach  Plücker's  Ausdrucksweise:  durch 
mu — -^(n — l)(n  —  2)  „beliebig"  auf  der  gegebenen  Cq  angenommene 
Punkte  sind  die  übrigen  p  =  ^(n — l)(n — 2)  der  mn  Schnittpunkte  mit 
einer  C,^  bestimmt  (die  Erweiterung  von  Plücker  auf  drei  Flächen  u.  s.  w, 
ist  nicht  ganz  correct). 

3.     Die  algebraische  Discussion  der  Relationen  zwischen  den  Coor-    Schnitt- 

piiiikt- 

dinaten  der  mn  Schnittpunkte  zweier  Curven  mter  und  nter  Ordnung  hat  reiationen. 
Jacobi    in  Augriff   genommen,    indem   er   in   (1)   den  Satz  aus  der  ge- 
wöhnlichen Partialbruchzerlegung:    „dass  ^Uj/(öf/öx)i  =  0  wird,  wenn 

i 

die  Summe  über  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  f  (x)  =  0  erstreckt  wird, 
und  ü  eine  ganze  rationale  Function  von  x  von  höchstens  dem  (n  —  2)ten 
Grade  ist"  auf  die  symmetrischen  Functionen  der  gemeinsamen  Wertsysteme 
zweier  Gleichungen 

f(x,y)  =  0,     9(x,y)  =  0 

vom  nten,  bezw,  mten  Grade  ausdehnte,  wie  folgt.     Sei 

df  d^         df   dcp 
dx  dy        dy  dx 

und  sei  U  irgend  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  y  von  höchstens 
dem  (m-(-n — o)ten  Grade,  so  wird 

ft  =  °- 

wenn  die  Summe  sich  über  die  mn  Schnittpunkte  von  f  =  0,  (3  =  0  er- 
streckt. 

Dieser  Satz  —  der  sogenannte  „Jacobi 'sehe  Satz",  auf  welchen 
Clebsch  das  Abel'sche  Theorem  gestützt  hat  —  ergiebt  sich  im  wesent- 
lichen durch  doppelte  gewöhnliche  (binäre)  Partialbruchzerlegung  des  Aus- 

19* 
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drucks  (UV)/(XY),  wo  X  und  Y  die  durch  Elimination  von  y,  bezw.  x 

entstehenden  Resultanten  aus  f,  cp  sind,  so  dass 

X  =  Mf+Ncp,     Y  =  Pf+Q9 

1       dX      dY 

wird;    ferner  V  =  MQ  —  ^T  =  —  • -—  (für  f  =  0,  o  =  0),  und 

R      dx       dy  ' 

wo  U  eine  ganze  Function  von  x,  y  ist. 

Hierzu  bemerkt  Kronecker  (Berl.  Monatsber.  Dec.  1865,  wo  auch 
der  Satz  selbst  auf  andere  Welse  hergeleitet  wird),  dass  die  Jacobi'schen 
Angaben  über  die  Grade  von  M,  N,  etc.  alle  streng  werden,  sobald  mau 
nur  für  alle  mn  Schnittpunkte  endliche  (und  getrennte)  "Wertsysteme  von 
X,  y  annimmt.  Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  rührt  von  Liouville  her 
(Memoire  sur  quelques  propos.  gen.  de  geometfie  et  sur  la  theorie  de  Feli- 
mination  dans  les  eq.  algebr.  (Liouv.  J.  VI,  1841);  auch  C.  R.  XUI,  1841, 
p.467  nach  anderer  Methode;  s.  wegen  des  Satzes  und  der  ersteren  Methode 
Serret'sAlgebre,  I.Bd.  §274);  und  diesem  allgemeineren  Satze  ganz  analog, 
nur  scheinbar  noch  allgemeiner,  ist  derjenige,  welchen  Harnack  (Math.  Ann. 
IX;  vgl.  Clebsch-Lindemann,  Vorl.  über  Geometrie,  I.  Band  S.  826)  aus 
dem  Jacobi'schen  Satze  durch  Zerlegung  der  Function  cp  in  ein  Product  6.^ 
erzielt  hat;  indess  verwendet  bereits  Liouville  selbst  die  Annahme,  dass  cp 
ein  Product  ^.y^  sei,  zu  einer  Art  von  Partialbruchzerlegung  und  giebt  auch 
eine  Formel,  die  sich  unmittelbar  in  die  Harnack'sche  überführen  lässt. 
—  Eine  Ausdehnung  des  Jacobi'schen  Satzes  auf  n  Variable  findet  sich 
bei  Jacobi  selbst  ((2)  §§  6 — 10),  bei  Betti  (Sopra  l'eq.  alg.  con  piü 
indeterminati,  Annali  dl  Matern.  I,  1858)  und  bei  Clebsch  (Anw.  der 
Abel'schen  Functionen  in  der  Geom.,  Journ.  f.  M,   63,   1863). 

In  (2)  sucht  nun  Jacobi  aus  seinem  Satze  die  Relationen  selbst 
zu  gewinnen  und  zu  beherrschen.  Es  gelingt  ihm  dies  auch  zunächst 
für  m  =  n,   indem  er   durch  Elimination    der  n''' — 1  Verhältnisse  der  Rj 

aus  den  ^(2 n  —  2)(2n—l)  Gleichungen  ^--i  =  0  die  (n  — l)(n— 2) 

i    Ri 

Bedingungsgleichungen  zwischen  den  2n^  Coordinaten  rein  darstellt.    Für 
m  ;>>  n  verwendet  er  erst   l^n(n  +  3)  Punkte  zur  Bestimmung  der  Cn, 

f„(x,y)  =  0, 
und  für  die  übrigen  Schnittpunkte  hat  man,  ausser  der  Bedingung,  dass 
sie  auf  der  C„  liegen  sollen,  noch  -^n  —  l)(n  —  2)  weitere  Gleichungen. 
Dabei  spricht  Jacobi  seine  Sätze  in  völlig  strenger  Form  aus,  wie: 
„zwischen  den  mn  Punkten,  gelegen  auf  gegebener  Cq,  herrschen 
■|(n — l)(n  —  2)  Bedingungen",  oder:  „die  Maximalzahl  der  auf  gege- 
bener Cu  im  Schnitt  mit  der  Cm  willkürlich  annehmbaren  Punkte  beträgt 
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mn  —  ^(n  —  l)(n  —  2)".  Bei  diesen  Abzahlungen  ist  ferner  hervorzu- 
heben, dass  Jacobi,  noch  allgemeiner  als  Plücker,  nach  dem  Vorgang 
von  Bezout  (s.  Rf.  I  H,  Nr.  32),  den  er  in  (2)  nicht  citirt,  die  Zahl  der 
in  einer  Gleichung 

Ar  _ „  f n  4-  Br-n,  9m  =  0       (r  >  m  >  u) 

bei  Unbestimmtheit  der  ganzen  Functionen  (r — n)ten,  bezw.  (r  —  m)ten 
Grades  Ar_n  und  Br_,u  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  exact  be- 
stimmt; nämlich,  •;V(r+l)(r-f-2)  wie  oben  =  [r]  gesetzt,  zu  [r  —  n] 
4-[r — m],  beziehungsweise  zu  [r — n]-|-[r  —  m]  —  [r — m  —  n],  je  nach- 
dem Y  <C  oder  >uiH-n,  indem  [r  —  m  —  n]  Identitäten  vermöge 

herrschen.  Dies  ist  eine  der  Grundlagen  der  abzählenden  Geometrie  ge- 
blieben. 

Im  Falle  m>n  nun  wird  die   reine  Darstellung  der  n(ni — 3)-|-l 

Bedingungsgleichungen    aus    dem   System  2  —^  =  0   wesentlich    compli- 

cirter  als  für  m  =  n,  da  die  nach  Elimination  der  R  resnltirenden  Glei- 
chungen von  einander  abhängig  werden;  sie  gelingt  Jacobi  dadurch,  dass 
er  aus  diesem  letzteren  System,  das  nichts  weiter  als  die  Existenz  von 
[m  —  o]  +  [n  —  3]  Gleichungen  der  Art 

Am-3fn  +  B„_3!:p,„  =  0 

für  die  mn  Schnittpunkte  darstellt,  die  Gleichungen  für  f„  und  für  (p,^ 
bildet.  Da  weder  hier,  noch  für  m  =  n,  die  Unabhängigkeit  der  von 
Jacobi  erhaltenen  Relationen,  die  an  Zahl  mit  den  existirenden  über- 
einstimmen, für  alle  Fälle  explicit  aufgezeigt  wird,  so  bliebe  imiiierhin 
noch  die  Möglichkeit,  dass  die  Relationen  unvollständig  sein  könnten. 
Thatsächlich  sind  sie  auch  bislier  den  auf  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Va- 
riabein bezüglichen  Theorien  nie  in  dieser  Form  zu  Grunde  gelegt  worden. 
Die  spätere  Verwendung  — -  um  hier  vorzugreifen  —  besteht  vielmehr  nur 
in  der  Anwendung  des  Jacobi'schen  Satzes  auf  eine  fest  zu  Grunde  ge- 
legte f„,  im  Abel'schen  Theorem  (s.  V,  No.  28);  während  dann  die  Bil- 
dung von  Schlüssen  über  Schnittpunktsysteme  in  der  Ebene  auf  diesen 
Fall  zurückzuführen  versucht  wurde. 

4.     Sofern  die  geometrischen  Schnittpunktsätze  von  Mac  L aurin  und  imaginäre 
Euler  eine  Wiedergabe  der  algebraischen  Eliminationsresultate  sein  wollten,    puukte. 
Avar  die  Aufnahme  der  Bezeichnung  „imaginäre  Schnittpunkte  zweier  al- 
gebraischer Curven"  von  vornherein  geboten.     Aber  diese  Aufnahme  hat 
sich  doch  nur  unter  Schwankungen  vollzogen.     Gramer  lässt  diese  Be- 
zeichnung zwar  vollständig  zu,  unterscheidet  aber  jene  Sätze  scharf  von 
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denjenigen,  welche  sicli  auf  das  eigentliche  geometrische  Gebiet  des  ganzen 
vorigen  Jahrhunderts  beziehen:  auf  das  reelle  Gebiet  der  Ebene  und 
des  Raumes;  für  dieses  Gebiet  liefera  jene  Sätze  nur  obere  Grenzen. 
Euler  (Introductio  in  analys.  inf.,  II.  Bd.,  Cap.  19)  schlägt  einen  unklaren 
Mittelweg  ein:  „Schnittpunkte"  zweier  Curven  (reelle  oder  imaginäre)  sind 
für  ihn  nur  solche,  welche  für  die  beiden  Curven  dieselbe  reelle  Abscisse 
und  dieselbe  Ordinate,  gleichviel  ob  reell,  ob  imaginär,  liefern.  Es  liegt 
auf  der  Hand,  dass  die  letztere  Auffassung  zu  keinen  allgemeineren  Sätzen, 
auch  nur  im  reellen  Gebiete,  führen  konnte. 

Eine  Erweiterung  dieses  Gesichtskreises  konnte  erst  eintreten,  als  die 
Algebra,  seit  Gauss  und  Cauchy,  das  Imaginäre  nicht  mehr  nur  als  Hülfs- 
mittel  einführte,  sondern  das  Wertgebiet  einer  Variabein  auf  das  ganze 
complexe  Gebiet  von  2  Dimensionen  ausdehnte.  Bei  Plücker,  welcher 
die  creometrischen  Constructionen  und  Eigenschaften  wesentlich  als  Gegen- 
bild algebraischer  Operationen  ansah,  wird  das  Imaginäre  in  diesem  grösse- 
ren Umfange  geometrisch  zugelassen.  Er  leitet  (von  (1),  zweiter  Band, 
eingehender  von  (4)  an)  zahlreiche  Eigenschaften  von  Curven  ab  —  wie 
Anzahl  der  Wendepunkte,  Doppeltangenten,  überhaupt  Berührungseigen- 
schaften U.S.W.  — ,  welche  alle  unabhängig  von  der  Frage  der  Realität  aus- 
gesprochen und  bewiesen  werden.  Der  Fundamentalsatz  aber,  auf  wel- 
chem alle  diese  Schlüsse  beruhen,  ist  immer  der  über  die  mn  Schnitt- 
punkte zweier  Curven  mter  und  nter  Ordnung. 

Dem  widerspricht  nicht,  dass  gerade  Plücker 's  Interesse  mehr  als 
das  irgend  eines  anderen  Geometers  der  Betrachtung  der  Realitätsver- 
hältnisse zugewandt  ist.  Er  stellt  sich  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeine 
Gleichung  einer  Curve  auch  immer  mit  nur  reellen  Coefficienten  vor, 
während  in  den  kanonischen  Formen  natürlich  dann  nur  das  Conjugirt- 
Complexe  auftritt.  Daher  giebt  er  auch  dem  linear  eingehenden  Para- 
meter eines  Curvenbüschels  gewöhnlich  nur  reelle  Werte.  Seine  in  Nr.  5 
zu  besprechende  Erzeugung  einer  Curve,  die  an  das  Reelle  anknüpft,  er- 
fordert freilich,  wie  dort  gezeigt  Avird,  eine  Verallgemeinerung. 

Hesse  war  es,  der  in  seinen  Arbeiten  über  die  algebraischen  Curven 
jedwede  Unterscheidung  des  Reellen  vom  Imaginären  fallen  liess:  für 
ihn  giebt  es,  auch  in  geometrischen  Aufgaben,  nur  rein  algebraische 
Probleme.  Die  völlige  Identificirung  der  Curve  mit  dem  algebraischen 
Inhalt  ihrer  Gleichung  f (x,  y)  ^  0  hat  dann  von  Plücker  und  Hesse, 
denen  sich  auch  Cayley  angeschlossen  hat,  Clebsch  übernommen. 
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b.     Curvenerzeugung. 
Litteratur:  s.  unter  a.  Pliicker  (1),  (4),  (5). 

5.     Die  Greuzfälle  der  Schnittpunktbezieliunffen,  in  Avelchen  eineConsecutive 

°  Schnitt- 

Reihe  von  Schnittpunkten  an  eine  Stelle   zusammenrücken   —   also   bei    puakte. 

Berührungen  der  verschiedenen  Ordnungen,  auch  bei  singulären  Punkten 
einer  Gruudcurve  — ,  drücken  sich  algebraisch  in  mannigfaltiger,  oft  com- 
plicirter  Gestalt  aus.  In  der  Aufgabe,  alle  diese  Specialfälle  dem  all- 
gemeinen Falle  unter  einheitlichem  Gesichtspunkte  unterzuordnen  und  eine 
gemeinsame  Auffassung  und  Ausdrucksweise  dafür  zu  gewinnen,  hat  sich 
die  geometrische  Auffassungsweise  besonders  bewährt.  Auch  diese  hat 
sich  wieder  hauptsächlich  durch  Plücker  ((1)  zweiter  Band),  oder  doch 
im  Verfolge  seiner  Auffassung,  herausgebildet.  Die  Plücker'sche  Er- 
zeugung einer  Curve  durch  consecutive  Punkte  —  und  dualistisch  durch 
consecutive  gerade  Linien  —  bedient  sich  zwar  der  Form  nach  —  und 
bei  Plücker  auch  dem  Sinne  nach  —  nur  gewisser  Vorstellungen  aus 
dem  reellen  Gebiete,  wenn  von  „Fortrücken"  eines  Punktes  in  einer 
Richtung  und  von  „Drehen"  einer  Geraden  um  einen  Punkt  gesprochen 
wird.  So  unbestimmt  aber  diese  Ausdrucksweise  auch  scheinen  mag,  be- 
sonders im  Hinblick  auf  das  complexe  Gebiet  der  Curve,  so  hatte  es 
doch,  da  in  Wirklichkeit  immer  nur  die  Grenzen  von  Verhältnissen 
zweier  kleinen  Verrückungen  in  die  Betrachtung  eingehen,  wenig  Schwierig- 
keit, jene  Vorstellung  zu  einer  begrifflichen  Auffassung  von  consecutiven 
Elementen  einer  Curve  zu  erheben.  In  dieser  bleibt  von  dem  anschau- 
lichen Fortrücken  und  Drehen  als  begrifflich  wesentlich  nur  das:  zu  jedem 
Punkte  (x,  y)  einer  Curve  gehört  ein  consecutiver  (x+dx,  y-|-(dy/dx)dx) 
—  welcher  die  ganze  Umgebung  des  Punktes  (x,  y)  in  sich  zusammen- 
fasst,  indem  dy/dx  (s.  Rf.  IV,  Nr.  8)  von  der  Fortschreitungsrichtung  und 
Grösse  des  complexen  dx  unabhängig  ist  — ;  zu  diesem  wieder  ein  con- 
secutiver etc.;  zu  jeder  Linie  der  Curve  eine  consecutive  etc.;  vom  Stand- 
punkte der  Punkterzeugung  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eine  Linie 
(Tangente)  derselben,  vom  Standpunkte  der  Linienerzeugung  zu  jeder  Linie 
der  Curve  ein  Punkt  derselben;  bei  Vereinigung  beider  Standpunkte  hat 
man  auf  jeder  Linie  zwei  consecutive  Punkte,  durch  jeden  Punkt  zwei  con- 
secutive Linien  der  Curve. 

Die  Singularitäten  nun,  welche  eine  Curve  darbieten  kann,  fügen  sich 
diesen  begrifflichen  Auffassungen  völlig  ein,  indem  sie  eintreten,  wenn 
consecutive  oder  auch  fremde  Punkte  oder  Gerade  sich  decken.  Plücker 
selbst  hat  in  diesem  Sinne  nur  die  einfachsten  Singularitäten  behandelt, 
so  eine  analytische  Definition  des  "Wendepunktes   aus   der  geometrischen 
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((4),  p.  262)  abgeleitet,  die  gewöhnliclien  Doppel-  und  Rückkehrpunkte, 
den  gewöhnlichen  mehrfachen  Punkt,  auch  die  einfache  Selbstberührung 
zweier  Zweige  in  Betracht  gezogen.  Für  solche  niedrigeren  Fälle  ergab 
sich  eine  genügende  Begründung  in  dem  eben  noch  zu  übersehenden  Ver- 
halten der  Eliminationsresultanten  zwischen  Curve  und  Polaren  oder  der 
daraus  abgeleiteten  Curveu,  indem  die  Relationen  zwischen  den  partiellen 
Differentialquotienten  einer  Curve  an  einer  solchen  Stelle  noch  direct  her- 
angezogen werden  konnten  ((5),  zweiter  Abschn.  §  63 ff.).  Sein  Versuch 
(ibd.),  nur  die  Anschauung  zur  Begründung  von  Eliminationsresultaten 
zu  verAvenden  —  indem  man  etwa  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt  durch 
das  Zusammenziehen  eines  kleinen  Ovals  oder  Aufrücken  zweier  hyper- 
bolischer Zweige  auf  ihre  gemeinsamen  Asymptoten  entstehen  lässt  und 
daraus  auf  die  Erniedrigung  der  Elasse  schliesst  — ,  ist  natürlich  als  Be- 
Aveis  unbefriedigend,  da  einmal  die  zugehörigen  algebraischen  Grenzprocesse 
undurchsichtig  werden,  und  da  weiterhin  die  mit  der  reellen  Deformation 
im  imaginären  Gebiete  eintretenden  Vorgänge  bei  Plücker  unbeachtet 
bleiben.  Für  beliebig-siuguläre  Stellen  der  Curve  kann  der  Beweis  für 
jene  begriffliche  Auffassung,  und  für  die  bezüglich  der  Elimination  zu 
ziehenden  Folgerungen  vielmehr  erst  aus  der  Möglichkeit  der  rationalen 
Darstellung  der  Coordinateu  irgend  eines  Zweiges  von  Punkten  und  Linien 
der  Curve  durch  einen  Parameter  gewonnen  Averden.  Insbesondere  die 
letzteren  Folgerungen  sind  erst  ein  Resultat  der  neueren  Entwicklung  der 
Theorie  der  singulären  Punkte;  sie  werden  im  Referat  über  diese  Theorie, 
Abschn.  VI,  besprochen  werden. 
T>ie  6.     Die   principielle   Erfassung  des   dualistischen  Charakters   der 

Pliicker'-  r  r  o 

sehen  For-  Curve   uud  ihre   consequente  Einführung  ist  eines  der  grössten  von  den 

mein.  las 

vielen  Verdiensten  Plücker's  um  die  EntAvicklung  der  Geometrie. 
Aber  ihrem  Wesen  nach  doch  nur  um  den  Teil  der  Geometrie  der  Ebene, 
in  welchem  Punkt  und  Gerade  von  selbst  als  ausgezeichnete  Gebilde  auf- 
treten: in  der  sogenannten  projectiven  Geometrie  (s.  Nr.  7),  während  die 
Geometrie  der  rationalen  Transformationen  von  Punktgebilden,  da 
sie  die  Geradenschar  nicht  in  eine  eben  solche  überführt,  sich  nur  auf  den 
einseitigen  Standpunkt  der  Punktgeometrie  stellen  kann.  Das  Hauptergebnis 
der  Plücker 'sehen  Auffassung  Avar  (für  die  Curve  dritter  Ordnung  schon 
in  (4),  dann  in  (5)  zweiter  Abschn.)  die  Erkenntnis  der  Rolle,  Avelche 
die  geAvöhnUchen,  sogenannten  „notwendigen"  (d.  h.  bei  der  Curve  oder 
ihrer  Reciprocalcurve  immer  vorhandenen)  Singularitäten  in  Beziehung  auf 
Ordnung  und  Klasse  (Punkt-  bez.  Liniengrad)  der  Curve  spielen.  Diese 
Theorie  der  „Plücker'schen  Gleichungen"  bleibt  immerhin  auch  für  jene 
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umfassendere  Geometrie,  welche  zu  den  algebraischen  Functionen  gehört, 
zum  Teil  von  Wichtigkeit,  insofern  der  Aufstellung  der  Klasse  einer  Curve 
nter  Ordnung  die  Zerlegung  der  Discriminante  einer  algebraischen  Function 
einer  Variabein  —  geometrisch  die  Berechnung  der  Geschlechtszahl  p  — 
parallel  geht,  bis  auf  einen  wichtigen  Umstand,  nämlich  die  andersartige 
Auffassung  des  Rückkehrpunktes.  Vgl.  hierüber  d.  Ref.  Abschn.  VI  über  die 
„singulären  Punkte".  —  Ferner  sei  noch  betont,  dass  diese  Plücker'schen 
Betrachtungen  der  Geometrie  der  rationalen  Transformationen  noch  inso- 
fern nützlich  geworden  sind,  als  sie  dem  Verständnis  der  Riemann'- 
schen  Behandlung  von  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  den  Weg  ebneten. 
War  doch  umgekehrt  die  Einführung  der  Zahl  p  in  die  Plücker'schen 
Formeln  und  deren  Beweis  mittelst  des  Satzes  von  der  Erhaltung  von  p 
bei  eindeutigen  Transformationen  eine  der  ersten  Bemerkungen,  welche 
Clebsch  in  dieser  Beziehung  (Journ.  f.  M.   (54.   1864)  machte. 

c.    Projective    Auffassung. 

7.     Es    kann   nicht    die  Absicht   sein,    hier   die  Entwicklung  dieserHistorische 
Auffassung  eingehend  zu  verfolgen;  wir  werden  uns  vielmehr  darauf  be- 
schränken, das  zu  bezeichnen,  was  aus  ihr  in  die  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  herübergenommen  wurde. 

Es  ist  zunächst  hervorzuheben,  dass  das  Zurücktreten  des  Metrischen 
hinter  die  Betrachtung  von  Lagenverhältnissen,  d.  h.  von  Eigenschaften, 
welche  bei  Projcction  der  Gebilde  erhalten  bleiben,  von  der  reinen  Geo- 
metrie aus  (Poncelet,  Traite  des  proprietes  projectives  1822,  etc.)  seinen 
Weg  in  die  analytische  Geometrie  nahm.  Hier  war  es  besonders  Mö- 
bius,  der  die  linearen  Verwandtschaften  für  Ebene  und  Raum  unter- 
suchte (1827)  und  der  zuerst  die  homogenen  Coordinaten  einführte  (Baryc. 
Calcul  1827).  Das  analytische  Gebiet,  Avelches  den  projectiv-geometrischen 
Inhalt  am  reinsten  wiedergiebt,  das  der  homogenen  Formen,  hat  aber 
erst  Plücker  (1829,  J.  f.  M.  V,  sodann  für  die  einfachsten  Polarenfragen) 
betreten,  und  zwar  unter  Einführung  auch  der  Liniencoordinaten,  als 
Ausdruck  der  Dualität;  und  dieses  Gebiet  hat  Hesse  (von  1844  an) 
systematisch  ausgestaltet*)  —  beide  übrigens,  ohne  sich  von  der  metrischen 
Grundlage  und  von  den  metrischen  Anwendungen  (welche  für  Plücker 
sogar  ein  Hauptziel  waren)  völlig  frei  zu  machen,  während  wenigstens 
das  Zweite  bei  Clebsch  später  gänzlich  zurücktritt. 


*)  S.  Clcbscli:  Zum  Gedäclitais  an  Julius  Plücker.  Abli.  der  Göt- 
tiuger  Ges.  d.  W.  XV,  1872.  Noether:  Otto  Hesse.  Ztschr.  f.  Math,  und 
Phys.,  Lit.  bist.  Abt.  Bd.  XX,  1875. 
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Homogene  8.    Für  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  (bis  1863)  liesrt  das 

Formen.  i  t->  /■  ^  \  y        ^ 

Interesse  an  dieser  Begriffsentwicklung  zunächst  darin,  dass  sie  wieder  auf  den 
schon  von  De  Gua  (Rf.  I,  E,  22)  betretenen  Weg  führte,  von  den  Besonder- 
heiten, welche  durch  das  Metrische,  namentlich  das  Unendlichferne,  in  die 
Sätze  und  Methoden  hineingekommen  waren,  abzusehen.  Dies  bezieht 
sich  vor  allem  auf  die  Schnittpunktsätze,  in  welchen  das  Auftreten 
der  unendlich -fernen  Schnittpunkte  schwerfällige  Unterscheidungen  nötig 
gemacht  hatte,  und  Fassungen,  welche  nur  obere  Grenzen  für  die  Zahl 
der  endlichen  Schnittpunkte,  statt  genauer  Bestimmungen,  gaben.  Es 
bezieht  sich  auch  auf  die  Methode  der  Multiplicitätsbestimmung,  welche  bei 
einem  unendlich-fernen  Schnittpunkte  von  der  im  Endlichen  abwich,  ohne 
mit  ihr  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt  gebracht  zu  sein.  Es  be- 
zieht sich  ferner  auf  die  Aufstellung  von  identischen  Relationen,  in 
Avelchen  aus  demselben  Grunde  für  die  Grade  der  eintretenden  ganzen 
Functionen  der  nicht-homogenen  Variabein  immer  nur  obere  Grenzen  an- 
gegeben werden  konnten.  Es  bezieht  sich  endlich  auf  die  Untersuchung 
der  zu  den  algebraischen  Functionen  gehörigen  Differentialausdrücke. 
Vom  algebraischen  Standpunkte  aus  genügt  es  zu  diesem  Zwecke 
völlig,  etwa  statt  der  zwei  Grössen  x  und  y  drei  Grössen  x,,  x^,  x^  ein- 
zuführen, welche  nur  in  ihren  Verhältnissen  definirt  sind: 

und,  nach  Multiplication  mit  Potenzen  von  x^,  nur  homogene  Ausdrücke 
und  Relationen  zu  betrachten.  Homogene  ganze  Ausdrücke  von  x^,  x.^,  x^ 
werden  als  „Formen"  bezeichnet:  sie  bilden  den  Gegenstand  der,  die 
projective  Auffassung  wiedergebenden  „Formentheorie",  der  Invarianten- 
theorie der  linearen  Substitutionen.  Aus  denselben  setzen  sich  nun  die 
algebraischen  „Functionen"  als  Quotienten  nullter  Dimension  in  den  Va- 
riabein Xj,  x,,,  x^  zusammen.  Jedem  auf  die  ursprünglichen  Gleichungen 
bezüglichen  Processe  oder  Satze  entspricht  ein  solcher,  der  sich  auf  die 
neuen  homogenen  „Formen"  bezieht  —  nur  dass  jetzt,  wo  die  "Werte 
unendlich  für  Xj,x^,,X3  nicht  mehr  vorkommen,  in  den  homogenen  Re- 
lationen alle  exacten  Gradzahlen  bei  den  Dimensionen  der  Formen  expli- 
cit  erscheinen,  und  die  Resultate  nicht  nur  in  mehr  symmetrischer  Art 
sich  aussprechen,  sondern  dass  sie,  vermöge  der  Mittel  der  Theorie  der 
homogenen  Formen,  vielfach  auch  durchsichtiger  in  Bezug  auf  ihren  Zu- 
sammenhang werden.  Wie  Aveit  diese  Vorteile  ausgenutzt  worden  sind, 
ist  erst  im  Laufe  des  Referats  nachzuweisen.  — 

Die  geometrischen  Auslegungen,  welche  man  jener  Substitution  geben 
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kann,  sind  für  die  hier  in  Frage  kommende  Anwendung  gleichgültig. 
Es  sei  daher  nur  erwähnt,  dass  man  am  einfachsten  x,  =0,  x^  =  0, 
x^  =  0  als  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  beliebig  gegebenen  Dreiecks, 
und  X,  y,  y/x  als  die  Parameter  dreier  Strahlbüschel,  mit  je  einem  der 
Eckpunkte  als  Scheitel,  deutet  —  die  drei  Verhältnisse  also  als  Doppel- 
verhältnisse  je  der  vier  Strählen,  welche  von  einem  Eckpunkte  nach  den 
beiden  anderen  Eckpunkten,  nach  einem  beliebig  zu  wählenden  Einheits- 
punkte, und  nach  dem  zu  bestimmenden  Punkte  hinlaufen.  — 

Das  Symmetrische  der  homogenen  Coordinaten  hat  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  in  noch  einer  Beziehung  gefördert:  während  das 
alte  System  der  zwei  Yariabeln  in  f  (x,  y)  =  0  es  nahe  legte,  diese  beiden 
Grössen  ungleichartig  aufzufassen,  die  eine  als  unabhängige  Variable,  die 
andere  als  algebraische  Function  derselben,  musste  vermöge  einer  Gleichung 
f(x,,  X.,,  X3)  =  0  das  ganze  Gebiet  der  dieser  Gleichung  genügenden 
AVertsysteme,  das  algebraische  Gebilde  an  sich,  ins  Auge  genommen 
werden  —  eine  Auffassung,  welche  aber  natürlich  auch  ohne  die  homo- 
genen Coordinaten  sich  entwickeln  konnte  und  so  bei  Rieuiann  sich 
entwickelt  hat.  Sie  ist,  nach  Kronecker*),  „sachgemässer",  als  die 
seinem  zahlentheoretischen  Standpunkte  näher  gelegene,  welche  alle  alge- 
braischen Functionen   als   von  einer  Unbestimmten   abhängig   betrachtet. 

Endlich  hat  die  Grundidee  der  projectiven  Geometrie:  die  Gebilde, 
welche  durch  lineare  Transformationen  aus  einander  hervorgehen,  zusam- 
menzufassen und  auf  ihre  gemeinsamen,  durch  diese  Transformationen 
unzerstörbaren  Eigenschaften  hin  zu  untersuchen,  beft'uchtend  auf  die 
Geometrie  der  rationalen  Transformationen  gewirkt:  der  Klassenbegriff 
Riemann's  ist  nur  eine  Erweiterung  jener  Idee;  in  der,  unter  V,  B  zu 
besprechenden  Vorlesung  Riemann's  werden  die  homogenen  Formen 
explicit  eingeführt;  für  Clebsch  war,  wie  wir  unter  V,  C  u.  D  (vgl. 
auch  V,  E  Nr.  51)  berichten  werden,  der  projective  Standpunkt,  auch  bezüg- 
lich der  algebraischen  Functionen,  ein  notwendiger  Durchgangspunkt;  und 
die  spätere  invariante  Richtung  in  jener  höheren  Geometrie  (s.  Ref.  VII) 
schliesst  direct  an  die  projective  an. 

9.      A.  Cayley,  Dieferential- 

(1)  On  the  reduction  ;)f  duyyü,   wheu   ü   is   a    fuuction,  of    the    fourth  ^^„"„"^^"Z^^! 
Order.     Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  I,  70—73,  1846.   '  (Collect.  Math.      boid. 
Papers  I,  Abb.  33). 

(2)  On  the  cubic  transformation  of  an  elliptic  functiou.    Philos.  Magazine 
XV,  363—364,  1858.     (Papers  III,  Abb.  210). 


*)  Einleitung  zum  Aufs,  über  die  Discriminante,  .J.  f.  M.  91. 
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(3)  Sur  quelques  formules  pour  la  transformation  des  integrales  elliptiques. 
J.  f.  M.  55,  1858;    Papers  lY,  Abh.  235  (s.  auch  F.  Brioschi,  Annali 
di  Mat.  Iir,  1860). 
Ch.  Hermite , 

(1)  Sur  la  theorie  des  fonctions  homogenes  a  deux  indeterminees.  Prem. 
Mem.  J.  f.  M.  52,  185G  (dat.  1854,  s.  auch  Cayley,  J.  f.  M.  50,  S.  287 
und  (3),  J.  f.  M.  55,  S.  24). 

(2)  Sur  la  transformation  du  troisieme  ordre  des  fonctions  elliptiques. 
J.  f.  M.  60  p.  304,  1861. 

S.  Aronhold, 

(1)  Algebraische  Reduction  des  Integrals /"P  (x,  y)  dx,  wo  F(x,  y)  eine  be- 
liebige rationale  Function  von  x,  y  bedeutet,  und  zwischen  diesen 
Grössen  eine  Gleichung  dritten  Grads  -von  der  allgemeinsten  Form 
besteht,  auf  die  Grundform  der  elliptischen  Transcendenten.  Berl. 
Monatsber.  1861. 

(2)  üeber  eine  neue  algebraische  Behandluugsweise  der  Integrale  irratio- 
naler Differentiale  von  der  Form  n(x,y)dx,  in  welcher  n(x,y)  eine  be- 
liebige rationale  Function  ist,  und  zwischen  x  und  y  eine  allgenieine 
Gleichung  zweiter  Ordnung  besteht.    J.  f.  M.  61,  S.  95—145,  Mai  1862. 

F.  Brioschi, 

(1)  Sur  la  theorie  des  formes  cubiques  ä  trois  indeterminees.  C.  R.  L  VI,  1863. 

Cayley,  Hermite,  Aronhold  (1)  und  Brioschi  sind  insofern  hier 
zu  erwähnen,  als  ihre  oben  genannten  Arbeiten  die  ersten  sind,  welche 
die  Invariantentheorie  der  homogenen  „Formen"  benutzen,  um  Differen- 
tialausdrücke, welche  zu  allgemeinen  algebraischen  Gleichungen  gehören 
—  bei  Cayley  und  Hermite  zur  binären  Form  vierter  Ordnung,  bei 
Aronhold  und  Brioschi  (1)  zur  ternären  dritter  Ordnung  — ,  auf  eine 
Normalform  des  elliptischen  Differentials  erster  Gattung  zu  reduciren. 
Bei  Cayley  (1)  geschieht  das  noch  mittelst  linearer  Transformation,  wäh- 
rend Hermite  schon  mittelst  invariantentheoretisch  bestimmter  Trans- 
formation dritter  Ordnung  auf  die  Eisenstein'sche  (Unters,  über  unendl. 
Doppelproducte,  §  5,  Cr.  J.  f.  M.  35)  —  die  sogenannte  Weierstrass'- 
sche  —  Normalform  kommt.  Hervorgehoben  sei  noch,  dass  auf  eine 
Frage  ArouhokVs  hin  zu  dessen  Note  (1)  Weierstrass  die  Bemer- 
kung zufügt,  dass  von  allgemeinen  Curven  nur  die  dritter  Ordnung 
auf  elliptische  Integrale  führen,  „wie  aus  Riemann  und  Briot  und 
Bouquet  direct  folge".  Dies  ist  wohl  die  erste  nachweisliche  Spur  einer 
Verwertung  der  Riemann 'sehen  Betrachtungen  für  die  Geometrie. 

In  viel  höherem  Grade  wird  hei  Aronhold  (2)  von  der  projec- 
tiven  Auffassung  Gehrauch  gemacht. 

Derselbe  bemerkt  zunächst,  dass,  wenn  man  homogen  macht,  wobei 
ein  Differentialausdrnck  von  der  nullten  Dimension  wird,  mehrere  sonst  ge- 
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treont  zu  behandelnde  Differentialausdrücke  unter  demselben  Gesichts- 
punkte erscheinen;  so  sind  dx/xf  (y)  und  dx/f  (y)  als  specielle  Fälle  von 
X3dc5/(u,X| -f-UjX^  +  UjXj)  zu  betrachten,  wo  dm  aus  dx/f'(y)  durch  die 
Substitution  x^/Xj,  x^/x^  an  Stelle  von  x,  y  hervorgeht.  Bei  der  Aus- 
führung dieser  Operation  tritt  der  weitere  Gedanken  ein,  die  Coordinaten 
?,,  ^,,,  ^3  eines  ganz  willkürlichen  Punktes  einzuführen  und  zu  sclu-eiben: 
dx      _   x»-3  2=i=a,x.3dx3 


dt«J  = 


f'(y)  y  öF  , 

axi 


wenn  x:y:  1  =x,  ix^  :x^  gesetzt  wird  und  F(XjX.,X3)  =  0  ist,  wo  F  eine 
ganze  homogene  Function,  eine  „Form",  nter  Dimension  in  Xp  x.,,  x^  ist. 
Dieser  Gedanke  erlaubt,  auf  leichte  Weise  eine  neue  unabhängige 
Variable  X  =  v/w  einzuführen  —  wo  v  und  w  ganze  Formen  gleicher 
Dimension  in  s,,  x^,  Xj  sind,  X  also  eine  „Function  (nuUter  Dimension) 
von  x,,X2,  Xg,  d.h.  von  x,  y  wird  — ,  indem  man 


■v„w.,  etc.  I  wo   Vj=-^— -etc.  I 

setzt.   Nimmt  man  z.  B.  v=  u^x^  -f-u,x., ^-u^Xg,  w  =  ZiFi(c).Xi,  so  wird, 
wenn  F(Xj  x.,  x^)  eine  Form  von  der  zweiten  Dimension: 


/■ 


Zihc,x.,dx,,  ,       w 

los  — 


VuiXi .  iFiCx)?^  °    V 

i  i 

Hier  erhält  man  also  den  Wert  des  Integrals  in  allgemeiner  Fonn, 
ohne  dass  man  auch  nur  die  Wurzeln  von  v  =  0,  F  =  0  vorher  getrennt 
hätte.  Allgemeiner  kann  man  mit  Aronhold  den  Vorzug  seiner  Einfüh- 
rung des  Homogenen  so  bezeichnen,  dass  sie  ^,ohne  grössere  Complication 
symmetrische  Resultate  und  Vermeiden  unnötiger  Irrationalitäten"  bewirkt. 

Aronhold  verwendet  diese  Darstellung  zur  Erweiterung  der  ge- 
wöhnlichen  Partialbruchzerlegung,     wobei    er    in    den   Reductionen   von 

/F        dx 
-j —  ,        ,  wo  f(x,  y)  =  0,  vor  allem  unterscheiden  will,  was  nur  mit 
^   f  (y) 

Hülfe  von  f  =  0,  was  ohne  f  =  0  ausführbar  ist,  und  das  zweite  möglichst 
weit  zu  treiben  sucht.  Slit  Hülfe  von  f  =  0  ist  O  auf  ein  Product  von  Ge- 
raden zu  reduciren,  alles  Weitere  geht  ohne  f  ^  0.  Auch  die  Symbolik 
der  Invariantentheorie  findet  dabei  Verwendung,  indem  es,  weil  in  jenem 
Integral  die  Constanten  von  F  nur  linear  eingehen,  genügt,  statt  F  mte  Po- 
tenzen von  linearen  Functionen  zu  nehmen  und  dann  das  Resultat  sym- 
bolisch auszulegen.  Die  von  Aronhold  beabsichtigte  analoge  Durchführung 
für  alle  hyperelliptischen  Differentialausdrücke  ist  nicht  erfolgt. 
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Höhere  10.     Nachdem   wir   den   projeetiven  Standpunkt  besprochen   haben, 

Schäften    soU  Mei    auch   das  Wenige   erwähnt  werden,    was  bis  1863   von  Seiten 

Ebene,  der  Geometrie  über  die  lineare  Verwandtschaft  hinaus  in  der  Richtung  der 
allgemeinen  eindeutigen  geleistet  worden  ist.  Es  finden-  sich  Verwandt- 
schaften, welche  sich  auf  die  ganze  Ebene,  nicht  etwa  auf  eine  einzige 
Curve  derselben,  beziehen;  und  zwar  wird  die  quadratische  Verwandt- 
schaft, bei  Avelcher  den  Geraden  einer  Ebene  je  Kegelschnitte  durch  drei 
feste  Punkte  der  andern  Ebene  entsprechen,  von  verschiedenen  Gesichts- 
punkten aus  eingeführt:  analytisch  bei  Plücker  (Cr.  J.  f.  M.  V,  1829: 
x'  =  1/x,  y'  =  1/y)  und  Magnus  (J.  f.  M.  VllI,  1831,  durch  2  bilineare 
Gleichungen),  geometrisch  bei  Poncelet  (Tratte  des  prop.  proj.  1822, 
conjug.  Punktepaare  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte)  und  Steiner  (Syst. 
Entw.  1832,  windschiefe  Projection);  sowie  später  deren  Specialisirungen 
als  „Princip  der  reciproken  Radiexivectoren"  (W.  Thomson  und  Liou- 
ville  in  Liouv.  J.  X,  1845,  u.  XII.);  als  „Kreisverwandtschaft"  (Mö- 
bius,  1853).  Bei  Magnus  finden  sich  (in  seiner  Samml.  v.  Aufg.  und 
Lehrs.  Berl.  1833,  Einleitung  u.  §§  50,  63)  Spuren  von  successiven  qua- 
dratischen Transformationen. 

Begrifflich  wurde  das  allgemeine  eindeutige  Entsprechen  zweier  Ebe- 
nen, mit  Hervorheben  dessen ,  was  es  vor  dem  linearen  auszeichnet,  erst 
1863  durch  Cremona  formulirt  (Sülle  transformazioni  geometriche  delle 
figure  piane,  Mem.  d.  Acc.  di  Bologna,  Ser.  IL,  t.  2,  1863  u.  t.  5,  1865). 
Dieses  Begriffliche  besteht  darin,  dass  den  Geraden  der  einen  Ebene  in 
der  anderen  Ebene  eine  lineare  zweifach-unendliche  Schar  von  Curven 
nter  Ordnung  entsprechen  muss,  welche  so  viele  Ausnahmepnnkte  ge- 
mein haben,  dass  sich  zwei  der  Curven  im  allgemeinen  nur  in  je  einem 
beweglichen  Punkte,  im  besonderen  Fall  in  unendlich  vielen  Punkten, 
treffen  können.  Der  Inhalt  der  Cremona'schen  Arbeit  besteht  in  der 
Aufstellung  der  Kriterien  für  diese  Forderungen,  Kennzeichnung  der  Aus- 
nahmepunkte (Fundamentalpunkte)  als  solcher,  welchen  je  unendlich  viele 
Punkte  (eine  Fundamentalcurve)  entsprechen  (dieses  aber  auch  schon  bei 
Magnus,  „Sammlung  etc."),  und  in  der  Angabe  einer  Reihe  von  Eigen- 
schaften dieser  Gebilde  und  gewisser  specieller,  den  Forderungen  genü- 
gender Systeme  von  Transformationen. 

Wir  haben  diese  Arbeiten  hier  schon  erwähnt,  obwohl  sie  C  leb  seh 
bei  seinen  ersten  bezüglichen  Aufsätzen  1863  noch  unbekannt  waren; 
denn  die  darin  entwickelten  Begriffe  haben  auf  die  Entstehung  des  Ab- 
schnitts über  Transformation  in  den  „Abel'schen  Functionen"  von 
Cleb  seh -Gordan  (1866)  eingewirkt. 
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11.  Man  kannte  aber  in  iener  Zeit  auch  schon  liöherc  ternäre  Transfer-  Eindeutige 

''  Transfor- 

mationen, welche  nicht  zwei  Ebenen,    sondern   nur  zwei  Curven  ein-ein-    mation 

zweier  Cur- 

deutig  in  einander  überführen:  nämlich  die  zwischen  einer  Curve  und  ihrer  ven. 
Reciprocalcurve,  und  die,  welche  zwischen  der  Hesse'schen,  Steine r'- 
schen  und  Cayley'schen  Curve  einer  Grundcurve  nter  Ordnung  (letztere 
für  n^-S)  besteht,  die  von  Steiner  (J.  f.  M.  47,  1<S52),  Cayley, 
Cremona,  Clebsch  u.  s.  w.  behandelt  worden  ist.  Obwohl  auch  hierbei 
schon  wesentliche  Eigenschaften  der  allgemeinen  eindeutigen  Curventrans- 
formation  zur  Geltung  kommen,  wie  Auflösung  eines  Doppelpunktes  etc., 
Hessen  sie  sich  doch  schwer  herauslesen,  weil  sie  sich  in  diesen  Beispielen 
mit  besonderen  Eigenschaften  compliciren.  Dagegen  haben  sich  die  Eli- 
minationsmethoden der  Formentheorie,  welche  noch  grössere  Dienste  zu 
leisten  berufen  waren,  an  diesen  verwickelten  Problemen  herausgebildet.  — 
Eine  andere  hierher  gehörige  Transformation  ist  die  Beziehung  einer  Curve, 
deren  Coordinaten  sich  als  rationale  Function  eines  Parameters  darstellen 
lassen,  auf  die  Punkte  einer  Geraden  vermittelst  dieses  Parameters.  Sie 
tritt  zuerst  —  von  speciellen  Beispielen  bei  Cr  am  er  und  Euler  abge- 
sehen —  bei  Möbius,  Baryc.  Calcul  (1827)  und  in  Salmon's  Higher 
plane  curves,  1852  (auch  bei  Jacobi,  J.  f.  M.  32,  pag.  180,  1845),  auf. 
Ferner  die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  einer  Curv^e  und  denen  ihrer 
Evolute;  endlich  die  Hesse'sche  Beziehung  zwischen  einer  ebenen  Curve 
vierter  und  einer  Raumcurve  sechster  Ordnung  (J.  f.  M.  49). 

d.    Kanonische  Gleichuugsformen  und  Cons tantenzählung". 

12.  Von   den   Methoden,    welche   die   geometrische  Forschung   der  Kanonische 

'^  Formen. 

geometrisch  -  algebraischen  Seite  der  algebraischen  Functionen  zuge- 
führt hat,  ist  formal  keine  von  grösserem  Einfluss  geworden,  als  der  Ge- 
danke, an  Stelle  der  Gleichungsformen  „kanonische"  Formen  zu  betrachten, 
d.  h.  solche,  welche  sich  aus  zusammengesetzteren  Ausdrücken  nach 
gegebener  Vorschrift  aufbauen.  Auch  hier  ist  wieder  Plücker  in  erster 
Linie  anzuführen.  Die  frühesten  hierher  gehörigen,  an  Gergonne  an- 
knüpfenden Operationen  bestanden  in  der  Aufstellung  von  Symbolen  für 
lineare  Ausdrücke  der  Coordinaten  und  der  linearen  Zusammensetzung  der- 
selben, an  Stelle  von  Eliminationen:  auf  diese  Weise  entstand  eine  einfache 
Chordaltheorie  der  Kegelschnitte  (Plücker  (1),  erster  Band).  Durch 
Ausdehnung  der  abgekürzten  Darstellung  auf  höhere  Formen,  insbesondere 
auf  zerfallende  Formen,  entstand  bei  Plücker  nach  und  nach  eine  volle 
Theorie  der  Kegelschnitte  ((1),  zweiter  Band,  (PascaTscher  Satz,  wie 
schon  im  ersten  Band  §  392,  Anm.)  und  (4)).    Viele  Partien  der  Theorie 
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der  Curven  dritter  Ordnung,  insbesoudere  die  ihrer  Asymptoten  ((4)  und 
(5)),  (weniger  die  der  Wendepunkte)  erfuhren  eine  Erweiterung;  ebenso  die 
Theorie  der  Curven  vierter  Ordnung  in  Bezug  auf  ihre  Doppeltangenten. 
Plücker  lehrte,  „die  Gleichung  eines  Gebildes  aus  abgekürzten  Aus- 
drücken zusammenzusetzen  und  dann  in  dieser  Form  der  Gleichung  zu 
lesen"  (Clebsch  a.a.O.);  er  erkannte,  dass  einfache  Constructionen 
der  Geometrie  auch  zu  einfaclien  Gleicliungsformen  führen  müssen. 
Dass  ihm  die  algebraische  Form  vorzugsweise  beim  Beweise  geometrischer 
Sätze  als  Hülfsmittel  dient,  nicht  aber  die  algebraischen  Zusammen- 
hänge der  Formen  als  solche  Gegenstand  seines  Interesses  sind  —  wie 
später  bei  Hesse  — ,  dies  war  für  die  Entwieklung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  kein  iS'achteil:  man  verdankt  diesem  Umstände  ge- 
rade „das  Zusammenrücken  und  -wachsen  von  Construction  und  analyti- 
scher Darstellung,  wodurch  man  über  die  grossartigen  Betrachtungsweisen 
der  Analysis  gebietet,  ohne  die  unmittelbare  Anschauung  aufzugeben" 
(Plücker's  Vorrede  zu  (4)).  So  zeigt  sich  die  Analysis  als  „eine 
"Wissenschaft,  die  selbständig  für  sich  dasteht,  während  die  Geometrie 
bloss  als  die  bildliche  Deutung  gewisser  Beziehungen  aus  dem  grossen 
Ganzen  erscheint"  (Plücker's  Vorrede  zu  (1),  zweiter  Band).  Dieser 
Charakter  ist  in  die  geometrisch -algebraische  Richtung  der  algebraischen 
Functionen  völlig  übergegangen. 
Consianten-  13.     Bei   der  Begründung   der  Existenz   einer  kanonischen   Form 

°'  ist  Plücker  zu  einem  „Princip"  gekommen,  das  eine  Erweiterung  der 
in  Nr.  2  besprochenen  Schnittpunktbeweise  ist,  aber  in  dieser  Erweiterung 
im  allgemeinen  noch  weniger  gerechtfertigt  erscheint,  als  jene.  Plücker 
nimmt  einfach  die  üebereinstimmung  der  in  einer  vorgeschriebenen  kano- 
nischen Gleichungsform  implicit  vorhandenen  Anzahl  der  Constanten  mit 
der  Anzahl  der  Constanten  in  einer  allgemeinen  Gleichungsform  als  ge- 
nügend an  für  die  Folgerung-,  dass  sich  diese  in  jene  überführen  lasse. 
Er  spricht  diese  Betrachtungsweise  ausdrücklich  als  das  Princip  an,  das 
seinen  Werken  (4)  und  (5)  durchaus  zu  Grunde  liege.  Zwar  war  ihm  be- 
kannt, dass  ausnahmsweise  die  wirkliche  Zahl  der  in  einer  kanonischen 
Form  vorhandenen  Constanten  von  der  scheinbaren  verschieden  sein  kann, 
d.  h.  dass  die  Transformation  dadurch  im  allgemeinen  Falle  unmöglich 
werden  könnte,  dass  sie  in  besonderen  Fällen,  wenn  überhaupt,  sogleich 
auf  unendlich  viele  Weisen  ausführbar  wird.  Aber  auch  das  Vorhandensein 
dieser  Ausnahmen  untersucht  er  gewöhnlich  nicht.  Abgesehen  davon 
kommt  Plücker  auch  zu  einer  unrichtigen  Umkehrung  des  Princips. 
Ein  bekanntes  Beispiel  ist   die    Theorie   der  Doppeltangenten   der   Curve 
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A-ierter  Ordnung  C^.     Nachdem  er  gezeigt  hat,  dass  eine  Ternärform  vierter 
Ordnung  immer  in  die  Form  gesetzt  werden  könne: 

C^  =pqrs4-}xß- 
(wo  p,  q,  r,  s  linear,  ß  quadratisch  ist),  weil  beide  Seiten  14  Constanten 
enthalten  —  wobei,  da  nicht  unendlich  viele  Doppeltangcnten  existiren, 
der  Ausnahmefall  nicht  eintreten  kann  — ,  schliesst  er  so:  da  es  hiernach 
endlich  viele  Systeme  p,  q,  r  von  je  drei  Doppeltangenten  der  C^  giebt, 
welche  zu  einer  kanonischen  Form  von  C^  der  obigen  Art  führen,  so 
muss  also  umgekehrt  jedes  System  von  drei  Doppeltangenten  der  C^  dies 
leisten.  Hierbei  ist  vergessen,  dass  die  Systeme  sich  ungleichartig  ver- 
halten könnten,  d.  h.  algebraisch  gesprochen,  dass  die  zugehörige  alge- 
braische Gleichung  höheren  Grades  reductibel  sein  könnte  —  wie  sie 
es  hier  auch  wirklich  ist.  Dieses  Versehen  hat  sich  im  Gange  der 
Wissenschaft  rasch  bemerklich  gemacht  (s.  z.  B.  V,  Nr.  18),  während 
der  Mangel  au  Vorsicht  im  Gebrauch  des  an  sich  wichtigen  Abzählungs- 
princips  zum  Nachteil  dieses  Wissenszweiges  nicht  beanstandet  wurde. 
S.  auch  V,  Nr.  16:  Plücker  über  Wendepunkte  der  C^,  Nr.  18:  Hesse 
über  Berührungskegelschnitte  bei  C^,  wo  dieselbe  ungenügende  Schluss- 
weise vorkommt,  aber  mit  zufällig  richtigem  Resultate,  wie  sich  auf  an- 
dere Weise  zeiiren  lässt. 


e.    Ber  ührungscurven. 

Für  die  Grundcurve  dritter  Ordnung  i^: 
Mac  L aurin,  De  linearum  geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus. 

1748,  vgl.  Rf.  I  D,  Litt. 
J.  Plücker,  s.  oben  a.  (4). 
0.  Hesse, 

(1)  Ueber  die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen  Gleichun- 
gen vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Variabeln.     Gr.  J.  f.  M.  Bd.  28,  1844. 

(2)  Ueber  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung.   Ibd.  Bd.  28,  1844. 

(3)  Algebraische   Auflösung   derjenigen  Gleichungen  neimten  Grades  etc. 
Ibd.  34,  1846. 

(4)  Ueber  Curven  dritter  Ordnung   und   die  Kegelschnitte,    welche    diese 
Curven  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren.     Ibd.  36,  1847. 

J.  Steiner, 

(1)  Geometrische  Lehrsätze.     Cr.  J.  f.  M.  Bd.  32,  18-15. 

(2)  Sätze  über  Curven  zweiter  und  dritter  Ordnung.     Ibd.  32,  1845. 
Für  die  Grundcurve  vierter  Ordnung  f4: 

J.  Plücker,  s.  oben  a.  (5). 

G.  Salmou,  Treatise  on  the  higher  plane  curves.     I.  ed.,  Dublin  1852. 
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J.  Steiner, 

(3)  Eigenschaften  der  Curven  vierten  Grades  rücksichtlich    ihrer  Doppel- 
tangenten.    Cr.  J.  f.  M.  Bd.  49,  Oct.  1852. 
0.  Hesse, 

(5)  üeber  Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie,  insbes. 
auf  Curven  vierter  Ordnung.     Cr.  J.  f.  M.  49,  Ap.  1853. 

(6)  üeber  die    Doppeltangenten   der   Curven   vierter   Ordnung.     Ibd.  49, 
Aug.  1853. 

(7)  Zu  den  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung.  Ibd.  55,  Dez.  1857. 

^urven"bei  ^^'     ^^®  Tlieorie  der  Beriihrungscurven  einer  gegebenen  Grund- 

"^Xuter^  curve  f,  d.  h.  der  Curven,  welche  durch  gegebene  Punkte  von  f  gehen 
Orduung.  ^^^^  ausserdem  nur  f  in  gegebener  Ordnung  berühren,  ist  dasjenige 
geometrische  Gebiet,  in  v^felchem  zuerst  die  functionentheoretischen  Be- 
griffe zur  Anwendung  kamen  (1863),  das  Gebiet  nämlich,  welches  von 
Eiemann  als  mit  dem  gewisser  specieller  algebraischer  Functionen  zu- 
sammenfallend erkannt  wurde  (1857  und  1862).  Da  über  diese  Be- 
trachtungen zu  berichten  sein  wird,  ist  es  zunächst  nötig,  den  Inhalt  und 
damaligen  Stand  der  geometrischen  Theorie  zu  skizziren. 

Was  die  Grundcurve  f^  von  der  dritten  Ordnung  angeht,  so  sind 
mehrere  Gruppen  von  Problemen  behandelt  worden,  nämlich  in  Bezug: 

a)  auf  Berührung  erster  Ordnung:  Tangenten  an  f^  von  einem 
Punkt  der  Curve  aus,  „correspondirende"  Punkte,  Kegelschnitte,  welche 
fg  in  drei  Punkten  berühren; 

ß)    Berührung  zweiter  Ordnung:  Theorie  der  Inflexionspunkte; 
Y)    sechspunktig  berührende  Kegelschnitte; 
8)    die  St  ein  er 'sehen  Polygone. 
Berührung  15.     -\\r^s  Nr.  14«)  angeht,  so  wurden  die  von  einem  Punkte  P  der 

erster  ■'         °        ' 

Ordnung.  Qurve  ausgehenden  vier  Tangenten  an  f^  betrachtet;  das  vollständige  Vier- 
eck ihrer  vier  Berührungspunkte  (A^ ,  . . .,  A^),  dessen  drei  Diagonalpunkte 
^h  Dir,  Diu,  den  drei  Anordnungen  (A^A.^;  A3AJ,  (A^Aj;  A^AJ, 
(AjA^;  A^Ag)  entsprechend,  ebenfalls  auf  der  Curve  liegen;  sodann  die 
eindeutige  Zuordnung  dieser  drei  Anordnungen  zu  den  (A'^A^;  A'^A'^), 
(A'jA'^;  A'„A'^),  (A'jA'^;  A^A',),  welche  zu  irgend  einem  andern  Punkte  P' 
von  fg  gehören,  indem  von  dem  Viereck  (A,  A^,;  A'^  A',)  ebenfalls  zwei  Dia- 
gonalpunkte Ej[,  EJ  auf  der  Curve  liegen,  u.  s.  w.  Diese  Theorie  hat  mittelst 
der  allgemeinen  Schnittpunktsätze  schon  Mac  Laurin  abgeleitet  (vgl.  auch 
Poncelet,  Analyse  des  transversales,  Cr.  J.  f.  M.  8);  er  hat  hieraus  auf 
die  drei  getrennten  einfach-unendlichen  Systeme  von  Paaren  correspon- 
dirender  Punkte  geschlossen,  welche  auf  der  f^  liegen.  Zu  einem 
System    gehören    hierbei  A,A.^;  AjA^;  a;a;;  A'jA'^;  DxP,  DjP',  EiE{. 
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Auf  ganz  neue,  algebraische  Weise  ist  diese  Theorie  durch  Hesse 
in  (1),  (2),  eingehender  in  (4),  begründet  worden*).  Von  einem  Kegel- 
schnittnetz 

xf+x'f'4-/"f"  =  0 
ausgehend,  erhält  er  als  Ort  der  für  alle  Kegelschnitte  desselben  conjugirten 
Punktepaare  die  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes,  eine  Curve  f„  von  der  dritten 
Ordnung;  und  er  stellt  sich  nun  die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  einer  so  defi- 
nirten  f^  das  zugehörige  Netz  zu  finden.  Es  gelingt  ihm  dies  formentheore- 
tisch, indem  er  aus  f^  und  der  aus  den  zweiten  partiellen  Differentialquotien- 
ten von  f,  gebildeten  Determinante  113(113=0  heisst  ihre  -Hesse'sche 
Curve"')  eine  Form  cp,  zusammensetzt,  deren  Hesse'sche  Determinante  ^\^e- 
derum  f^  selbst  ist,  d.  h.  deren  erste  Polaren  die  Kegelschnitte  des  Netzes 
sind.  Aber  diese  Aufgabe  lässt  drei  Lösungen  zu:  so  erhält  Hesse  die  drei 
Systeme  von  Punktepaaren  auf  der  f3,  von  denen  vorher  die  Rede  war.  Hier 
also  geht  Hesse  auf  eine  kanonische  Form  von  f^  aus,  die  sich  als  eine 
symmetrische  dreireihige  Determinante  aus  Elementen  darstellt,  welche  in 
den  Coordinaten  linear  sind.  Zum  Unterschied  von  Plücker  aber  be- 
weist er  die  Existenz  dieser  Form  mittelst  algebraischer  Processe.  Hesse 
untersucht  ferner  (4)  die  Transformation  in  sich,  welcher  f^  vermöge  der 
Punktepaare  eines  Systems  unterworfen  werden  kann,  und  gelangt  so  von 
drei  auf  einer  Geraden  liegenden  Punkten  zu  drei  Punkten,  in  welchen  f^ 
von  einem  Kegelschnitt  berührt  werden  kann:  auch  hiervon  existiren  also 
drei  getrennte,  je  zweifach-unendliche,  Systeme;  zwei  Kegelschnitte  gehören 
zu  einem  System,  wenn  ihre  sechs  Berührungspunkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  (s.  auch  (5)). 

Hervorzuheben  ist  hierbei  der  scharfe  Systembegriff,  welcher 
alle  Berührungscurven  gleicher  Ordnung  von  f^ ,  die  sich  durch  lineare 
Constructionen  aus  einander  herleiten  lassen,  zusammenordnet.  Dies  ist 
eine  Frucht  der  Anwendung  des  Gedankengehaltes  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Gleichungen  auf  die  Geometrie,  die  von  Hesse  zuerst  in 
grösserem  Masse  bethätigt  worden  ist  (1). 

Zu  bemerken  ist  auch  die  Specialisirung  beim  Eintreten  eines 
Doppelpunktes  der  fg  (4).  Hesse  findet,  dass  dann  nur  noch  eines  der 
drei  Systeme  correspondirender  Punkte  übrig  bleibt. 

16.     In  Bezug  auf  das  Problem  Nr.  143)  hatten  schon  De  Gua  (I,  Berührung 

'  zweiter 

Nr.  23)  und  Mac  Laurin  (später  Poncelet)  angegeben,  dass  eine  durch  Ordnung. 


*)  Ueber  die  Beziehungen  zur  Elimination  imd  Formeutheorie   bei  Hesse 
s.  Noether,  „Otto  Hesse",  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XX,  1875. 

20* 
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je  zwei  Wendepunkte  von  f,  gehende  Gerade  die  f^^  noch  in  einem  dritten 
solchen  trifft.  Auf  diesen  Satz  hätte  P  lücker  seine  kanonische  Gleichungs- 
form f^=pqr  —  s^  stützen  können;  aber  Flacker  verfährt  gerade  um- 
gekehrt (Plücker  (4),  3.  Abschn.  §8):  die  Form  leitet  er  aus  der  Constan- 
tenzählung  ab  und  daraus  den  geometrischen  Satz.  Die  Schlussweise  ent- 
hält also  meder  die  beiden  in  Nr.  13  angegebenen  Mängel;  und  während 
Plücker  die  Zahl  9  der  "Wendepunkte  der  fj  genau  angeben  kann,  sind 
seine  Gruppirungssätze  nur  zu  halten  durch  den  Satz  über  die  "Wende- 
punkte in  gerader  Linie.  Bezüglich  der  Gruppirung  spricht  Plücker  von 
den  zwölf  die  Wendepunkte  verbindenden  Geraden  und  sagt,  dass  das 
Problem  der  üeberführung  von  f  in  jene  Form  „auf  Gleichungen  führe, 
die  „„mindestens""  den  zwölften  Grad  erreichen".  Es  geht  daraus  her- 
vor, dass  die  Existenz  der  zwölf  Geraden  für  Plücker  noch  nicht  aus- 
sagte, dass  das  Problem  eine  algebraische  Resolvente  genau  zwölften 
Grades  haben  müsse. 

Dieser  Zusammenhang  ist  erst  von  Hesse  (1)  erfasst  worden.  Hesse 
ging  zugleich  einen  Schritt  weiter,  indem  er  die  Gruppirung  der  zwölf 
Geraden  in  vier  Dreiecke,  die  er  übrigens  auch  aus  der  Plücker 'sehen 
Tabelle  leicht  ablas,  vornahm  (wie  auch  schon  Steiner  (2))  und  daraus 
die  Existenz  einer  Resolvente  vierten  Grades  erschloss,  nach  deren  Lö- 
sung nur  noch  reine  kubische  Gleichungen  bleiben.  Und  endlich  zeigte 
Hesse  auf  formeutheoretischem  "V\'ege  sowohl  die  Existenz  dieser  Grup- 
pirungen,  als  den  "Weg  zur  Bildung  dieser  Gleichungen,  und  auch  ihre 
Verw^endbarkeit  für  die  Üeberführung  in  eine  neue  kanonische  Form,  bei 
welcher  eines  der  vier  Dreiecke  ausgezeichnet  ist,  und  welche  nur  die 
ungeraden  Potenzen  der  Variabein  enthält.  Die  Verwendung  der  geo- 
metrischen Ideen  umgekehrt  für  die  Algebra  in  (3)  wird  dort  auf  eine 
Anregung  Jacobi's  zurückgeführt. 

Steiner  giebt  in  (2)  noch  Erweiterungen  der  Inflexionssätze,  welche 

aber  durch  eindeutige  quadratische  Ebenentransformation  aus  jenen  folgen. 

Weitere  17.     Die  GruppiruniTSverhältnisse  im  Problem  y)  Nr.  14  ergeben  sich 

Probleme  i  i  -^  U  & 

von  Nr.  14.  durch  Verbindung  der  Betrachtungen  von  a)  und  ß).  Steiner  hat  in  (1) 
zuerst  diejenigen  27  Kegelschnitte  angegeben,  welche  die  fg  sechspunktig 
berühren.  Dass  ihre  Berührungspunkte  gefunden  werden,  indem  man 
von  den  "Wendepunkten  aus  die  weiteren  noch  möglichen  Tangenten  an 
fg  zieht,  hat  Hesse  in  (4)  gezeigt,  wie  er  auch  deren  gegenseitige  Grup- 
pirung richtig  gestellt  hat. 

Endlich    sind    hier    noch    die   St  einer 'sehen    Polygone   zu    erwäh- 
nen   (Steiner    (1)).      Als    Erweiterung    der    ad    a)    erv.'ähnten,     der 
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Curve  fj  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseite  bemerkt  Steiner  das 
Auftreten  geschlossener  Polygone  mit  gerader  Seitenzahl,  Avelche  der  f^ 
eingeschrieben  sind,  und  deren  Seiten  abwechselnd  durch  zwei  feste  Punkte 
von  fj  gehen,  und  zeigt  die  Construction  für  das  Sechs-  und  Zehneck; 
ferner  auf  quadratischer  Transformation  beruhende  Verallgemeinerungen. 
Dies  Problem  wurde  für  Clebsch  zum  Ausgangspunkte  seiner  Anwendung 
der  elliptischen  Functionen  auf  die  Geometrie. 

18.     Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  algebraischen,  Doppeitan- 
namentlich  der  Wurzelfunctionen    sind  die  Untersuchungen   der  GeometerBe"ühnings- 
über  Berührungscurven  bei  den  Gurven  vierter  Ordnung  geworden.    Die  schnitte  der 
Anzahl  28  der  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  f^  war  von ter Ordnung. 
Plücker  mittelst  seiner  Singularitätengleichungen  gefunden  worden.    Die 
von   Plücker  in   (5)   (s.  Nr.  13)    aus    der   kanonischen   Gleichungsform 
f^  ^  pqrs-f-fiß^    abgeleiteten   unrichtigen   Zahlen    für  die   Grnppirungen 
der  Doppeltangenten  in  Paare  und  Quadrupel  Avurden  von  Hesse  (zuerst 
in  J.  f.  M.  Bd.  40,   Brief  an  Jacobi),    Salmon    und   Steiner    richtig 
gestellt.     Bei   allen  dreien   ist   der  Ausgangspunkt  derselbe,    wenn   auch 
die  Darstellungsform  verschieden  ist.     Sie  untersuchen  ein  System  von 
Kegelschnitten : 

1)  A' =  A-f-2XB  +  X-C  =  0, 
welche 

2)  f^  =  AG  — B' 

in  je  vier  Punkten  berühren.  "Während  diese  Eigenschaft  bei  Steiner 
offenbar  zur  Definition  der  f^  dient,  gehen  Salmon  und  Hesse  (5)  von 
der  kanonischen  Form  2)  aus,  und  zwar  beide  genau  in  dem  Plücker'- 
schen  Sinne:  sie  erschliessen  die  Darstellung  der  Curvengieichung  in  der 
Form  2)  zunächst  nur  aus  der  Gonstantenzählnng,  ohne  zu  beweisen  — 
so  einfach  es  auch  mit  Hülfe  der  Schnittpunktsätze  wäre  — ,  dass  diese 
Form  an  die  Existenz  jedes  vierpunktig  berührenden  Kegelschnittes  A 
geknüpft  werden  kann.  Später  beweist  übrigens  Salmon,  dass  jedes 
Doppeltangentenpaar,  für  A  genommen,  f^  in  die  Form  2)  zu  setzen 
gestattet. 

Wegen  der  Identität  3) 
(A4-2BX+CX-)(A+2B[x+C[i.-)— [(A+BX)+(B4-CX);x)J-^  =  (k—li)% 
geht  durch  die  acht  Berührungspunkte  je  zweier  Kegelschnitte  des  Systems 
1)  Avieder  ein  Kegelschnitt;  die  Berührungspunkte  des  Systems  1)  lassen 
sich  also  linear  aus  denen  irgend  eines  Gliedes  desselben  ableiten.  Dies 
ist  es  eben,  was  den  in  Nr.  15  hervorgehobenen  Hesse'schen  „System- 
begriff"  ausmacht. 
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Die  nächsten  Folgerungen  waren: 

Unter  den  Kegelschnitten  jedes  Systems  1)  giebt  es  sechs  zerfal- 
lende, also  sechs  Doppeltangentenpaare,  welche  zusammen  —  nach  Stei- 
ner's  Ausdruck  —  eine  „Gruppe"  bilden.  Solcher  „Gruppen"  oder 
Kegelschnittsysteme  giebt  es  G3.  Die  Untersuchung  des  Netzes,  welches 
aus  A,  B,  C  entsteht,  hat  Steiner  in  Angriff  genommen  und  ferner  eine 
Eeihe  von  Sätzen  über  Systeme,  aus  solchen  Gruppen  gebildet,  ausge- 
sprochen. Aus  3)  ergiebt  sich,  indem  man  f ^  =  0  setzt  und  für  X  drei 
verschiedene  Werte  annimmt,  dass  zwischen  irgend  drei  Kegelschnitten 
des  Systems  1),  etwa  A,  C,  A'  eine  Beziehung  der  Art  besteht: 

yx^  =  ]/Ä-[-xyc, 

zwischen  drei  Doppeltangentenpaaren  einer  Gruppe   also  die  Beziehung: 

4)  V^+l/n  +  Vzc==o, 

wie  schon  Salmon  und  Hesse  gesehen  haben.     Auf  diese  erste  Bezie- 
hung zwischen  „Wurzelfunctionen"  wird  späterhin  zurückzukommen  sein 
(s.  V,  B  (Riemann's  Vorlesung)  und  IX,  über  Wurzelfunctionen). 
Die  Hesse'-  19.     Das  System  1)  kann  man  erhalten,  indem  man  f  in  die  Form  2) 

sehen  Un- 
tersuchun- 


gen über   setzt  Und  die  Determinante 

die  zwei 


seitlich  und  unten  mit  — X,  1  rändert. 


A  B 
B  C 

Arten  von  Djeses  Priocip,  f.   in  Form  einer  symmetrischen  Determinante  anzuschrei- 

BeruhruDgs-  i  ^      4 

curven  drit-  j^gjj  yyjj  (Jaraus  durch  einreihige  Ränderung  ein  Berührungscurvensystem 
nung  der-  hcrzuleiteu,    hat  Hesse,    wie   auf  die   f.,    so   auch   auf   die  f,   in  noch 

selben.  '  '  3  '  4 

mehreren  Formen  angewendet,  um  die  beiden  Arten  von  Berührungscurven 
dritter  Ordnung  bei  Curven  vierter  Ordnung  f^  zu  erhalten:  diejenigen 
erster  Art,  für  welche  die  sechs  Berührungspunkte  niemals  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  und  die  zweiter  Art,  für  welche  dieses  immer  der 
Fall  ist.  Nimmt  man  A  als  linear,  C  als  vom  dritten,  B  vom  zweiten 
Grade  an,  so  ergeben  sich,  je  einer  der  28  Doppeltangenten  A  zugehörig, 
28  getrennte  cx3^-Systeme  von  sechspunktig  berührenden  C^  zweiter 
Art  (Hesse  (5)).  Zu  einer  umfassenderen  Gruppirungstheorie  aber  ist 
Hesse  ((5)  und  besonders  (6))  dadurch  geführt  worden,  dass  er 

f,=Irhu^,  u,2U33U^^ 
setzte,  wo  die  Ujk  =  u^i  lineare  Functionen  der  Coordinaten  y  sind.  Es 
ist  ihm  gelungen,  aus  dieser  kanonischen  Form  nicht  nur  die  Theorie  aller 
co^-Systeme  erster  Art  von  berührenden  C^  zu  entwickeln,  sondern 
auch  einen  Algorithmus  abzuleiten,  welcher  die  ganze  Berührungstheorie 
für  die  f.  in  sich  enthält. 

H esse's   Gedankengang,    auf    welchen    wir   im  Abschnitt  IX   über 
Wurzelfunctionen  zurückzugreifen  haben,  ist  der: 
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Die  Determinante  2di  u,j  ...  u^^  =  z^^(y)  wird  als  Determinante 
eines  Netzes 

F.,(x)  =  y,f(x.,...,sJ+y,f'(x,,...,xj4-y3f"(x.,...,xJ 
von  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  acht  conjugirte  Punkte  1,  2,  ...,  8 
des  Raumes  aufgefasst.  Den  Punkten  y  der  Ebene  von  A^(y)  entsprechen 
die  Flächen  des  Netzes  F^,  den  Punkten  D  von  A^  =  0  die  Kegelflächen 
im  Netz,  insbesondere  die  Spitzen  P  derselben,  welche  eine  Raumcurve 
sechster  Ordnung  Rg  bilden.  Vier  auf  einer  Geraden  gelegenen  Punkten  FT 
von  A^  entsprechen  vier  Kegelspitzen  eines  Büschels  des  Netzes  F, ;  ins- 
besondere entsteht  eine  Doppeltangente  an  A_,,  wenn  die  Grundcurve  dieses 
Büschels  zwei  Doppelpunkte  erhält,  also  wenn  sie  zerfällt  —  Avas  28  Doppel- 
tangenten liefert,  mit  den  Symbolen  (12),  (13),  ...,  (78),  den  Verbindungs- 
linien der  Punkte   1,  ...,  8  entsprechend. 

Die  eindeutige  Transformation,  welche  die  Curven  A^(y)  und  11,  (x) 
verbindet,  hat  die  Form 

Xj  :  ...  :  x^  ==  Uix  :  ...  :  Ui4     (Ujk  Unterdeterminanten  von  A^  nach  Ui^), 
oder  XiXjj  =  pUik. 

Da  hiernach  die  y^,  yjy.^,  ...  lineare  Functionen  der  X;,  x^  werden, 
so  entspricht  den  Schnitten  von  Rg  mit  allen  Flächen  zweiter  Ordnung 
der  Schnitt  von  A^  mit  allen  Curven  dritter  Ordnung  eindeutig,  insbe- 
sondere dem  Schnitt  von  R^  mit  den  doppelt  gezählten  Ebenen  ein 
oo^-System  von  Berührungscurven  dritter  Ordnung  erster  Art  an  A^:  das- 
selbe System,  welches  sich  aus'  der  Räuderung  von  A^  ergiebt. 

Dieses  eine  System  —  ganz  verschiedenartig  von  den  früheren  28, 
da  je  die  sechs  Berührungspunkte  nun  auf  keinem  Kegelschnitt  liegen  — 
ist  in  der  Hesse 'sehen  Normalform  ausgezeichnet.  Hesse  ist  aber  einen 
sehr  erheblichen  Schritt  weiter  gegangen,  indem  er  zeigte,  dass  man  aus 
diesem  einen  System  35  analoge  Normalformen,  also  35  weitere  solcher 
Berührungssysteme  C^  erster  Art  ableiten  kann,  und  dass  diese  36  Systeme 
alle  gleichberechtigt  sind.  Das  Hülfsmittel  dazu  bieten  die  linearen 
Transformationen  des  X-Raumes,  bei  welchen  A^  =  0  und  ebenso  alle 
Berührungseigenschaften  von  A^  =  0  unverändert  bleiben,  verbunden  mit 
Vertauschungen.  Bringt  man  zwei  der  Coordinateneckpunkte  des  X-Raumes 
in  zwei  der  Punkte  1,  ...,  8,  i  und  k,  so  ergiebt  sich  die  Theorie  des 
Systems  von  Berührungskegelschnitten,  welche  die  Doppeltangente  (ik)  zum 
ausgezeichneten  System  C^  ergänzen.  Bringt  man  die  vier  Coordinateneck- 
punkte in  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  4,  vertauscht  aber  ausserdem  12  mit 
34,  13  mit  24,  14  mit  23,  und  56  mit  78,  57  mit  68,  58  mit  67, 
so   ändert  sich  die  A,  =  0  wiederum  nicht,   wohl   aber  geht  das  Netz 


0 

F,, 

Fx3 

F„ 

F,. 

0 

F.3 

F., 

F,, 

F,, 

0 

F„ 

13 

•2  3 

34 

F,, 

F.. 

F,. 

0 
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F,  in  ein  solches  F!,  über,  das  nicht  mehr  linear  in  F.,  überführbar 
ist.  So  ergeben  sich  aus  den  35  Substitutionen  der  genannten  Art 
{12  3  4,  5  6  7  8}  35  neue  Normalformen  und  Systeme  Cj  erster  Art. 
Aus  jeder  derselben  kann  man  aber  auf  ganz  dieselbe  Weise  zur  ur- 
sprünglichen und  zu  jeder  der  andern  übergeben,  was  die  Gleichberechti- 
gung der  36  liefert.  Ferner  zeigt  Hesse,  dass  es  keine  weiteren  Systeme 
Cg  der  genannten  Art  geben  kann.  Hesse  giebt  also  die  vollständige 
Substitutionsgruppe  für  die  Gleichung  28ten  Grades  der  Doppeltangenten  an. 
Den  Existenzbeweis  der  Normalform  führt  Hesse  in  so  weit  durch, 
als  er  zeigt,  dass  mit  Hülfe  von  vier  Doppeltangenten  F^^,  Fj^,  F^^,  Fj^, 
deren  acht  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt 

u  =  — F     F    -4-F     F    +F    F     =0 

12       3  4     "^     23        11     "^      13       24 

liegen,  f^  die  Form  annimmt 


f   =  u^  — 4F     F     F     F     = 

4  23        14       24       13    


also  in  der  That  die  Normalform;  durch  lineare  Transformation  und 
die  obige  Substitution  erhält  man  daraus  die  allgemeine  kanonische 
Form. 

Aus  dem  älteren  Material  über  die  Berührungstheorie  der  f^  bleibt  nur 
noch  ein  Punkt  zu  erwähnen:  es  sind  die  Plücker'schen  (5)  Realitäts- 
betrachtungen in  Bezug  auf  die  Doppeltangenten,  nämlich  die  Einsicht  in 
die  Gruppirung  zu  2.6,  welche  Plücker  unter  der  Annahme  eines  Doppel- 
punkts der  f^  aus  den  sechs  von  diesem  ausgehenden  Taugenten  ableitet, 
sowie  seine  Ableitung  einer  Curve  mit  28  reellen  Doppeltangenten  aus 
einer  solchen  mit  mehreren  Doppelpunkten  durch  Variiren.  Diese  Unter- 
suchungen sind  als  wichtige  Vorläufer  von  neueren  solchen  über  die  Ab- 
hängigkeit eines  algebraischen  Gebildes  von  den  Moduln  zu  betrachten. 
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20.  Die  1876  von  H. "Weber  lieraussfebenen  -Gesammelten  mathema-  Kiemanns 

°  "  Nachlass. 

tischen  Werke  und  wissenschaftlicher  Nachlass "  Riemann's  enthalten,  nach 
einem  von  Roch  geführten  Hefte,  ein  Bruchstück  einer  im  Sommersemester 
1862  gehaltenen  Vorlesung  Riemann's,  die  einmal  deshalb  wichtig  ist,  weil 
sie  mehrere  später  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  Curven 
von  Bedeutung  gewordene  Begriffe  einführt;  sodann  auch,  weil  sie  die 
fi'üheste  Mitteilung  enthält,  welche  sich  mit  einer  Theorie  derjenigen  spe- 
ciellen  algebraischen  Functionen  beschäftigt,  die  von  Eiemann  „Abel'- 
sche Functionen"  (im  engeren  Sinne),  später  "Wurzelf unctiouen  ("^'eber) 
genannt  worden  sind  —  dem  Aequivalent  der  Theorie  der  Systeme  von 
Berührungscurven.  Aus  dieser  Vorlesung  ist,  obwohl  sie  geometrische 
Ausdrücke,  wie  Curve  etc.,  vermeidet,  doch  die  geometrische  Auffassung 
der  algebraischen  Beziehungen  auf  Roch  übergegangen  und  gelangte 
durch  ihn  1863  an  die  Oeffentlichkeit,  also  gleichzeitig  mit  Clebsch's 
erster  Publication  über  diesen  Gegenstand  —  bei  gegenseitiger  völliger 
Unabhängigkeit.  Das  Rie  mann 'sehe  Bruchstück  enthält  kein  Citat;  trotz- 
dem wird  man  annehmen  müssen,  dass  die  bezüglichen  geometrischen  Ar- 
beiten, wie  sie  in  c) — e)  V,  Nr.  7 — 19  gescliildert  worden,  sowohl  die 
über  die  homogene  Gleichungsform  der  Curven  als  die  S teiner- Hesse "- 
sehen  Arbeiten  über  Berührungssysteme  bei  der  Curve  vierter  Ordnung, 
auf  Riemaun  von  Einfluss  gewesen  sind. 

21.  Riemann  führt  zunächst  —  um  eine  -symmetrische  Form"  der  Kiemann-s 

Normaicurve 

Gleichung  zu  haben —  eine  neue  Normaicurve  ein,  indem  er  die  beiden Ver-  ^^^  (2p-2)- 

°  '  ten  Ord- 

hältnisse  dreier  beliebiger  cp-Functionen  (vgl.  wegen  dieses  Ausdrucks  Rf.  IV,  nung. 
C,  Nr.  15),  ^  =  (pj/cpg,  7j=<p,/93,  als  Variable  verwendet,  und  setzt  mittelst 
c:7j:l  :=  x:y:z  die  Gleichung  in  eine  homogene  Form^  f(x,  y,  z)  =  0. 
Er  bestimmt  die  Gesamtdimension  von  f  (x,  y,  z)  zu  2p  —  2,  die  Gesamt- 
dimension der  zu  f  gehörigen  Formen  <p(x,  y,  z)  —  die  aus  den  Func- 
tionen <p(c,  yj)  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von  z  hervorgehen  — 


'*)  üeber  (6)  ist  im  Anschluss  an  das  frühere  Referat  über  Riemaun  be- 
reits berichtet  worden  (IV,  D,  Nr.  21). 
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zu  2p  —  5,  und  berechnet  die  Zahl  der  Doppelpunkte  von  f=0  (für 
welche  die  cp  verschwinden  müssen)  zu  r  =  2(p  —  l)(p  —  3).  Er  zeigt 
ferner,  dass  diese  r  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  auf  einer  Curve  (2p — 6)ter 
Ordnung,  ^(^,r^)  =  0,  (aus  ©^  =  0  hervorgehend)  zu  liegen,  die  f=0 
nicht  weiter  trifft.  —  Nach  einem  in  der  IL  Aufl.,  p.  490 — 491,  enthal- 
tenen Zusätze  zeigt  Riemann  weiter,  dass  zwischen  den  Functionen  (l>(-y^'' 
(wo  O^^^  alle  möglichen  ganzen  Ausdrücke  zweiter  Dimension  in  cp, ,cp2,  ...,9p 
vorstellt),  weil  sie  nur  in  den  2p — 2  Punkten,  wo  z  =  0  ist,  doppelt  un- 
endlich werden,  mindestens  "Kp — 2)(p — 3)  lineare,  d.  h.  dass  zwischen  den 
p  Formen  cp  ebensoviele  quadratische  homogene  Relationen  bestehen  müssen. 
Ob  und  wann  noch  weitere  solche  Relationea  existiren,  wird  nicht  unter- 
sucht; noch  weniger  wird  die  Frage  berührt,  wie  sich  diese  Relationen  zur 
Darstellung  allgemeinster  algebraischer  Functionen  oder  gar  zur  Definition 
des  algebraischen  Gebildes  selbst  verhalten. 
Wurzel-  22.     Das  Vorlesungsfragment  ist  eine  Einleitung  in  die  Theorie  der 

formen 

""g^j^j|'^g'*j^"  Relationen  zwischen  den  ]/cpe(s,  z),  wo  <pe(s,  z)  irgend  eine  der  in  end- 
licher Zahl  existirenden  Functionen  cp  ist,  die  in  p — 1  Punkten  je  0^ 
werden.     Der  Quotient  zweier  solcher  Functionen 


/ 


9e(s,  Z) 


cpf(s,  z) 

lässt  sich,  bei  gegebener  Zerschneidung  der  Fläche  T  in  die  früher  (Rf.  IV, 
Nr.  18)  erwähnte  T',  nach  Art.  27  der  Abel' sehen  Functionen  in  die 
Form  setzen 

{>(^J''du,-e,,...)  ^«^(/'^ 


c- 


S],Z|  Sj.Z, 

wo  die  e  eindeutig  von  den  Nullpunkten  y](*)  von  cpe(s,  z),  die  f  eindeutig 
von  denen,  -qi^^  von  cpf(s,  z)  abhängen;  A  eine  Exponentialgrösse  in  u,  c 
eine  Constante  ist;  wo  ferner  0(0,,  ...)  =  0,  {)(f,,  ...)  =  0,  d.  b.  wo  die  e 
und  die  f  halbe  Perioden  sind,  deren  Zahlencoefficienten  s, , . . . ,  Sp ;  e/, . . . ,  ej, 
die  Bedingung  l'hShSi,^  1  (mod.  2)  erfüllen.  Solcher  „ungerader"  Com- 
plexe  giebt  es  (mod.  2)  2t'~'(2P  —  1);  also  ebensoviele  „AbeTsche  Func- 
tionen y(pe(s,  z)",  denen  je  der  aus  den  e  entstehende  Zahlencomplex  als 
bez.  „ungerade  Charakteristik"  zugeschrieben  wird  [letztere  bei  Riemann 
bezeichnet  mit  (]/cpe(s,  z))]:  nach  seinem  Ursprung  eine  „^-Charakteristik". 
Nimmt  man  die  „Summe"   der  beiden  Charakteristiken  dadurch,  dass  man 
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entsprechende   Elemente   addirt,    so   erhält   man   eine   zu    "        -- — 


cpf(s,  z) 


also  auch  zu  der  mit  dieser  Function  rational  verbundenen  ]/(pe (s,  z) 
.'\/(S((s,z)  —  gehörige  Charakteristik,  welche  „Gruppencharakteristik"  ge- 
nannt wird,  der  Art 

^0, 


1' 
.ö' 


.,  8p] 

u^»,,    •  •  .,    OpJ 

mit  der  Bedeutung,  dass  jene  Function  beim  Ueberschreiten  der  2  p  Quer- 
schnitte die  Factoren  zb  1  annimmt,  je  nachdem  das  bez.  o  zu  j  J  (niod.  2) 
wird:  sie  sind  nach  ihrem  Ursprünge  den  halben  Integralperioden 

Ce) 
1  =  1*^  rn 


eh 

'"',(0 


-  [:;:;:] 


zugeordnet.      Von   diesen    „Gruppencharakteristiken"    ist   also 

ausgeschlossen,  und  es  giebt  2-p — 1  solcher.  (Eingehenderes  im  IX.  Abschnitt 
über  „ Wurzelf nnctioneu".) 

23.      Riemann   geht    alsbald   auf  den   Fall   p  =  3   über,    wo   die   wurzei- 

forraen  für 

2p— i(2P — 1)  =  28  Gleichungen  <p^  =  0  die  28  Doppeltangenten  einer  p=3. 
Grundcurve  vierter  Ordnung  darstellen.  Er  führt  drei  derselben,  x  =  0, 
y  =  0,  z  ^  0,  als  Seiten  des  Coordinatendreiecks  ein,  um  die  übrigen  cpe, 
unter  Zuordnung  zu  den  „ungeraden  Thetacharakteristiken",  linear  und  ho- 
mogen durch  X,  y,  z  auszudrücken.  Die  Rechnungen  sind  dabei  wesentlich 
algebraischer  Natur  und  analog  den  in  V,  18  skizzirten  geführt,  welche 
Hesse  (bes.  Cr.  J.  f.  M,  55)  auf  die  Gleichungsform  der  Curve  vierter 
Ordnung 

V^H-Vn  +  l/zC  =  0  (aus  (zC— xS— yyj)^— 4x^y7j  =  0) 
hingeleitet  haben,  wo  x,  ?;  y,  r^;  z,  C  drei  der  sechs  Doppeltangentenpaare 
vorstellen,  welche  eine  Steiner'sche  Gruppe  (V,  Nr.  18)  constituiren.  Als 
„Gruppencharakteristik"  kann  man  für  diese  Gruppe  eine  beliebige  der 
2^P  —  1  =  63  wählen,  den  sechs  Paaren  die  sechs  Zerlegungen  derselben 
in  Paare  ungerader  Thetacharakteristiken  zuordnen.  Aus  den  drei  Paaren 
ergeben  sich  sowohl  die  drei  übrigen  der  Gruppe,  als  die  16  weiteren 
Doppeltangenten  mittelst  einer  biquadratischen  Gleichung,  und  ebenso 
ihre  Charakteristiken-Zuordnungen;  wobei  nur  der  —  von  Riemann  aus 
der  obigen  Gleichungsform  gefolgerte  —  Satz  zu  benutzen  ist,  dass  ]/xyz 
zu  einer  „geraden  Thetacharakteristik"  gehört,  d.  h.  dass  in  der  Gruppe 
[]/xy]  kein  (|/z)  enthaltendes  Paar  vorkommt,  oder,  im  Sinne  von  Nr.  19 
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ausgesprochen:  dass  xyz  =  0  eine  Berührungscurve  C^  erster  Art  bildet. 
An  der  obigen  Gleichung  ist  bemerkenswert,  dass  sie  als  Gonstanten  nur 
die  sechs  Moduln  des  Gebildes  enthält,  die  in  den  gegebenen  linearen 
Ausdrücken  der  ^,  tj,  C  durch  x,  y,  z  auftreten, 
constanten-  24.     Ferner  ist  zu  beachten,  dass  —  nach  Roch  (1)  —  Riemann 

Wurzel-    die  in  Nr.  23  angegebene  Gleichung  als  ganz  speciellen  Fall  eines  allge- 

formen  bei  ^  i        /-i  n 

Rieoiann  meinen  „algebraischen  Satzes"  erkannt  hat,  welcher  eine  der  Grundlagen 

und  Roch.  "      *= 

der  Theorie  der  Wurzelf unctionen  und  der  Berührungssysteme  ist:  „dass 
bei  einem  Gebilde  vom  Geschlecht  p  zwischen  je  p  einer  Gruppe  an- 
gehörigen  Producten  zweier  Abel'schen  Functionen 

yxj?|,    1/^2 '2'    •  •  •>    K^p^p 

eine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht". 
Der  Satz  folgt  einfach  aus  der  Anzahl  der  Constanten  der  in  den  2  p — 2 
Nullpunkten  einer  Form  ]/xp^p  zu  oo^  werdenden  algebraischen  Functionen, 
wobei  man  weiss,  dass  diese  Nullpunkte  nicht  durch  eine  cp-Function  ver- 
knüpft sind;  imd  so  hat  Riemann  denselben  auch  erschlossen.  Nach 
Roch  (1)  hat  Riemann  auch  für  p  :^  4  diese  Relationen  in  seiner  Vor- 
lesung discutirt;  leider  ist  aber  darüber  nichts  veröffentlicht. 

Roch's  Arbeit  (1)  hat  den  Beweis  dieses  „algebraischen  Satzes" 
zum  Gegenstande.  Der  Riemann'sche  algebraische  Beweis  genügt  ihm 
nicht,  weil  der  Satz  über  die  Constantenzahl,  auf  den  er  sich  gründet, 
von  den  in  Art.  VI  der  Abel'schen  Functionen  gemachten  speciellen  Vor- 
aussetzungen über  die  Fläche  T,  welche  das  Auftreten  besonderer  Sin- 
gularitäten ausschliessen,  Gebrauch  mache.  Dass  übrigens  diese  Annahme 
nicht  zutrifft,  hat  Roch  durch  seinen  kurz  darauf  folgenden  Beweis  (6) 
des  Satzes  von  der  Constantenzahl  selbst  gezeigt.  So  führt  denn  Roch 
noch  einen  transcendenten  Beweis,  welcher  dem  von  Riemann  mittelst 
des  Dirichlet'schen  Princips  und  der  Periodicitätseigenschaften  geführten 
Beweis  für  die  Anzahl  p  der  linear -unabhängigen  Formen  cp,  d.  h.  der 
linear-unabhängigen  Integrale  erster  Gattung  in  Art.  4  der  Abel'schen 
Functionen   völlig  analog   ist:    es  werden    statt  dieser  nur   die  Integrale 

/'  '  \'^' —  betrachtet.     Zu  bemerken  ist  noch  die  Bezeichnung  „Sym- 
iL 
ÖS 

plegma"  an  Stelle  von  Steiner' s  „Gruppe". 
Koch  und  25.     Auch  die  Roch 'sehe  Arbeit  (3)  über  die  Doppeltangenten  der 

'rungs-     f^,  im  Sommer  1864  verfasst,  ist  ganz  unabhängig  von  der  Clebsch'schen 

entstanden   (vom   October  1863,  J.  f.  M.  Bd.  63,    im  Spätsommer  1864 
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erschienen),  wenn  auch  erst  in  J.  f.  M.  Bd.  66,  1S66  gedruckt*).  Um 
den  Doppeltangenten,  berührenden  Kegelschnitten  etc.  Charakteristiken  zu- 
zuordnen und  damit  dieselben  zu  trennen  und  ihre  Anzahlen  zu  bestimmen, 
macht  Roch,  wie  Riemann  für  p====3,  von  der  Darstellung  von  Aus- 
drücken wie  ]/cpe/9f  durch  Thetaquotienten  Gebrauch;  er  benutzt  weiter 
den  algebraischen  Satz  (5),  um  Lagenbeziehungen  zwischen  Curven  eines 
oder  verschiedener  Systeme  zu  entwickeln  (wobei  übrigens  die  Angaben 
über  Systembeziehungen  und  Anzahlen  nicht  alle  zutreffen). 

Ferner  wird  die  Theorie  der  Doppeltangenten  für  eine  Grundcnrve 
vierter  Ordnung  f^(O^)  (nämlich  mit  einem  Doppelpunkt  0)  aus  den  Theta- 
functionen  für  p  =  2  abgeleitet;  und  zwar  werden  nicht  nur  die  durch  0 
gehenden  (also  „adjungirten")  Berührungscurven,  sondern  auch  die  nicht 
durch  0  gehenden  (nicht-adjungirten),  also  auch  die  16  eigentlichen  Doppel- 
tangenten aufgestellt.  Roch  steht  hierbei,  was  bemerkenswert  ist,  ganz  auf 
dem  Standpunkte  Riemann's  (AbeTsche  Functionen,  Artikel  8),  wonach 
die  Quotienten  von  Formen,  die  in  0  verschwinden,  die  allgemeinsten  bei 
gegebenen  Unendlichkeitspunkten  existirenden  Functionen  liefern,  die  Quo- 
tienten aber  aus  Formen,  die  in  0  nicht  verschwinden,  im  allgemeinen 
nur  einen  Teil  jener  Functionen  ergeben,  welcher  durch  eine  specielle  alge- 
braische Bedingung  aus  denselben  auszuscheiden  ist.  So  erhält  Roch  durch 
ycpe/'-?f  =  c  •  öe(u)/9f(u)  zuuächst  nur  die  sechs  Tangenten  an  f^(O^)  von  0 
aus;  hier  sind  aber  ausnahmsweise  auch  die  Quotienten  A/Aq  der  nicht-adjun- 
girten linearen  Formen  A,  A^  die  allgemeinsten  Functionen,  die  in  Aq  =  0, 
f ^  =  0  unendlich  werden,  und  man  kann  demnach  auch  ]/r/t,  wo  r  und  t 
zwei  eigentliche  Doppeltangenten  von  f^(0")  sind,  durch  einen  einfachen 
Thetaquotienten  darstellen.  Indem  dann  Roch  auch  den  „algebraischen 
Satz"  auf  Verbindungen  von  Producten  |/rt  unter  sich  und  mit  jenen 
|/(pe'ff  ausdehnt,  erhält  er  ganz  ähnliche  Resultate,  wie  für  die  allge- 
meine f^,  nur  modificirt  durch  das  Verhalten  zu  den  beiden  Zweigen  des 
Doppelpunktes.  Den  elliptischen  Fall  f^(a^,  b")  erledigt  Roch  nicht  in 
dieser  Weise;  ebensowenig  wird  die  Bedeutung  jener  speciellen  Func- 
tionen in  Bezug  auf  rationale  Transformation  genauer  erörtert. 

Die  Arbeit  (4)  von  Roch  löst  geometrische  Berührungsaufgaben 
andrer  Art,  nämlich  solche  für  Curven,  welche  f^  nur  an  einer  Stelle 
m-punktig,  sonst  1 -punktig,  treffen,  und  zwar  mit  Hülfe  von  i)(mu — e) 


*)  Die  in  der  Roch 'sehen  Arbeit  befindlichen  Citate  auf  Clebsch  wur- 
den nach  dem  den  Verfassern  zugänglich  gewesenen  Briefwechsel  zwischen 
Roch  und  Clebsch  erst  wilhrend  der  Correctur  zufrefügt. 
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als  Function  von  s,  z.  Da  algebraische  Sätze  über  Constantenzählung  an- 
geführt werden,  die  nicht  durchaus  zutreffen,  so  bedarf  diese  Arbeit  einer 
Prüfung;  sie  ist  aber  als  Vorläufer  der  transcendenten  Untersuchung 
über  Correspondenzverhältnisse  in  einem  algebraischen  Gebilde  zu  nennen. 
Im  ganzen  kann  in  den  geometrisch-functionentheoretischen  Betrach- 
tungen bei  Roch  gegenüber  Eiemann  ein  Fortschritt  nur  darin  er- 
blickt werden,  dass  er  dessen  Auffassung  des  Nichtadjungirten  in 
explicitere  Behandlung  umzusetzen  begonnen  hat,  indem  Roch  auch  für  Be- 
rührungsprobleme einen  directen  Weg  wenigstens  angedeutet  hat,  wie  er 
erst  in  neuester  Zeit  wieder  aufgenommen  und  verfolgt  worden  ist.  — 
Jedenfalls  aber  hat  Roch  das  Verdienst,  für  die  letzten  Paragraphen  der 
Riemaun'schen  Abhandlung  das  Verständnis,  auch  nach  der  geometrisch- 
algebraischen  Seite  hin,  vermittelt  zu  haben  —  wie  dies  für  den  allge- 
meinen Riemann'schen  Gedankengang  überhaupt  Prym  und  Roch  ge- 
meinsam in  Anspruch  nehmen  können. 


C.    Alfred  Clebsch  [1863-1865]. 
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ciebschs  26.     Während  Roch  damit  beschäftigt  ist,   einzelne  Riemann'sche 

Anwendung  .  .  t  i  .        t  t      t»    -i 

des  eiiipt.  Resultate  geometrisch  zu  deuten,  erscheint,  unabhängig  davon,  die  Kerne 
theorems  der  Abhandlungen,  in  denen  Clebsch  zum  ersten  Male  systematisch  die 
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in  der  Theorie  der  alofebraischen  Curven  gewonnenen  Anschanungen  mitauf  curven 

^  .  dritter  Ord- 

den  in  der  Theorie   der  elliptischen    und  Ab  ersehen  Functionen    aufge-     nung. 
stellten  Begriffen  und  Resultaten  in  Verbindung  setzt;    die  Scbnittpunkt- 
sätze  niit  dem  Begriff  der  algebraischen  Function  und  mit  dem  AbcF- 
schen  Theorem,   die  Sätze   über  Berührungscurven   mit   dem  Umkehrpro- 
blem der  Abel'schen  Functionen. 

Den  Ausgangspunkt  bei  Clebsch  bildet  die  Fragestellung:  ob  nicht, 
ähnlich  "wie  die  Sätze  von  Steiner  über  die  zwei  Kreisen  ein-  und  um- 
geschriebenen Polygone  (Cr.  J.  II)  und  deren  projective  Erweiterungen  von 
Poncelet  (Traite  des  propr.  proj.)  durch  Jacobi  an  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  angeknüpft  wurden  (Cr.  J.  in,  Ges.  Werke  erster 
Bd.  S.  277),  so  auch  die  Sätze  Steiner's  über  die  einer  Curve  dritter 
Ordnung  eingeschriebenen  Polygone  (Rf.  V,  No.  17)  in  diese  Theorie  ge- 
hören? Diese  Vermutung  lag  Clebsch  nahe,  nachdem  Aronhold  1861 
das  zur  C^  gehörige  Integral  erster  Gattung  auf  ein  elliptisches  Normal- 
integral u  zurückzuführen  gelehrt  hatte  (s.  V,  9);  denn  Clebsch  entnahm 
daraus  die  Möglichkeit,  die  Coordinaten  der  Curve  eindeutig  durch  ellip- 
tische Functionen  von  u  auszudrücken,  d.  h.  die  Punkte  der  Curve  dem 
transcendenten  Parameter  u  —  von  ganzen  Perioden  abgesehen  —  ein- 
deutig zuzuordnen.  In  der  That:  benutzt  man  den  Aronhold'schen 
Parameter  emes  Strahlbüschels,  das  seinen  Scheitel  auf  der  Curve  C3  hat, 
so  werden  jene  Coordinaten  rationale  Functionen  von  ).  und  ]/9(X) 
von  der  Form  (A + B  X-h C  X' + a  j/cp  (X)),  avo  <5(a)  der  kubische  Ausdruck 
der  Aronhold'schen  Normalform  ist,  also  auch  rationale  Functionen  von 
sin" am u  und  sinamu.cosamu. Aamu.  Die  Bedingung  dafür,  dass  drei 
Punkte  X,  X',  X"  (d.h.  u,  u',  u")  von  C3  in  einer  Geraden  liegen,  lautet: 

I/9Ö5 


1 

X 

K- 
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X' 

X'- 

1 

X" 

)  '" 

1 

x° 

X"- 

=  0, 


wo  X°  eine  gewisse  Constante  ist,  der  u°  zugehört;  und  diese  lässt  sich 
wiederum  nach  dem  Abel'schen  Theorem  in  die  transcendente  Form 
setzen 

u+u'-4-u"+u"  ^  0     (mod.  Perioden). 
Somit  kommen  die  Steiner 'sehen  Sätze  in  der  That  auf  additive  Com- 
binationen   solcher   Gleichungen   zwischen    den   u   zurück,    d.  h.    auf   die 
Umkehrung,    insbesondere     die    Teilung     der     elliptischen   Functionen. 
Und    ebenso   erhält  Clebsch  die  Lösungen  bekannter  wie  neuer   Beruh- 
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rungsaufgaben  für  die  C,  und  die  Bezielnmgen  zwischen  den  Berührungs- 
curven  verschiedener  Arten  in  einfachster  Weise  durch  Zusammenstellung 
und  Auflösung  der  transcendenten  Gleichungen. 

Auf  einen  Punkt  ist  dabei  hinzuweisen.     Um  die  Bedingung 

6 

^u0)_|_2n°  =  0 

i  =  1 

dafür  zu  erhalten,  dass  sechs  Punkte  der  C^  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  wendet  Clebsch  den  bekannten  Schnittpunktsatz  an,  dass  sich  sechs 
solche  Punkte  ergeben,  wenn  man  durch  drei  auf  einer  Geraden  gelegene 
Punkte  je  eine  Gerade  zieht;  aber  jene  Gleichung,  die  ihm  wohl  für  sechs 
auf  2  Geraden  gelegene  Punkte  selbstverständlich  wäre,  dünkt  Clebsch 
merkwürdig.  Offenbar  war  diese  Relation  für  ihn  die  Veranlassung  zu 
einer  allgemeinen  Untersuchung  des  Abel 'sehen  Theorems, 
ciebsch's  97.     J)\q  Ergebnisse,  die  Clebsch  für  die  Curven  dritter  Ordnung 

Auwenduug  o  ^  ^ 

der  Rie-   aus  ihrem  Zusammenhang  mit  den  elliptischen  Functionen  gezogen  hatte, 

mann  sehen  °  '■  o         o  / 

Begriffe  auflegten    die   Frage    nahe    nach    einem    ähnlichen   Zusammenhang  höherer 

die  all-         ö  o  & 

gemeine   Curveu  mit  höheren  Transcendenten.     Clebsch  musste   bald  bemerken, 

Curve  nter 

Ordnung,  dass  diesc  Frage  bereits  von  Riemann,  freilich  in  einer  für  die  Geometrie 
durchaus  fremdartigen  Gestalt,  in  Angriff  genommen  worden  war,  und  es 
handelte  sich  für  ihn  nun  darum,  in  dessen  Abhandlung  über  Abel 'sehe 
Functionen  einzudringen.  Welche  Mühe  dies  Clebsch  verursachte,  dem 
es  doch  an  Belesenheit  und  Vielseitigkeit  keineswegs  fehlte,  geht  aus 
einem  Brief  an  Roch  vom  August  1864  hervor,  wo  Clebsch  erklärt,  dass  er 
selbst  nach  den  grössten  Bemühungen  von  Riemann's  Abhandlung  nur 
sehr  wenig  verstanden  habe,  und  dass  ihm  auch  Roch's  Dissertation  der 
Hauptsache  nach  unverständlich  geblieben  sei. 

Aber  gleich  als  erste  Frucht  seiner  Bemühungen  erhielt  Clebsch 
einen  neuen  Einteilungsgrund  für  die  algebraischen  Curven,  die  man  bis 
dahin  nur  dem  Grad  nach  unterschieden  hatte:  das  „Geschlecht",  und  im 
Anschluss  daran  eine  Fülle  von  Ergebnissen  über  Berührungscurven :  alles 
dies,  indem  er  von  den  invarianten-theoretischen  Besonderheiten  absieht, 
durch  welche  (1)  noch  hindurchgegangen  war. 

Allerdings  stellt  sich  Clebsch  zunächst,  indem  er  in  (2)  statt  der 
Riemann'schen  Fläche  die  algebraische  Curve  zu  Grunde  legt,  in 
der  Formulirung  seiner  Probleme  ganz  auf  den  früher  geschilderten  projec- 
tiven  Standpunkt,  welcher  sich  in  der  algebraisch-geometrischen  Curven- 
theorie   herausgebildet  hatte.      Da   die  Riemann'sche    allgemeine  Form 

n    m 

F(s,z)  =  0,  in  welcher  die  Coefficienten  aller  Potenzen  von  s  auf  die 
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mte  Dimension  in  z  aufsteigen,  auf  eine  Curve  f (Xj ,  x, ,  x^)  =  0  mit 
vielfachen  Punkten  führen  würde  (einem  n-fachen  in  A  =  0,  B  :^  0, 
und  einem  m-fachen  in  C  ^  0,  D  =  0  —  d.  h.  auf  eine  im  Clebsch'- 
schen  Sinne  „specielle"  Curve  — ,  wenn  man  s  und  z  als  Parameter 
zweier  Strahlbüschel  A  —  sB  =  0,  C  —  zD  ==  0  auffasst),  so  geht  Clebsch 
umgekehrt  von  einer  Curve  f(Xj ,  x., ,  x^)  =  0,  nter  Ordnung,  ohne  Doppel- 
punkte —  d.  h.  von  einer  im  projectiven  Sinne  „allgemeinen"  Curve  — 
aus,  und  gelangt  von  da  aus,  durch  Hiuzunahme  zweier  gegen  f  =  0 
nicht    speciell   gelegener  Strahlbüschel  mit   den  Parametern   s  und  z,  zu 

n     n 

einer  speciellen  Riemann'schen  Form,  ¥(s,  z)  =  0,  in  welcher  nun  die 
Werte  s  =  oc  oder  z  ^^  oo  nichts  Ausgezeichnetes  mehr  haben.  Die 
w  Parameter  Zi  der  eigentlichen  Tangenten  des  z- Büschels  liefern  die 
w  Verzweigungspunkte  der  s  darstellenden  Riemanu"scheu  Fläche  über 
der  Z-Ebene;  und  somit  wird  p  = -^-w — (n — l)  =  -i-(n — 1)  (n — 2), 
bez.  :|-(n — l)(n — 2) — d,  wenn  f=0  d  gewöhnliche  Doppelpunkte  hat. 
Hierbei  wird  also  die  Definition  der  Verzweigungspunkte  (aus  F  =  0, 
öF/ös  =  0)  und  die  Gleichung  p  =  iw — (n — 1)  einfach  aus  Riemann 
herübergeuommen ;  für  p  sind  die  transcendenten  Riemann 'sehen  Defi.- 
nitionen :  durch  den  Flächenzusammenhang,  die  Anzahl  der  endlichen  In- 
tegrale, die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Punkte  im  Umkehrproblem  adop- 
tirt,  von  algebraischen  Definitionen  oder  Eigenschaften  von  p  indirect  nur 
die  eine  durch  das  Abel'sche  Theorem  vermittelte,  dass  im  Schnitt  von 
f=rO  mit  einer  Curve  „im  allgemeinen"  p  Schnittpunkte  durch  die  übrigen 
bestimmt  sind. 

2S.     Das  AbePsche  Theorem  für  Integrale  erster  Gattun<r,  in  Ver-  Besondere 

'^  ^^  rorm  des 

liindung  mit  den  Thatsachen  der  Periodicität  der  Integrale  und  der  Ein-  übersehen 

°  °  Theorems. 

deutigkeit  des  Umkehrproblems,  bildet  bei  Clebsch  die  Quelle  für  seine 
geometrischen  Sätze.  Der  Weg  ist  im  Princip  dem  von  Roch  (s.  V,  25) 
eingeschlagenen  völlig  äquivalent,  da  ja  auch  bei  dem  letzteren  trotz  der 
wirklichen  Darstellung  von  rationalen  Functionen  durch  Thetaquotienten 
die  Anwendungen  sich  auf  die  Eigenschaften  der  Integralsummen  erster 
Gattung,  also  wesentlich  auf  diese  drei  Grundlagen  stützen.  Der  Unter- 
schied besteht  bloss  darin,  dass  Clebsch  den  algebraischen  Inhalt  des 
Ab  eUschen  Theorems  in  einer  Form  ausspricht,  welche  dem  Ausgangspunkte, 
der  —  projectiv  gedacht  —  allgemeinen  Cun'e,  besonders  angepasst  ist. 
Indem  Clebsch  beim  Beweise  des  Theorems  den  AbeFschen  Gedankengang 
verfolgt,  aber  sich  in  den  Formeln,  wegen  Anwendung  des  Homogenen,  auf 
den  „  Jacobi'schen  Satz"  (s.  V,  3,  wo  für  Uj  einzusetzen  ist:  9.öcpm/öX, 
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wenn  6  eine  Form  (n  —  3)ter  Dimension,  X  ein  Parameter  einer  Form 
mter  Ordnung,  cp,u,  ist)  stützt,  findet  er  zunächst,  dass 

1)       ^    du,  =    y    Pf,(h)^^^f=^^,^  =  Const.  =  j^ 

k=l  O  Xk 

(h=l,2,...,Kn-l)(n-2)), 
d.  h.  dass  die  -^(n  —  l)(u — 2)  Summen  von  Integralen,  in  welchen  O, 
alle  ganzen  Functionen  (n — o)ter  Ordnung  vorstellen,  und  wo  die  Summen 
über  die  mn  Schnittpunkte  von  f  =  0  mit  irgend  einer  Curve  cp^  =  0 
der  mten  Ordnung  erstreckt  sind,  von  den  Parametern  der  cpm  unabhängig 
sind.  Dies  ist  also  die  directe  Verallgemeinerung  der  am  Schlüsse  von 
Nr.  26  erwähnten  Formel  für  n  ^  3.  Zugleich  schliesst  Clebsch  auf 
die  an  sich  richtige  Ümkehrung  des  Theorems  (über  die  Schlussweise 
s.  unten  Nr.  31):  dass  diese  ^(n — l)(n — 2)  transceudenten  Gleichungen, 
bei  geeigneter  Annahme  der  Integrationsconstanten,  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür  sind,  dass  die  mn  Punkte  xW  der  volle 
Schnitt  der  gegebenen  Curve  f(x)=0  mit  irgend  einer  Curve  mter  Ord- 
nung sind.  In  dieser  Form  des  Satzes  spricht  sich  der  projective  Stand- 
punkt am  deutlichsten  aus:  denn  volle  Schnittsysterae  gehen  nur  bei 
linearer  Transformation  der  Curve  f(x)  =  0  in  ebensolche  über.  Für 
projective  Probleme  aber  lässt  sich  nun  das  AbeTsche  Theorem  mit 
besonderer  Leichtigkeit  handhaben. 
Auwendun-  29.     Die   Berührungsaufgabeu ,    auf  welche   sich   die   Anwendungen 

geu  auf 

BerühruDgs-beziehen,  und  welche  überhaupt  Anlass  und  Ziel  der  Betrachtungen  waren, 

aufgaben.  ^ 

sind  zunächst  folgender  Art :  Gegeben  seien  auf  f n  =  0  mn  —  pr  Punkte 
y^'^),  für  m>-n  —  3;  man  soll  durch  dieselben  eine  Cn,  legen,  w-elche  f„ 
weiter  an  p  ::=  ^(n — l)(n  —  2)  Stellen  je  r-punktig  trifft.  Diese  Aufgabe 
kann,  Avie  eine  Constantenzählung  zeigt,  algebraisch  als  auf  endlich-viel- 
fache Weisen  lösbar  angenommen  werden;  die  zugehörigen  Integralglei- 
chungen des  Abel'schen  Theorems  —  von  der  Form 

x(i)  yW 

rl  rduh  +  ^  fdub  =  jL'"^  (mod.  Per.) 

—  können  nach  jener  algebraischen  Umkehrung  kerne  anderen  Lösungen 
zulassen,  als  Curven  Cm  der  gesuchten  Art;  und  die  Lösungen  ergeben 
sich  somit  durch  r-Teilung  der  Abel'schen  Functionen.  Die  Möglichkeit 
unendlich  vieler  Bestimmungsweisen  der  p  Punkte  x(')  wird  nicht  berührt. 
Ist  insbesondere  mn  durch  r  teilbar,  und  lässt  man,  durch  Zusammenrücken 
der   mn  —  pr  Punkte  yC')  zu  je  r,    die  C^  zu  reinen  Berührungscurven 
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werden,  so  erscheint  hier  der  System  begriff  Hesse 's  in  neuer  Be- 
leuchtung, indem  alle  zu  denselben  Perioden-rtcln  gehörigen  Curven, 
welches  auch  die  y-*^)  seien,  zu  demselben  „System"  gerechnet  werden, 
da  sie  nach  dem  AbeTschen  Theorem  rational  auseinander  ableitbar  sind. 
Die  Systeme  werden  also  durch  die  die  Perioden-rtel  bestimmenden  2p 
Zahlen  charakterisirt.  Besonders  wichtig  wird  aber  weiter  die  Aufgabe 
der  reinen  Berührungscurven  für  m  =  n  —  3,  r^2;  denn  hier  muss 
eine  Zuordnung  der  Lösungen  zu  den  Thetafunctionen  selbst  eintreten:  der 
Charakter  des  Ungeraden  der  halben  Integralperioden  wird  für  das  Ver- 
schwinden der  Thetafunction  mit  diesen  als  Argumenten,  und  damit  für  die 
Existenz  der  Lösung  „im  allgemeinen"  massgebend.  Während  für  belie- 
bige Werte  von  n  diese  letztere  Theorie  von  Clebsch's  projectivem  Stand- 
punkt aus  nicht  weiter  verfolgt  w^erdeu  konnte  —  da  ja  alle  seine  Resul- 
tate von  dem  zahlentheoretischen  Charakter  der  Zahl  n  afficirt  sind  — ,  giebt 
Clebsch  für  n  =  4,  p  =  3,  in  welchem  Falle  man  auch  in  höherem 
Sinne  die  „IVormalcurve"  (s.  Rf.  VIIL  Abschnitt)  vor  sich  hat,  ähnlich  wie 
Roch,  die  Systemeinteilungen  auch  für  die  berührenden  C,,,  C3,  ...(r=2). 

30.     Vom   Gesichtspunkte    der    projectiven    Geometrie    sowohl,    alsErweitening 

auf  Kaum- 

von  dem  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  aus  ist  noch  die  Aus-    curven. 
dehnung  der  Untersuchung  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen  und  die 
darin  enthaltenen  Räume urven,  als  Substrat  der  algebraischen  Gebilde, 
wie    sie   von  Clebsch  in  (2)    vorgenommen   wird,    Avichtig.     Wiederum 
wird  die  Raumcurve  R  durch  Einführung  zweier  Ebenenbüschel  mit  den 

u    u 

Parametern  s,  z  eindeutig  in  eine  Curve  F(s,  z)  =  0  übergeführt  und  ihr 
Geschlecht  p  =  -|-w — (n — 1)  bestimmt.  Aber  die  endlichen  Integrale 
werden  nur  für  den  Fall  einer  vollständigen  Schnittcurve  R  herge- 
stellt, und  nur  für  diesen  Fall  wird  das  auf  den  vollen  Schnitt  von  R 
mit  beliebigen  Flächen  bezügliche  AbeUsche  Theorem  entwickelt  und 
angewendet.  Es  tritt  hierbei,  wenn  R  der  Schnitt  zweier  Flächen  Om, 
Ou  ist,  die  linke  Seite  einer  Flächengleichung  (m  +  n  —  4)ter  Ordnung 
—  von  denen  von  der  Form  A„_4<I)nj-|-A„i_4<I)u  abgesehen  —  zum 
ersten  Male  als  Form  cp  auf,  d.  h.  als  Zähler  in  dem  Integranden  erster 
Gattung.  Im  übrigen  ist  alles  directe  Erweiterung  der  in  Nr.  28  und 
29  gedachten  Betrachtungen;  nur  ist  zu  erwähnen,  dass  Clebsch  in  der 
Theorie  der  Berührungsflächen  r  =  2  (Nr.  29)  für  die  Grundcurve  Rg , 
welche  vollständiger  Schnitt  von  O.^ ,  O3  ist,  bereits  die  Analogie  mit  der  . 
entsprechenden  Theorie  für  die  ebene  Curve  f^  erkennt:  heute  nennt  manRg 
die  „Normalcurve"  für  p  =  4,  wie  f^  für  p  ^  3  (s.  VIIL  Abschn.). 

21* 
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Beleuchtung  31.     Es  ist  iiuii  die  in  Nr.  28  erwähnte  Umkehrnncr  des  Abel'schen 

von  Nr.  28. 

Theorems  1)  zu  beleuchten.  Man  kann  das  Clebsch  sehe  Resultat  so 
aussprechen:   „Die  Congruenzen  (mod.  Perioden) 

1')     ^     du,  =  0     (h=:l,  2,   ...,  ^(n-l)(n_2)), 

wo  die  y(^),  y(-),  . . . ,  7^""°)  den  vollständigen  Schnitt  von  f(Xj,  x.,,  x^)  =  0 
mit  einer  Curve  C,n  der  mten  Ordnung  vorstellen,  sind  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  auch  die  x^^),  x^^^,  .  .  . ,  x^™") 
einem  solchen  Schnitt  zugehören."  Clebsch  stützt  seinen  Beweis  darauf, 
dass  erstens  nach  Riemann    die  |-(n — l)(n  —  2)  Differentialgleichungen 

van 

2)  ^clu;;^  =  0     (h=l,   ...,  i(n-l)(n-2)) 

i  =  l 

eine  vollständige  algebraische  Integration  zulassen;  und  dass  zweitens 
jene  particuläre  algebraische  Integration,  mit  völliger  Constantenbestim- 
mung,  indem  sie  auf  Gleichungen  der  Art  1')  führt,  den  transcendenten  Glei- 
chungen 1 ')  vöUig  äquivalent  sein  müsse,  weil  sie,  wie  1 '),  von  den  Punk- 
ten x(')  i(n — ^l)(n  —  2)  (s.  V,  3),  oder  in  speciellen  Fällen  weniger,  durch 
die  übrigen  bestimme.  Riemann  beweist  in  der  That  das  Erstere;  und 
ferner  —  (dessen  Ab.  Funct.  Artt.  14,  IG.  23)  unter  Hinzuziehung  des 
transcendenten  Schlusses,  dass  Functionen  ohne  Perioden  mit  überall  ratio- 
nalem Charakter  rational  sind  (analog  wie  Weierstrass)  — ,  dass  1') 
mit  der  vollständigen  algebraischen  Integration  äquivalent  ist,  die  folgendes 
aussagt:  Es  giebt  eine  algebraische  Function  X,  welche  in  den  Punkten 
y('),  .  . .,  y("'"),  von  denen  ^(n — l)(n— 2),  oder  weniger,  die  Stelle  der 
Integrationsconstanten  vertreten,  je  zu  co^,  in  den  Punkten  x('),  .  .  .,  x^"") 
je  zu  0^  wird.  d.h.  —  nach  dem  späteren  Ausdrucke  —  die  Gruppe  x^'^  . . . , 
x('nn)  ist  äquivalent  (corresidual)  der  gegebenen  Gruppe  y('\  .  .  .,  y(™"). 
Damit  ist  aber  noch  nicht  gesagt,  dass  diese  algebraische  Function  k 
gerade  die  Form  X  =  C'n/Cnj  hat,  wo  nämlich  C',u,  wie  das  gegebene 
C,n,  ein  Ausdruck  mter  Dimension  in  x^,  x.^,  x^  ist.  Das  folgt  erst,  wenn 
man  nachgewiesen  hat,  dass  dies  die  Form  der  allgemeinsten  Function 
ist,  welche  in  yO,  .  .  .,  yi^™")  zu  00'  wird;  was  entweder  nach  Rie- 
mann'schen  Principien  durch  Untersuchung  von  X.Cm/x™  zu  geschehen 
hat,  oder  durch  eine  strenge  Constantenzählung.  Den  letzteren  Weg  hat 
Clebsch  eingeschlagen;  auch  ist  seine  Zählung  der  Constanten  von  C^ 
hier,  wo  f  ^  0  keine  vielfachen  Punkte  hat,  streng.  Aber  er  bleibt  von 
dem  Riemann 'sehen  transcendenten  Schlüsse  abhängig,  weil  ihm  zur 
Zählung  der  vermöge   1')  in  X  wirklich  noch  willkürlich  bleibenden  Con- 
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stanten  die  Mittel  fehlen.  Denn  da  diese  Gleichungen  1')  von  einander 
abhängig  werden  können,  wie  es  für  m<n — 3  sicher  eintritt,  so  wäre 
die  Zahl  der  in  1')  in  jedem  Falle  unabhängig  bleibenden  Gleichungen 
zu  ermitteln,  was  auf  eine  erst  von  Roch  (6),  J.  f.  M.  Bd.  64,  durch- 
geführte Untersuchung  führen  würde. 

}voch  weniger  nahe  liegt  es  Clebsch,  die  Lücke  auszufüllen,  die 
analog  bei  der  Anwendung  des  Abel'schen  Theorems  auf  Raumcurven 
offen  bleibt;  seine  Formulirung  trifft  auch  nur  in  dem  Falle  zu,  dass  die 
Raumcurve  der  volle  Schnitt  zweier  Flächen  ist. 

Auf  die  allgemeine  Riemann'sche  Formulirung  des  Satzes  geht 
Clebsch  auch  deswegen  nicht  ein,  Aveil  er  eben  einen  rein  projectiven 
Satz  sucht,  während  Riemann's  Satz  auch  bei  höheren  Transformationen 
erhalten  bleibt. 

Insbesondere  ist  in  den  Anwendungen  des  Abel'schen  Theorems 
auf  „reine''  Berührungscurven  die  Frage,  ob  nicht  einer  der  unbestimmten 
Fälle  der  Umkehrung  vorliegen  könne,  nicht  berücksichtigt.  Diese  Fälle, 
welche  nur  bei  Curven  mit  speciellen  Moduln  vorkommen  können,  treten 
gerade  bei  den  von  Clebsch  behandelten  Curven  auf,  so  bei  der  Curve 
(2nH-l)ter  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  in  Bezug  auf  die  überall  berühren- 
den Curven  (2n  —  2)ter  Ordnung,  unter  welchen  sich  auch  die  Schar  der 
doppelt  zählenden  Curven  (n — l)ter  Ordnung  befindet.  Die  vollständige 
Erledigung  dieser  Fälle,  welche  die  Untersuchung  des  Zusammenhangs 
jener  unbestimmten  Fälle  mit  dem  Verschwinden  der  Thetafunction  und 
ihrer  Differentialquotienten  für  specielle  Argumente  und  Moduln  erfordert, 
ist  erst  durch  Riemann's  Abhandlung  im  J.  f.  M.  Bd.  G5  ermöglicht 
worden. 

32.     Von  den  bei  rationalen  Transformationen  der  Curve  invarian-  Erhaltung 

der  Zahl  p. 

ten  Bildungen  hat  Clebsch  in  jener  Periode  1863  — 1865  eine  aus 
Riemann  herübergenommen:  die  Klassenzahl  p,  die  Clebsch  als  „Ge- 
schlechtszahl der  Curve  ¥(ji^,x^,x^)  =  O'^  bezeichnet.  Sie  hat  (3)  für 
eine  Curve  nter  Ordnung  mit  o  gewöhnlichen  Doppel-  und  x  gewöhn- 
lichen Rückkelii'punkten  den  Wert 

p  =  i(n  — l)(n— 2)— 0  — X. 
Indem  Clebsch  die  Invarianz  von  p  auf  die  eindeutige  Beziehung  zwischen 
Curve  und  Reciprokalcurve  anwendet,  erhält  er  eine  elegante  Formel, 
eine  neue  Verbindung  der  bekannten  Plücker'schen  Gleichungen.  —  Die 
Bedeutung  der  Zahl  p  für  die  Geometrie  wurde  übrigens  unabhängig  von 
Clebsch  auch  von  Schwarz  (J.  f.  M.  64)  erkannt,  der  insbesondere  die 
zu  p  =  0  gehörigen  „planaren"  abwickelbaren  Flächen  behandelt  hat. 
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Modificatio-  33.     Einer  weiteren  Serie  von  Arbeiten  Clebsch 's  liegt  die  Frage- 

nen   für 

curven  mit  Stellung  ZU  Gründe:  Wie  modificiren  sich  die  Ergebnisse  der  Arbeit  (2\ 

Doppel- und  °  S>  \    J, 

Rückkehr-  J.  f.  M.  Bd.  63,  Wenn  durch  das  Auftreten  von  Doppel-  oder  Rückkehr- 
punkten. 

punkten  der  Grundcurve  das  Geschlecht  derselben  soweit  erniedrigt  wird, 

dass  an  Stelle  der  allgemeinen  Abel' sehen  rationale,  bezw.  elliptische 
Functionen  treten?  Die  genaue  Kenntnis,  die  man  von  diesen  Functionen 
hat,  liess  im  voraus  eine  grosse  Ausbeute  an  Sätzen  in  der  angege- 
benen Richtung  erwarten.  Die  Arbeiten  (4)  und  (5)  sind  den  Fällen 
p  =  0,  1  gewidmet;  die  anschliessende  Arbeit  von  Brill,  welche  den  Fall 
p  =  2  behandelt,  hatte  indessen,  was  das  Verhalten  der  Integrale  dritter 
Gattung  und  ihre  Darstellung  betrifft,  die  von  Riemann  nur  angedeutet 
waren,  erst  weitere  Klarheit  zu  schaffen.  Denn  in  dem  sogenannten 
„erweiterten"  Umkehrproblem,  in  das  bei  Hinzutreten  mehrfacher  Punkte 
das  gewöhnliche  ausartet,  ist  ein  Teil  der  Integrale  erster  Gattung  in 
solche  anderer  Gattung,  mit  anderen  Periodicitätseigenschaften  überge- 
gangen. Die  genannten  Arbeiten  erledigen  dieses  „erweiterte"  Problem 
in  eingehender  "Weise  durch  Zuriickführung  desselben  auf  das  gewöhn- 
liche Umkehrproblem  mittelst  des  AbeTschen  Theorems,  und  zwar  ganz 
direct  durch  die  zu  p  =  0,  1,  bezw.  2  gehörigen  Transcendenten.  Sie 
stehen  hiermit  also  im  wesentlichen  auf  dem  Riemann' sehen  Standpunkte 
der  rationalen  Transformationen. 

Derselbe  Standpunkt  wird  in  den  erwähnten  Arbeiten  auch  bezüg- 
lich der  Discussion  der  Singularitätseigenschaften  der  Curven  nter  Ord- 
nung, fji,  eingenommen.  Mittelst  Curvenbüschel  vom  Parameter  X,  deren 
Curven  durch  die  vielfachen  Punkte  der  Grundcurve  fu  gelegt  werden, 
werden  die  Coordinaten  dieser  Curve  für  p  =  0  als  rationale  Functio- 
nen von  X,  für  p  =  1  und  2  als  rationale  Functionen  von  X  und  "[/©  (X), 
wo  cc(X)  eine  ganze  Form  vierten,  bezw.  sechsten  Grades  in  X  ist,  aus- 
gedrückt, d.  h.  es  wird  je  die  einfachste  Normalcurve  der  betreffenden 
Klasse  eingeführt  und  f^  eindeutig  auf  sie  bezogen.  An  dieser  ratio- 
nalen Darstellung  Averden  die  Eigenschaften  der  f„  studii-t:  so  die  Zahl 
ihrer  Doppelpunkte,  als  der  Punkte,  denen  je  zwei  verschiedene  Parameter  X 
entsprechen,  u.  s.  w.  An  diesen  Problemen  hat  sich  nicht  nur  die  Eli- 
minationstheorie vervollkommnet,  auch  die  Fundameutalpunkte  der  ratio- 
nalen Transformationen,  d.  h.  Ausnahmepunkte  derselben,  sind  durch  sie 
der  algebraischen  Auffassung  zugänglich  geworden  (s.  V,  42), 

Ein  Festhalten  am  projectiven  Standpunkte  findet  sich  nur  noch  in 
der  Formulirung  der  algebraischen  Beziehungen  zum  Umkehrproblem: 
im  Abel' sehen    Theorem,    indem    die   Auszeichnung    der    vollständigen 


33.  Curven  mit  Doppelpunkteu.    34.  Geschlecht  p  =  0.    35.  p  =  l.  .-J27 

Schnitte  der  Grundciirve  fi,  beibehalten,  nnd  weiter,  indem  der  Schnitt  von 
f„  mit  den  durch  einige  der  Doppelpunkte  der  f„  gehenden  Curven  mter 
Ordnung  als  specieller  Fall  des  Schnittes  von  £„  mit  allen  C„i  behandelt 
wird.  Es  findet  sich  übrigens  hierbei  die  Beweislücke,  dass  (s.  (5),  S.  232) 
die  auf  einen  solchen  Doppelpunkt  bezügliche  Gleichung  des  ÄbeTschen 
Theorems  als  „illusorisch"  einfach  weggelassen  wird,  ohne  dass  die  Frage 
eines  Grenzübergangs  berührt  wird.  Auf  rationale  Raumcurven  nter  Ord- 
nung, p  =  0,  1,  2,  wäre  jene  Formulirung  nicht  anwendbar. 

34.  Da   für   die   rationalen  Curven.  p  =  0,    die  zugehörigen  Inte- Geschlecht 
grale  ausführbar  werden,  so  gelangt  Clebsch  hier  zu  besonders  einfachen 
Formen    für    das  Abel' sehe   Theorem:    seien  X^,...,Kmn   die  Parameter- 
werte  für   die   mn  Schnittpunkte   der   Grundcurve  f„  =  0   mit  einer  C^, 

so  erhält  man,  wenn 

ß(X)  =  c(X-}.J...(/.-A„„), 

und  wenn  a^**^,  b*^'')  die  beiden  einem  Doppelpunkte  zukommenden  Para- 
meterwerte von  }.  sind,  als  algebraische  Gleichung: 

0(a(h))  =  c^  .  9.(¥%     (h  =  1,  2,  . ..,  v;   V  =  |(u_l)(„— 2)) 

wo  die  Ch  Constanten  sind. 

Wir  bemerken,  dass  diese  Gleichungen  genau  die  Gestalt  der- 
jenigen haben,  welche  nacli  Riemann  und  nacli  Roch  die  durch  Quo- 
tienten niclit-adjungirter  Formen  zu  bildenden  Functionen  aus  den  allge- 
meinen Functionen  ausscheiden  (V,  25). 

Die  hier  zu  lösenden  Berührungsaufgaben  führen,  indem  man  c™ 
durcli  cj,".e"  '^"'  ersetzt,  auf  Kreisteilungsgleichungen.  Auch  die  Modifi- 
cation  für  Rückkehrpunkte,  wobei  der  Factor  e"  ^  ''^  wegfällt,  wird  durch 
Greuzbetrachtung  durchgeführt.  Wichtig  ist  ferner  die  Behandlung 
der  Frage,  unter  welchen  Umständen  sich  die  Summen  von  je  v  Inte- 
gralen des  Umkehrproblems  auf  solche  von  je  v — 1  reduciren  lassen; 
dies  tritt  insbesondere  dann  ein,  wenn  diese  v  einzelnen  Summen  gleich 
halben  Perioden  k.i-  sind,  deren  Summe  von  der  Form  21i-  (k,  1  ganze 
Zahlen)  ist:  die  Integrale  gehören  dann  zu  Berührungscurven  (n — 3)ter 
Ordnung. 

35.  Die   Theorie    der   elliptischen   Curven  f„.   p=l,   wird   durch  Geschlecht 
die  Darstellung  der  Coordinaten  in  der  Form: 

pxj  =  PiH-Qi]/0  (Pj,  Qi,  <I>  bezw.  von  den  Ordnungen  n,  n — 2,  4  in  >.) 
eingeleitet  und  die  Erniedrigung  der  Formen  rechts  auf  die  (|^n)te  Ord- 
nung mittelst  einer  Transformation  der  Art: 

X  =  sin^amu,  u'  =  u  —  c/n,  X'  =  sin'amu' 
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gewonnen.  Es  kommt  dies  geometrisch  darauf  hinaus,  dass  man  aus  einer 
Normalcurve  fg  ^  u,'v  —  X  (v  —  X)  (v  —  k^X)  =  0  die  ihr  entsprechende 
Curve  nter  Ordnung,  fn,  dadurch  ableitet,  dass  Ausdrücke  px;  =  '];i(X,  ix,  v) 
von  möglichst  niedrigem  Grade  eingeführt  werden  mit  je  n  beweglichen 
Schnittpunkten  und  gemeinsamen  Basispunkten,  die  in  den  "Wendepunkt 
V  ^  0,  X  =  0  von  fj  verlegt  sind. 

Im  Abel'schen  Theorem  hat   man  neben   der   einen  Gleichung    für 
das  endliche  Integral  n: 

mn 
^U«  =  C 

noch  n'  =  -|-n(n  —  3)  weitere  analoge  Gleichungen  für  Integrale  dritter 
Gattung,  die  nur  in  je  einem  der  n'  Doppelpunkte,  und  zwar  in  beiden 
Zweigen  a^''),  ß^"*)  desselben,  logarithmisch  unendlich  werden;  unter  Eüi- 
führung  von  u  als  Parameter  lauten  dieselben: 

wo  H  die  ungerade  Thetafunction  Jacobi's  ist.  Dass  die  Constanten- 
bestimmung  —  wie  auch  für  p  ^  0  —  unter  Benutzung  specieller  Cn_3, 
hier  derjenigen  durch  alle  Doppelpunkte,  noch  weiter  geführt  wird,  ist 
unwesentlich.  —  Hinzuzufügen  ist,  dass  auch  diese  n'  Gleichungen,  nach 
einem  Satze  von  Hermite  (Brief  an  Jacobi,  J.  f.  M.  32),  nichts  weiter 
als  den  Uebergang  vom  Adjungirten  zum  speciellen  Fall  des  Nichtadjun- 
girten  aussagen. 

Setzt  man  in  den  obigen  Gleichungen  statt  der  Constanten  c  beliebige 
Grössen  v,  so  erhält  man  das  erweiterte  Umkehrprobiem,  eine  Verall- 
gemeinerung des  von  Rosenhain  erledigten.  Clebsch  führt  dasselbe 
mittelst  des  Abel'schen  Theorems  auf  das  gewöhnliche  elliptische  Um- 
kehrproblem zurück,  giebt  die  vollständige  Lösung  und  behandelt  auch 
wieder  die  zahlentheoretischen  Bedingungen  zwischen  den  v,  damit  die 
linken  Seiten  in  den  Summen  ein  Integral  weniger  enthalten  können. 
Bei  den  Anwendungen  dieser  Theorien  auf  Berührungsaufgaben  ist  ins- 
besondere zu  bemerken,  dass  Clebsch  die  symmetrischen  Functionen 
der  Berührungspunkte  überall  wirklich  darzustellen  sucht;  auch  die  ein- 
gehende Behandlung  der  Doppeltangenten  einer  f^  mit  2  Doppelpunkten 
sei  hervorgehoben. 
Geschlecht  36.    Was  den  Fall  p  =  2  angeht,  so  handelt  es  sich  bei  Brill  wesent- 

p=2.  ^  ® 

lieh  um  die  explicite  Erledigung  des  „erweiterten"  ümkehrproblems  bei  ultra- 
elliptischen Functionen,  aus  der  dann  die  geometrischen  Anwendungen  den 
Fällen  p  =  0,  1  analog  folgen.    Zu  diesem  Zwecke  werden  einmal,  durch 
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Erweiterung  des  Hermite 'sehen  auf  elliptische  Functionen  hczüglichen 
Satzes,  gewisse  Thetaquotienten  durch  rationale  symmetrische  Functionen 
von  Punkten  der  Normalcurve  ausgedrückt,  und  so  Formeln  erhalten, 
die,  das  Additionstheorem  für  ultraelliptische  Functionen  enthaltend,  als 
Verallgemeinerung  solcher  von  Rosenhain  und  Prym  erscheinen.  Hier- 
aus wird  weiter  die  explicite  Darstellung  der  Summe  zweier  Integrale 
dritter  Gattung  durch  den  Logarithmus  eines  Thetac^uotienten  abgeleitet: 
eine  Formel,  bei  der  sich  also  Brill  mit  Roch  (5)  begegnet  (s.  V,  25). 
Auf  diese  Weise  lässt  sich  das  Abel 'sehe  Theorem  für  Integrale  dritter 
Gattung  in  Beziehungen  zwischen  Thetafunctionen  umwandeln,  und  das 
Umkehrproblem  und  alle  damit  zusammenhängenden  Aufgaben  in  dem- 
selben Umfange  und  in  derselben  Auffassung  lösen,  wie  es  C leb  seh  für 
p  =  1  gethan.  Insbesondere  ergeben  sich  so  (s.  auch  Math.  Ann.  VI.) 
die  2.15  Systeme  von  Doppeltangentenpaaren  der  Curve  vierter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt,  die  auch  Roch  (3)  erhalten  hat. 

37.  Vergleicht  man  den  in  diesen  Berührungsproblemen  von  Clebsch,  Rückblick. 
Brill  eingenommenen  Standpunkt  mit  dem  von  Riemann,  Roch,  so  er- 
kennt man,  ausser  der  projectiven  —  aus  Plücker,  Hesse,  A ronhold 
gewonnenen  —  Auffassung  der  Ersteren,  der  rationalen  der  Letzteren, 
keinen  wesentlichen  Unterschied.  Dass  der  Ausgangspunkt  von  Riemann, 
Roch:  die  Darstellung  der  einfachsten  Abel'schen  Wurzelfunctionen,  wie 
V?i !'■?" '  <^l^^'"ct'  einfache  Thetaquotienten,  bei  Clebsch,  Brill  nicht  vor- 
kommt, liegt  nur  darin,  dass  jene  projectiven  Functionen  sich  complicirter 
ausdrücken,  als  die  Quotienten  adjungirter  Formen. 

Die  Beweismittel  in  den  genannten  Arbeiten  sind  nicht-algebraische, 
mehrere  aus  Riemann  direct  herübergenommen;  und  zwar  ist  entnom- 
men: 1)  die  Bedeutung  von  p  als  Klassenzahl  und  ihr  Ausdruck  in  n 
und  der  Zahl  w  der  Verzweigungspunkte;  2)  das  Besondere  des  Schnittes 
der  Cu_3  mit  der  Grundcurve  f„  und  deren  Auftreten  in  den  Integralen 
erster  Gattung;  3)  die  Thatsache  der  algebraischen  Umkehrbarkeit  des 
AbeUschen  Theorems;  4)  die  Thatsache  der  eindeutigen  Lösbarkeit  des 
Jacob i'schen,  auf  p  Punkte  von  f„  bezüglichen  Umkehrproblems  durch 
Thetafunctionen;  5)  der  Satz  über  Thetafunctionen,  aus  dem  sich  die  Be- 
dingungen ergeben,  dass  die  linken  Seiten  des  Umkehrproblems  sich  auf 
Summen  von  nur  p — 1  Integralen  reduciren  lassen;  6)  die  Periodi- 
citätseigenschaften  der  Integrale.  Bei  Roch  ist  der  Inhalt  von  3) — 6) 
durch  die  explicite  Darstellung  von  rationalen  T  und  Wurzelfunctionen 
mittelst  Thetaquotienten  zusammenfassend  ersetzt.  Während  aber  jene 
Riemann'schen  Beweismittel    von  Clebsch   schon  in  einer  Weise  ver- 


330      ^^-    Die  geometrisch-algebraischen  Richtungen.    D.  Clebsch-Gordan. 

wertet  sind,  welche  der  Geometrie  eine  Fülle  neuen  Gehaltes  zugeführt 
hat,  ist  Clebsch  bis  1865  zu  den  Grundgedanken  von  Riemann,  ins- 
besondere dem  Begriffe  der  allgemeinsten,  durch  ihre  Unendlichkeits- 
punkte bestimmten  rationalen  Function  der  Coordinaten  einer  Grundcurve, 
also  zu  dem  vollen  Gehalt  des  AhePschen  Theorems,  noch  nicht  durch- 
gedrungen. Eine  Entwicklung  in  dieser  Richtung  gehört,  nachdem  Brill 
bei  p  =  2  und  Roch  vorangegangen,  den  folgenden  Zeiten  an,  zu  denen 
wir  uns  nun  wenden. 
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38.     Von  den  in  den  vorhergehenden  Arbeiten  Clebsch 's  bczeich-  uebergang 

zu  den 

neten  Gedanken    aus    entwickelte    und    verbreitete    sich    zuerst    die  von  Abei'schen 

Functionen 

Clebsch  aufü-enommene  Riemann 'sehe  Idee,  die  Curven,  statt  nach  demvonciebsch- 
Grade,  nach  der  Geschlecbtszabl  p  anzuordnen,  und  diejenio-en  von  gleichem    cayiey's 

'  -^  J  J        o  b  Normal. 

p  wiederum  in  Klassen  einzuteilen,  wobei  zu  einer  Klasse  alle  diejenigen  curve. 
Curven  gerechnet  werden,  welche  sich  aus  irgend  einer  irreductibeln 
Curve  der  Klasse  rational  und  eindeutig  umkehrbar  ableiten  lassen. 
Denn  nach  Rieniann  geht  ans  einer  irreductibeln  Curve  F(s,  z)  =  0  ver- 
möge einer  rationalen  Substitution  a  =  t];(s,  z),  ^  =  y_(s,  z),  immer  ent- 
weder eine  irreductible  F'((j,  Q  =  0  hervor,  während  zugleich  s,  z  ratio- 
nale Functionen  von  a,  C  werden;  oder  F'((j,  C)  wird  eine  Potenz  einer 
irreductibeln  Form.  Schon  vor  der  gemeinsamen  Arbeit  von  Clebsch 
und  Gordan  begannen  die  Bemühungen,  Eigenschaften,  welche  den  Cur- 
ven einer  Klasse  gemeinsam  sind  —  rational-invariante  Eigenschaften  — , 
auf  geometrisch-algebraischem  "Wege  zu  ermitteln.  Diese  Richtung  konnte 
um  so  eher  Boden  finden,  als  sie  durch  die  Cremona'sche  Theorie 
(Cremona  (1))  der  speciellen  Klasse  von  eindeutigen  Transformationen, 
die  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  sind  (s.  V,  10),  befruchtet  wurde. 

Clebsch  hatte  schon  früher  alle  Curven  mit  p  =  0  auf  eine  Gerade, 
alle  Curven  mit  p=  1   auf  Curven  i^,  etwa  der  Art 

s'  =  z(l— z)(l-k^z)     oder     X3x'^— x,(x3— x,)(x3~x=^x,)  =  0, 

eindeutig  bezogen.  Zwei  Curven  dritter  Ordnung  aber  (s.  Clebscli  (5), 
J.  f.  M.  Bd.  64,  p.  223)  können,  wie  aus  der  Theorie  der  Transformation 
der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  folgt,  nur  dann  ein-eindeutig  in 
einander  übergehen,  wenn  sie  dasselbe  x'  (oder  besser  dieselbe  absolute 
Invariante  J  der  Form  vierten  Grades  mit  den  Wurzeln  0,  1,  l/x'*,  oo, 
eine  rationale  Function  des  Doppelverhältnisses  x")  enthalten.  Die  Grösse 
x^  (bezw.  J)  muss  also  von  den  Avillkürlichen  Punkten  der  Grundcurve 
nter  Ordnung,  f„,  welche  man  bei  der  Transformation  der  f,i(p  =  1) 
auf  eine  f^    als  Basispunkte   des  Büschels  (n  —  2)ter  Ordnung  mit  dem 
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Parameter  z  — ^  oder  eines  sonstigen  in  je  zwei  beweglichen  Punkten 
schneidenden  Büschels  —  beniitzt  hat,  völlig  unabhängig  sein:  sie  ist 
ein  Modul  der  ganzen  „Klasse"^,  welcher  i^  angehört,  und  f^  ist  als  eine 
„Normalcurve"  der  Klasse  zu  betrachten.  Es  giebt  einfach  unendlich 
viele  Klassen  für  p  =  1 . 

Daraus  ergiebt  sich  der  Salniou'sche  Satz  (J.  f.  M.  42),  dass  das 
Doppelverhältnis  x^  der  vier  von  einem  Punkte  x.  =^  x^  =  0  der  Curve 
fg  an  diese  selbst  gehenden  Tangenten  unabhängig  ist  von  der  Wahl  des 
Scheitels  dieses  Büschels  auf  fj.  Umgekehrt  ergiebt  sich  auch  jener  all- 
gemeine Satz  aus  diesem  specielleren,  wie  Cayley  (1)  bemerkt  (s.  auch 
Clebsch-Gordan  S.  75).  Der  specielle  Satz  hätte  sich  übrigens  auch 
auf  ähnlichem  "Wege  wie  jener  beweisen  lassen:  durch  Betrachtung  einer 
der  unendlich  vielen  Transformationen  der  f^  in  sich,  welche  einem 
Strahlbüschel  mit  Scheitel  auf  f^  irgend  ein  anderes  solches  vorgege- 
benes linear  zuzuordnen  erlaubt. 

Für  eine  beliebige  Klasse  des  Geschlechts  p  —  nach  Cayley 's 
Bezeichnung  p  =^  D  =  Deficiency  =  Defect  einer  Curve,  d.  h.  Differenz 
zwischen  der  höchstmöglichen  Anzahl  -^n — l)(n — 2)  der  Doppelpunkte 
einer  irreductibeln  f^  und  der  wirklichen  Anzahl  —  v\'ollte  Cayley 
eine  „Normalcurve"  einführen ,  die  in  der  Gesamtdimensiou  möglichst 
niedrig  ist,  statt,  wie  bei  Riemann,  in  Bezug  auf  die  beiden  Variabein 
einzeln. 

Er  erhält  durch  Transformation  von 

f„(Xj,  x^,  X3)  =  0,  yj  :  y^  :  y3  =  ^^  (x)  :  6.^  (x)  :  tj^j  (x), 
wo  die  fli  Ausdrücke  (n  —  2)ter  oder  höherer  Dimension  sind,  welche  in 
den  Doppelpunkten  von  f „  =  0  und  in  so  vielen  A^illkürlichen  festen  Punk- 
ten von  f „  =  0  verschwinden,  dass  in  den  <J^  noch  drei  (homogene)  Con- 
stanten willkürlich  bleiben,  Normalcurven  (p4-3)ter,  bez.(pH-2)ter  Ordnung. 
Offenbar  kann  man  aber  auf  diesem  Wege  immer  zu  Curven  (p-[-2)ter 
Ordnung  kommen.  Cayley  erwähnt  auch,  dass,  nach  einer  Mitteilung  von 
Clebsch,  für  p>2  die  Xormalcurve  dadurch  auf  die  (p 4- l)te  Dimen- 
sion herabgedrückt  werde,  dass  man  für  die  '^  Ausdrücke  (n — 3)ter 
Dimension  nimmt.  Aehnlich  wie  für  p=l  glaubte  Cayley  auch  für 
höhere  p  in  den  für  lineare  Transformationen  absoluten  Invarianten  dieser 
Normale urven,  an  Zahl  4p  —  6,  die  Moduln  der  ganzen  „Klasse"  nach- 
w'dsen  zu  können;  dass  dies  aber  nicht  richtig  sein  kann,  ist  am  Falle 
p  =  4  von  Brill  (1)  und  (2)  durch  directe  Transformation  auf  eine 
Normalcurve  mit  nur  neun  Moduln  gezeigt  worden,  und  der  Schlussfehler 
wurde  später  allgemein  nachgewiesen  (vgl.  unten,  Xr.  62). 


39.  Transformation.     40.  Clebsch-Oordaifs  Ahel'sche  Functionen.      333 

39.     Es   möchte   hier   der  Ort   sein,   mit   einigen  Worten   die   obenTiansforma- 

tioii  durch 

erwähnte  Art  der  Einführung;  von  neuen  Functionen  y, /y,  etc.,  gegenüber  eine  Cur- 

o  -  II  -i  6  ^    o    o  veiischar 

Eiemann,  zu  beleuchten.     Schneidet  man  f./x,,  x.,,  x.,)  =  0  mit  einer  li-  und  Func- 

'  "V    1'      ."     o/  tionsbegriff. 

nearen  oo'- Schar  von  Curven  mter  Ordnung,  mit  den  Parametern 
a„  :aj  :  ...  :  a,.: 

welche  alle  durch  eine  Reihe  von  festen  Punkten  der  Curve  gehen  und 
f  =  0  in  Gruppen  von  je  R  beweglichen  Punkten  treffen,  so  kann  man 
f „  =  0  mittelst : 

'^  ~   ^0  '     •  •  •"      "'  ^0 

transformiren,  was  insbesondere  für  r  =  2  den  obigen  Fall  giebt.     Nun 

betrachten  Riemann  (Werke,  erste  Ausg.  S.  458)  und  Roch  ((3)  J.  f. 

M.  G6)  die  Function 

6(x     x,,x)        .  X  X 

(!/ ( s.  z)  ^    '  ^  '      -     ^^     für     z  =  —^  ,     s  =  -^  , 

(z.  B.  cp(s,  z),  wo  o  der  Zähler  des  Riemann'schen  Integranden  erster 
Gattung  ist,  m  =  n  —  3),  welche  in  u.m  Punkten  x^  =  0  zu  00'  und  in 
n.m>»R  Punkten  zu  0^  wird,  Avovon  die  obigen  R  aber  nur  einen  Teil 
bilden.  Auch  ist  im  allgemeinen  dies  nicht  die  allgemeinste  in  den 
n.m  Punkten  x^  =  0  zu  00'  werdende  Function.  Daher  ist  es  besser, 
die  der  Sache  fremden  Punkte  x™  =  0  nicht  heranzuziehen  und  die 
Gruppen  von  beweglichen  Punkten  dadurch  rein  darzustellen,  dass  man, 
wie  dies  implicit  dem  C  leb  seh 'sehen  Ansätze  entspricht,  die  Function 
^^    Hx,,s,,  X3) 

betrachtet,  welche  in  R  Punkten  («^^  ==  0)  unendlich  wird,  in  Gruppen 
von  je  R  Punkten  irgend  einen  gegebenen  Wert  annimmt.  Die  obige 
Transformation  muss  dann  zu  einer  Curve  Rter  Ordnung  im  linearen 
Räume  von  r  Dimensionen  führen. 

40.     Die  Arbeit  C2)  von  Clebsch  über  die  Anwendung  der  Abel'   ciebsch- 

^    ^  °  Gordans 

sehen  Functionen   auf  die  Geometrie  hat  nicht  wenig   dazu  beiiietragen.^A,bei'sche 

o  ^  ^       'Fiiuctionen. 

Riemann 's    Ideen    über  den   Kreis   seiner    engeren   Scliüler    hinaus    zut-'^^^bhängig- 

°  keit  der 

verbreiten    und    ihre   Fruchtbarkeit    darzuthun.      Bald   nach    ihr    erschie-   Beweise. 
nen    auch    die   C.  Neu  mann' sehen  Vorlesungen    über   die   Theorie    der 
Abel'schen  Integrale  und  Functionen,  und  förderten  durch  ihre  ausführ- 
liche Darstellung  das  Verständnis  der  Riemann 'sehen  Abhandlung  in  Be- 
zug auf  Flächenzusammenhang,    Periodicität  und  Existenztheoreme.     Da- 
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neben  lag  die  W  ei  erstras  s' sehe  Lösung  des  Umkehrproblems  im  hyper- 
elliptischen  Gebiete  seit  langem  vor,  eine  Lösung,  die  auf  directerem  Wege 
erfolgt  war,  als  bei  Biemann  im  Gebiete  der  allgemeinen  Abel' sehen 
Functionen,  und  die  auf  einen  geringeren  und  weniger  fremdartigen  func- 
tionentheoretischen  Apparat  sich  stützte.  So  machten  Clebsch  und 
Gordan,  die  beide  durch  die  Jacobi'sche  Schule  gegangen  waren,  ge- 
meinsam den  Versuch  einer  Vermittlung  zwischen  beiden  Eichtungen, 
indem  sie  die  Rie  mann 'sehen  Resultate  in  der  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  auf  Grund  der  geometrisch -algebraischen  Anschauungen  und 
einiger  allgemein  anerkannter  functionentheoretiseher  Entwicklungen,  ins- 
besondere der  von  Puiseux,  abzuleiten  suchten.  "Wir  wenden  uns  nun 
dazu,  den  geometrisch-algebraischen  Standpunkt  dieses  Werkes  zu  kenn- 
zeichnen; indessen  werden  wir  die  auf  die  transcendenten  Functionen  be- 
züglichen Partien  des  Werkes  unbesprochen  lassen. 

Gegenüber  den  vorhergehenden  Publicationen  von  Clebsch  tritt  zu- 
nächst die  gänzliche  Unabhängigkeit  des  Beweisgangs  von  Rie  mann 
hervor.  Die  Definition  und  die  Eigenschaft  der  Invarianz  der  Zahl  p, 
die  algebraische  Umkehrbarkeit  des  Aberschen  Theorems  etc.  werden 
nicht  mehr  Rie  mann  entnommen;  der  Nachweis  dieser  Beziehungen 
bildet  vielmehr  geradezu  einen  Teil  des  neuen  Programms.  Aber  es  ist 
zu  beachten,  dass  die  algebraischen  Beweise  nicht  Selbstzweck  sind,  son- 
dern mir  Mittel  zur  Erreichung  der  transcendenten  Ziele.  Clebsch- 
Gordan  denken  nicht  daran,  eine  irgend  ausgeführte  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  und  ihrer  Eigenschaften  an  sich  geben  zu  wollen. 
Nicht  nur  die  Theorie  der  rationalen  Functionen  einer  Variabein  gilt  als 
gegeben,  sondern  auch  die  auf  eine  allgemeine  Gleichung  F(s,  z)  =  0  be- 
züglichen Eigenschaften  werden,  als  Sehnittpunkteigensehaften  einer  Curve 
f  (x, ,  x^ ,  Xg)  =  0,  als  bekannt  vorausgesetzt  und  ohne  erneute  principielle 
Prüfung  angewendet.  Wenn  nun  auch  Clebsch-Gordan  sich  nicht  die 
Festigung  der  Grundlage  als  Aufgabe  stellten,  so  ist  ihnen  um  so  mehr 
an  der  Aufnahme  und  Weiterentwicklung  der  algebraischen  Ideen  auf  der 
gegebenen  Grundlage  gelegen. 
Deren  ad-  41.     Indem  für  die  zu  Grunde  gelegte  algebraische  Curve  fCx, ,  x„,x,) 

jnngirte  od  o  \    1'     2'     3^ 

Curven.  =  0  eine  beliebige  Zahl  der  gewöhnlichen  Singularitäten  —  Doppel-  und 
Rückkehrpunkte  —  (wie  bei  Clebsch  (4)  und  (5))  zugelassen  wird, 
treten  die  auf  adjungirte  (hier:  durch  die  Doppel-  und  Rückkehr- 
punkte einfach  gehende)  Schnitteurven  bezüglichen  Eigenschaften  zweck- 
mässiger Weise  in  den  Vordergrund.  Riemanu  hatte  ausschliesslich  solche 
Schnitteurven j  insbesondere  das  auf  sie  bezügliche  gewöhnliche  Umkehr- 
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problem,  behandelt:  die  Ausdrücke  Q)  in  denjenigen  Integralen  I  —    o^/o    5 

welche  nicht  in  den  singulären  Punkten  von  f^O  —  Stellen,  die  doch 
nur  in  der  willkürlich  aus  der  Klasse  herausgewählten  Grundcurve  aus- 
gezeichnet sind  —  unendlich  werden,  sind,  wenn  *F  in  den  singu- 
lären Stellen  von  f  =  0  nicht  verschwindet,  „zu  f=()  adjungirt".  — 
Das  „erweiterte  Umkehrproblem ",  welches  sich  bei  Clebsch  (4)  und  (5) 
und  Brill  auf  Integrale  bezog,  die  teilweise  endlich,  teilweise  in  den  in 
Doppelpunkten  von  f  ;=  0  liegenden  Punktpaaren  unendlich  wurden ,  er- 
scheint in  §43  des  Clebsch-Gordan'schen  Werkes  nun  im  Lichte  der 
rationalen  Transformation,  indem  an  Stelle  der  letztgenannten  Punkt- 
paare beliebig  gewählte  Punktpaare  von  f  =  0  treten,  die  für  die  Schnitt- 
curven  sich  gegenseitig  bedingen.  Hierdurch,  und  durch  die  Zurückfüh- 
rung  dieses  Problems  auf  das  gewöhnliche  Umkehrproblem  mittelst  des 
allgemeinen  Abel'schen  Theorems,  also  mittelst  algebraischer  Formeln, 
ist  principiell  die  Einordnung  dieser  Theorie  unter  die  der  „Adjunction" 
vollzogen,  wenn  dieser  Umstand  auch  nicht  explicit  angegeben  wird;  wie 
denn  auch  das  Wort  „adjungirt"  späteren  Ursprungs  ist  (Rf.  V,  Nr.  öö). 
Der  Umstand ,  dass  das  Problem  in  Wirklichkeit  mit  Hülfe  neuer  Transcen- 
denten  gelöst  wird,  die,  bei  q  Integralen  dritter  Gattung,  von  p  +  q  Varia- 
beln  abhängen,  und  dass  seine  formale  Fassung  der  Einfachheit  halber  (11. 
Abschn.  von  Clebsch- Gor d an)  wieder  auf  die  Doppelpunkte  als^Unend- 
lichkeitsstellen  zurückkommt,  zeigt  nur  seine  Analogie  mit  den  allgemeinen 
Problemen  über  Curven  vom  Geschlecht  p-|-q  und  ist  so  auch  vom  analytischen 
Standpunkte  bedeutsam;  lässt  aber  jene  algebraische  Einordnung  unberührt. 

42.    Für  Curve  und  Differentialausdruck  wird  die  homogene  Schreib-  ^"^"  ^' 

°  iiiogene  For- 

weise  angewandt.    Der  damit  verbundene  Vorteil,  dass  die  unendlich  grossen  ™^"-  ,.^'°" 

o  '  o  deutige 

Werte  der  Variabein,  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve,  nicht  mehr  Transfor- 
ausgezeichnet  sind,  wird  voll  ausgenutzt,  indem  die  Gesamtdimensions- 
verhältnisse  überall  zum  Ausdrucke  kommen.  Dem  schmiegt  sich  die 
projectiv-geometrische  Sprechweise  besonders  gut  an.  Wenn  in  dieser  Be- 
ziehung noch  auf  besondere  Capitel  verwiesen  werden  soll,  so  müsste  es 
zunächst  der  §  6  über  die  Bildung  der  Integranden  dritter  Gattung  sein, 
deren  Form  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Variable,  sondern  auch  in  Bezug 
auf  die  Parameter  der  beiden  Unstetigkeitspunkte  aus  den  dortigen  An- 
gaben deutlich  abgelesen  werden  kann,  wenn  die  letztere  auch  in  dem 
Buche  selbst  nicht  völlig  entwickelt  ist.  Vor  allem  aber  ist  der  ganze 
dritte  Abschnitt  über  die  eindeutigen  Transformationen  bemerkenswert. 
Hier  wird  der  Schnitt  von  f (x)  =  0  mit  jener  Curvenschar 
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erörtert,  welche  aus  der  Transformation  Jj/yj  = 'X/^o'  I'/ys  ^'^ 'r'-Z^o 
von  f  =  0 ,  d.h.  aus  der  gewöhnlichen  gesonderten  Einführung  zweier 
neuer  Variahein,  folgen  (s.  oben  V,  39);  ferner  die  im  allgemeinen  nur 
mehrdeutig  umkehrbare  Transformation  von  f(xp  x.,,  Xg)  =  0  vermittelst 

pXi  =  VF,(y,,y.^,y3)     (i  =  1,   2,   3) 

in  M.F(y, ,y.,,  y^)  =  0,  mit  der  Bedeutung,  dass  M  =  0  oder  vielmehr 
M/D  =  0  die  zugleich  mit  F(y)  =  0  entstehende  Aveitere  Bildcurve  von 
f  =  0  ist,  wo  D  die  Determinante  der  Wi  (y)  ist,  und  D  =  0  auf  F  (y)  ^  0 
die  den  singulären  Punkten  von  f(x)  =  0  entsprechenden  Punktpaare  u.s.w. 
ausschneidet.  Die  Discussion  dieser  Verhältnisse  (§  16)  liefert  nicht  nur 
den  ersten  rein  algebraischen  Beweis  für  die  Erhaltung  der  Geschlechts- 
zahl p  bei  rationaler  Transformation,  wenn  p  durch  Ordnung  und  Sin- 
gularitätszahlen der  Curve  f  =  0  numerisch  definirt  wird;  sie  ist  auch 
wichtig  wegen  ihrer  Methode.  Der  Begriff  der  Fundamentalpunkte 
der  Transformation  (derjenigen  Punkte  von  f  =  0,  in  welchen  alle  <\i  ver- 
schwinden), der  sich  Clebsch  schon  früher  dargeboten  hatte  (s.  oben 
Nr.  33),  wird  aus  den  Cremona'schen  Ebenentransformationen  herüber- 
genommen und  algebraisch,  und  zwar  gleich  in  homogenen  Coordinaten, 
behandelt.  Daneben  hat  das  Verfahren,  nach  welchem  die  selbstver- 
ständlichen und  unbrauchbaren  Lösungen  der  Gleichungen 

(ähnlich  wie  in  Clebsch  (4))  beseitigt  werden,  den  Anlass  gegeben  zur 
späteren  Entwicklung  einer  neuen  wirksamen  Eliminationsmethode. 

Als  methodisch  bedeutsam  ist  auch  der  erste  Beweis  für  die  Er- 
haltung von  p,  §§  14,  15  desselben  dritten  Abschnitts,  zu  betrachten. 
Hierbei  ist  p  als  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung 
gedacht;  die  Eigenschaft,  dass  diese  Integrale  für  alle  Wertsysteme  x,  für 
die  f (x)  =  0  ist,  endlich  sind,  würde  offenbar  genügen,  um  zu  zeigen, 
dass  eine  Transformation  der  Art  px;  =  ^I''i(y)  dieselben  wiederum  in 
Integrale  erster  Gattung  überführen  muss ,  dass  also  eine  1  - 1  -  deutige 
Transformation  die  Zahl  p  invariant  lässt.  Aber  Clebsch-Gordan  wünschen 
unabhängig  von  jener  Eigenschaft  zu  zeigen,  dass  auch  die  algebraische 
Form  des  Integranden,  welche  das  Integral  zu  einem  solchen  erster 
Gattung  macht,    erhalten  bleibt,    der  Ausdruck  nämlich   cp(x).dcjx,    wo 

V   [  c  X  d  X 
d  ?Ux  =  — ~  '    '^      '^     und   cp  (x)   die   allgemeinste ,   p  willkürliche   Para- 

meter  linear  und  homogen  enthaltende  ganze  Form  (n  —  3)ter  Dimension 
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ist,  welche  für  die  Doppel-  und  Rückkelirpunkte  von  f  =  0  verschwindet. 
Hierbei  tritt  zum  ersten  Male  (vgl.  indess  Cayley  (1),  s.  oben  Nr.  9)  die 
durch  das  Homogene  nahegelegte  Trennung  des  Integranden  in  das  Product 
mehrerer  Formen  auf,  die  gesondert  transformirt  werden:  ^dzCjX.^dXj 
geht  über  in  Di^+k^y^dyg,  Icif'(xi)  in  M^kaF'(yh),  die  Form  c;(x) 

h 

in  M/D.(I)(y),  für  F(y)  =  0,  wo  nun  0(y)  die  vorher  für  cp  angegebe- 
nen Eigenschaften,  nur  gegenüber  f(x)  =  0  erhält.  Uebrigens  lag  es 
Clebsch-Gordan  fern,  aus  dieser  letzteren  Ueberführung  weitere  Schlüsse 
auf  die  Beziehung  der  Formen  <p  zum  Gebilde  f  =  0,  wie  etwa  auf  deren 
Schnittpunktsysteme,  zu  ziehen. 

43.    Die  Auszeichnung  der  Curven  ci  durchzieht,  wie  schon  die  Rie-  Adjungirte 

'  Curven  <p. 

mann'sche,  so  die  ganze  Clebsch-Gordan'sche  algebraische  und  trans-  Normal- 
curve. 
cendente  Theorie.  In  algebraischer  Beziehung  tritt  die  Auszeichnung  darin  her- 
vor, dass  im  Schnittpunktsystem  von  f=0  mit  den  adjuugirten  Curven  von 
höherer  als  (n — 3)ter  Ordnung  p  Punkte  durch  die  übrigen  bestimmt  sind,  mit 
adjuugirten  Curven  (n — ojter  Ordnung  nur  p  —  1  Punkte,  mit  adjungirten 
Curven  von  niedrigerer  Ordnung  aber  eine  nicht  von  p  allein  abhängige  Zahl 
von  Punkten  —  Angaben,  welche  bei  Clebsch-Gordan  freilich  auf  blosser 
Coustantenzählung  beruhen.  Auf  transcendentem  Wege  wiederum,  und  im 
Princip  streng,  wird  bei  Clebsch-Gordan  die  Umkehrung  bewiesen:  p  durch 
das  Jacobi'sche  Umkehrproblem,  und  speciell  durch  das  Abel'sche  Theo- 
rem, zu  bestimmende  Punkte  ergeben  sich  dann  als  unbestimmt,  wenn  sie  auf 
einer  zu  f  adjungirten  Curve  (n  —  3)ter  Ordnung,  cp  =  0,  liegen.  Ein- 
gehend wird  noch  der  Zusammenhang  der  Nullpunkte  dieser  Curven  cp  =  0, 
auch  für  den  Fall,  dass  in  den  p  Punkten  eine  ganze  Schar  von  Curven 
cp  verschwindet,  mit  dem  Verhalten  der  von  Clebsch-Gordan  benutzten 
Transcendenten  untersucht,  insbesondere  mit  dem  Verschwinden  der  Theta- 
function  und  ihrer  Differentialquotienten,  und  zwar  unabhängig  von  Rie- 
m an n 's  Abhandlung  über  das  Verschwinden  der  Thetafunctionen,  J.  f.  M. 
Bd.  G5,  die  nur  kurze  Zeit  vor  dem  Buche  erschienen  sein  kann. 

Die  Thatsache,  dass  man  durch  p  —  3  beliebige  Punkte  von  f=0 
noch  eine  lineare  zweifach  unendliche  Schar  von  Curven  ©  legen  kann, 
und  dass  man  so  auf  f  =  0  Schnittpunktgruppen  von  nur  je  p+l  Punkten 
erhält,  wird  von  Clebsch-Gordan  zur  Transformation  von  f  ^  0  in  eine 
Normalcurve  (p4-l)ter  Ordnung  benutzt  (s.  Rf.  V,  38).  Indessen  halten 
die  Verfasser  diese  Curve  bei  der  allgemeinen  Rie  mann 'sehen  Klasse  für 
die  Normalcurve  niedrigster  Ordnung.  Dass  dies  nicht  zutrifft,  hätten  sie  aus 
dem  §  61  des  eigenen  Werkes  erkennen  können,  der  später  (s.  Rf.  V,E)  den 
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Aiilass  zur  Einführung  der  „Specialgriippen"  gegeben  hat.  An  dieser 
Stelle  werden  nämlich  von  Clebsch-Gordan  solche  Punktgriippen  von 
f=0  behandelt,  durch  welche  von  linear  unabhängigen  Curven  cp  eine 
mehr  hindurchgeht,  als  die  Abzahlung  liefert.  So  existiren  für  eine  oo'- 
Scbar  von  Curven  cp,  die  durch  p  —  3  willkürlich  gewählte  Punkte  von 
f=0  gehen,  noch  Punktpaare,  durch  die  je  ein  Büschel  der  Schar  geht 
—  entsprechend  je  einem  der  Doppelpunkte  der  transformirten  Normal- 
curve.  Solche  Gruppen,  und  die  analogen  noch  specielleren  mit  mehr  als 
einem  überzähligen  Punkte,  hätten,  Avenn  man  sie  als  Basispunkte  für  cp- 
Curven  zur  Transformation  benutzte,  die  Transformationscurve  in  ihrer  Ord- 
nung noch  weiter  herabzudrücken  erlaubt.  Das  Problem  steht  natürlich  in 
directem  Zusammenbange  mit  dem  vorher  genannten  über  das  Verschwinden 
der  Thetafunction,  und  so  bietet  es  sich  auch  bei  Clebsch-Gordan  dar. 

Von  einer  Untersuchung  der  Normalcurven  in  Bezug  auf  invariante 
Ausdrücke  für  die  Klasse,  wie  die  Moduln,  haben  sich  Clebsch-Gordan 
(s.  deren  Vorrede)  im  Hinblick  auf  die  V,  38  besprochene  Cayley'sche 
Note  (1)  abhalten  lassen. 

44.  In  der  Klassificirung  der  zu  f(x)  =  0  gehörenden  Integrale 
raie.  jj^  ^j^gj  Gattungen  schliessen  sich  Clebsch-Gordan  an  Riemann  an, 
der  aus  seiner  transcendenten  Definition  auch  die  Bildung  der  Inte- 
granden  aus  der  Gleichung  F(s,  z)^0  ableitet.  An  Stelle  der  bei 
Riemann  aus  den  transcendenten  Eigenschaften  geschlossenen  Reducirbar- 
keit  aller  Integrale  auf  drei  Gattungen  tritt  aber  bei  Clebsch-Gordan 
die  rein  algebraische  Reduction  des  allgemeinsten  Ausdrucks  M/N.dj3x,  in 
welchem  der  Zähler  M  um  n— 3  Dimensionen  höher  ist  als  der  Nenner  N. 
Die  Ausführung  dieser  Reduction  geschieht  nicht  in  homogenen  Coordi- 
naten,  sondern  an  der  Gleichung  F(s,  z)  =  0,  indem  der  Nenner  N  mit  Hülfe 
von  F  =  0  auf  eine  Function  R(z)  von  z  allein  gebracht  [AN+BF  =  R(z)] 
und  die  gewöhnliche  Partialbruchzerlegung  angewandt  wird.  An  Stelle 
dieser  Zerlegung  ist  später  in  Clebsch-Lindemann's  Geometrie,  I. 
Band  S.  778ff.,  eine  dem  Geiste  des  Aronhold'schen  Verfahrens  (V,  9) 
insofern  mehr  entsprechende  getreten,  als  das  Homogene  durchaus  bei- 
behalten wird,  indem  der  Nenner  zwar  ebenfalls  zuerst  in  ein  Product 
von  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  verwandelt,  dann  aber  an  Stelle 
der  gewöhnlichen  Partialbruchzerlegung  eine  Zerlegung  durch  identische 
Relationen  vorgenommen  wird.  Ein  dem  letzteren  ganz  analoges  Ver- 
fahren, nur  in  mehr  geometrischer  Form,  findet  sich  schon  bei  Cremona 
(3).  Wie  man  auch  ohne  die  Productzerlegung  des  Nenners  algebraisch 
zum  Ziele  kommen  kann,  ist  von  Noether,  Math.  Ann.  37,  gezeigt  worden. 
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Unter  „ allgemeinstem "  Ausdruck  y'M/N.dro.x  wird  bei  Clebsch- 
Gordan  ein  Integral  verstanden,  in  welchem  M,  wie  N,  für  die  vielfachen 
Punkte  von  f=0  nicht  zu  verschwinden  braucht.  Ein  solches  Integral 
würde  also  wegen  dieses  Verhaltens  von  M  gerade  in  diesen,  nur  für 
die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  f=0  (nicht  für  alle  Gleichungen  der 
Klasse)  ausgezeichneten  Punkten  unendlich  werden.  Man  sieht  hieraus, 
dass  auch  das  Werk  von  Clebsch-Gordan  sich  von  der  Auszeichnung 
einer  bestimmten  Curve  der  Klasse  (dem  projectiven  Standpunkte)  nicht 
völlig  frei  macht. 

45.  Das  AbeTsche  Theorem  wird  nur  für  Integrale  dritter  Gat-  AbeVsche 
tung,  die  in  zwei  Punkten  q,  r^  von  f^O  logarithmisch  unendlich  wer- 
den, aufgestellt  und  für  die  übrigen  Gattungen  durch  Specialisiren  ab- 
geleitet. Der  Weg  ist  genau  der  von  Clebsch  (2)  eingeschlagene  (s.  oben 
Nr.  28),  indem  zum  Zweck  der  Einführung  des  Parameters  \^=  di(x)/y_(x) 
als  unabhängig  Variabler  die  willkürlichen  Grössen  C;  des  Aronhold'schen 
Differentialansdruckes  dcj^  mit  den  Unterdeterminanten  aus  den  Differential - 
quotienten  von  ']/(x)  und  y_(x)  proportional  gesetzt  werden.  Auch  hier 
wird  wieder  der  Fall,  wo  6(x)  und  /(x)  für  die  vielfachen  Punkte  von 
f  =  0  nicht  verschwinden,  als  der  formal-allgemeine  behandelt.  Unter  Ein- 
führung nicht-homogener  Goordinaten  werden  die  Entwicklungscoefficienten 
so  weit  berechnet,  dass  sich  die  Summe  der  Integrale,  ausgedehnt  über  die 
Schnittpunkte  der  Curve  X  =  0  bis  zu  denen  X  ^  oo  durch  irgend  welche 
einem  beliebigen  X-Wege  zugehörige  Zwischenlagen,  in  der  eleganten  Form 

lg  ['KO/X(^)''r'(^()/X(''l)]  ^^''^^^^^*-  ^^  ^^^  ^^^^  dieselbe  Form,  welche  für 
den  hyperelliptischen  Fall  schon  Abel  (Werke,  herausg.  v.  Sylow  und 
Lie,  I,  pag.  445;  Cr.  J.  III,  „Remarques  etc.")  vollständig  entwickelt 
hat,  während  die  Formel  von  Abel  für  allgemeine  f=ü  (Werke  I, 
p.  159,  Pariser  Mem.)  dieser  übersichtlichen  Darstellung  entbehrt,  dafür 
aber  gleich  auf  das  allgemeinste  Integral  sich  bezieht,  also  die  Reductions- 
formeln  auf  Integrale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung  mitumfasst.  Dass 
übrigens  die  Beibehaltung  des  Homogenen  die  Rechnung  nicht  länger,  aber 
geometrisch  übersichtlicher  gestalten  würde,  hat  Cremona  (3)  gezeigt; 
und  aus  Harnack's  Arbeit  (Math.  Ann.  IX,  s.  Rf.  V,  3)  entnimmt  man, 
dass  man  das  Abel'sche  Theorem  für  Integrale  dritter  Gattung  auch  aus 
dem  für  Integrale  erster  Gattung  erhalten  kann. 

In  Bezug  auf  die  Umkehrung  des  Abel' sehen  Theorems  bleiben 
die  früheren  Einwendungen  (s.  V.  Nr.  31,  bes.  Schluss  von  Nr.  33)  auch 
für    das  Buch  in   unveränderter  Gültigkeit.      Es    kommt   sogar   hier  ein 

•^  •)  * 
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weiterer  Einwand  hinzu.  Da  bei  Riemann  und  Weierstrass  die  alge- 
braische Umkehrung  des  Abel'schen  Theorems  auf  einen  functionen- 
theore tischen  Satz  gestützt  wird,  von  dem  Clebsch-Gordan  nicht  Ge- 
brauch machen  können,  so  wird  der  Abschluss  des  Beweises  bei  Clebsch- 
Gordan  nur  durch  die  Losung  des  Umkehrproblems  geliefert  und  somit 
erst  S.  216  (bezw.  202)  erbracht.  Nun  wird  an  mehreren  vorhergehenden 
Stellen  schon  von  dem  das  Theorem  umkehrenden  Satze  gesprochen. 
Betrachtet  man  indessen  diese  Anwendungen  genauer,  so  erkennt  man, 
dass  dieselben  sich  alle  auf  die  Reduction  einer  Summe  von  Integralen 
auf  eine  Summe  von  nur  p  Integralen  beziehen;  und  hierfür  hätte  schon 
das  Theorem  in  seiner  ursprünglichen  Form,  nur  mit  den  notwendigen 
Bedingungen  für  die   Umkehrung,  genügt. 

Das  Abel'sche  Theorem  selbst  wird  übrigens  von  Clebsch-Gordan 
noch  auf  einem  anderen  Wege  bev/iesen,  der  zwar  transcendent  ist,  aber 
deshalb  hier  erwähnt  werden  soll,  weil  er  eine  bedeutende  Verallgemei- 
nerung einer  Riemann 'sehen  Methode  vorstellt  und  zugleich  eine  grosse 
Reihe  von  Resultaten  liefert.  Bedeutet  Se,,  ein  Integral  dritter  Gattung 
mit  den  Unstetigkeitspunkten  c,  vj;  Q  entweder  ein  Integral  dritter  Gattung 
oder  eine  algebraische  Function  (|i(x)/j^(x)  oder  den  Logarithmus  einer 
solchen,  so  wird  das  Integral  yQdS^^  zu  Null,  wenn  man  die  Integration 
über  die  ganze  Begrenzung  der  Riemann 'sehen  Fläche  T'  —  bei 
Clebsch-Gordan  also  über  sämtliche  n  „Umgänge"  (s.  unten)  —  und  um 
alle  Unstetigkeitspunkte  herum  führt.  Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  das 
Theorem  über  dieVertauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  für  Integrale 
dritter  Gattung,  bezw.  die  erwähnte  Form  des  Abel'schen  Theorems,  oder 
auch  der  Ausdruck  von  lg  t|i(x)/^(x)  durch  eine  Summe  von  Integralen 
dritter  Gattung  mit  derselben  Grenze  x,  bezw.  die  Darstellung  der  al- 
gebraischen Function  ^(x)/y^(x)  durch  eine  Summe  von  Integralen  zweiter 
Gattung  mit  der  Grenze  x;  ferner  erhält  man,  wie  bei  Riemann,  Rela- 
tionen zwischen  den  Periodicitätsmoduln.  —  Der  später  von  Humbert 
eingeschlagene  Weg  zum  Beweise  des  Abel'schen  Theorems  für  beliebige 
Integrale  (J.  de  Math.,  Ser.  4,  t.  III  u.  t.  V,  1887,  1889)  ist  genau  der 
eben  beschriebene,  nur  dass  er  aus  der  Theorie  der  Fuchs 'sehen  Func- 
tionen eine  Variable  X  einführt,  durch  welche  sich  s  und  z  in  F  (s,  z)  =  0 
eindeutig  darstellen  lassen:  die  Formel  erscheint  dann  in  der  X- Fläche 
als  eine  Residuenformel.  —  Dass  zwischen  der  algebraischen  und  der  tran- 
scendenten  Reductionstheorie  die  Cauchy'sche  Residaenformel  das  Band 
bildet,  wird  von  Clebsch-Gordan  nicht  erwähnt  (vgl.  Ref.  über  Weier- 
strass (zweiter  Teil),  Absehn.  VII,  Nr.  15). 
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46.     Zu  den  bedeutendsten  Leistungen  des  Clebsch-Gordan'sclien  Die  schiei- 

fentheorie 

Werkes   gehört   die  Ausbildung   der  Puiseux'schen  Schleifentheorie, beiciebsch- 

Gordan  und 

die  Anordnung  der  in  dem  algebraischen  Gebilde  möglichen  cyklischenuire  weitere 
Wege  (s.  Ref.  über  Puiseux,  II,  D).  Es  werden  alle  Schleifen  zu  n  voll-  lung. 
ständigen  „Umgängen",  den  n  verschiedenen  Wurzeln  s  der  Ausgangs- 
stelle Zq  zugeordnet,  zusammengefasst,  von  denen  jeder  wieder  aus  einer 
Anzahl  von  Cyklen  besteht;  und  vermöge  der  Umgänge  werden  alle 
2p-t-n- — 1  Cyklen  auf  nur  2p  unabhängige  zurückgeführt.  Der  Fort- 
schritt besteht  aber  vor  allem  in  der  Einführung  noch  eines  zweiten 
Schleifensystems.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Verzweigungspunkte  der 
Z-Ebene  der  Reihe  nach  durch  eine  Linie  verbunden  (später  „Absonde- 
rungsschnitt"  (Lüroth),  bei  Fuchs,  J.  f.  M.  Bd.  71,  „Hauptschnitt"  ge- 
nannt) und  fallen  die  früheren  Schleifen,  von  einem  festen  Punkte  z^  aus- 
gehend, alle  auf  eine  Seite  dieser  Linie,  so  werden  die  neuen  Schleifen  von 
demselben  Punkte  aus  in  derselben  Ordnung,  aber  auf  der  anderen  Seite 
jener  Linie,  gezogen:  die  reciproken  Beziehungen  zwischen  diesen  beiden 
Systemen  werden  eingehend  entwickelt.  Wendet  man  diese  Theorie  auf 
die  Integration  / Jdll  über  alle  Umgänge  an,  wo  J  und  II  Integrale  erster 
Gattung  sind,  so  ergeben  sich  zunächst  durch  Combination  der  einzelnen 

1 ip 

Cyklen  bilineare  Relationen   ^    Cik(bi)(ak)  =  0  zwischen  den  Periodici- 

i.k 

tätsmoduln  (ak),  (bj)  der  beiden  Integrale,  und  die  Betrachtung  des  Zahlen- 
systems Cjk  (mit  windschiefer  Determinante)  führt  zu  neuen  Combinationen 
der  Art,  dass  die  Periodicitätsmoduln  einander  paarweise  zugeordnet  und  die 

i,...,P 
Relationen  von  der  Form  ^  (M(2i-')N(20_M(2i)N(2i-i))  =  0  werden,  also 

i 

zu  den  „normalen"  Periodicitätsmoduln.  Eine  hierfür  noch  ausgiebigere 
Ausnutzung  der  Reciprocität  der  Schleifen  findet  sich  bei  Casorati, 
Annali  di  Matem.  Ser.  2,  t.  III,  wie  andererseits  bei  Schläfli,  J.  f.  M. 
76,  die  analysis  situs  herangezogen  wird.  —  Es  fehlt  bei  Clebsch- 
Gordan  nur  der,  später  von  Schläfli,  J.  f.  M.  76,  freilich  mittelst  tran- 
scendenter  Abbildung,  nachgelieferte  Beweis  (vgl.  auch  Prym,  J.  f.  M.  71, 
p.  231),  dass  die  bei  der  Aufstellung  der  zugehörigen  p  Normalintegrale 
vorkommende  Determinante  nicht  verschwindet.  —  Die  Clebsch-Gordan"- 
sche  Theorie  ist  also,  wenn  auch  nicht  so  anschaulich  wie  die  Rie- 
mann'sche  Zerschncidungstheorie,  doch  ein  vollständiges  Aequivaleut  für 
dieselbe,  hat  aber  den  Vorzug,  dass  sie  einen  bestimmten  Weg  vorzeich- 
net, auf  dem  man  zu  einer  kanonischen  Zerschneidung  gelangen  kann. 
Ihre  volle  Bedeutung   ist  übrigens  erst   durch  die  weitere  Entwick- 
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lung  ins  Licht  gesetzt  worden,  die  deshalb  hier  kurz  angedeutet  sei.    Von 
Lüroth  (Math.  Ann.  R"}  wurde  die  Schleifentheorie  soweit  durchgebildet, 
dass  der  Uebergang  von  ihr  zu  der  Riemann 'sehen  Fläche  T'  mit  ihrem 
kanonischen   Querschnittsystem    klar   zu   Tage   tritt.      Lüroth    verbindet 
die  Verzweigungspunkte   der  Z- Ebene   durch   ein  geschlossenes   Polygon, 
das   den   Ausgangspunkt  0   der   Schleifen   erster   Art  in   seinem   Inneren 
enthält,  und  betrachtet  als  „Uebergangslinien"   (Verzweigungsschnitte)  die 
Linien  von  den  Verzweigungspunkten  nach  einem  Punkte  0',  der  ausser- 
halb des  Polygons  liegt.     Indem  er  die  Vertauschungen  unter  den  Wur- 
zeln verfolgt,   welche   durch  Abänderung   des  Polygons   entstehen,    leitet 
er   den  Satz   ab:     „Die  Verzweigungsschnitte   können   so   gelegt   werden, 
dass  sie  in  n  —  1  Gruppen  zerfallen  (bei  n  Blättern),  so  dass  die  Schnitte 
je   einer   Gruppe    immer    dieselben  Blätter   verbinden."      Welch   mannig- 
facher  Abänderung    und   übersichtlicher  Anordnung    aber    diese   typische 
Darstellung  der  Riemann'schen  Fläche   für  F(s,  z)  =  0   noch  fähig  ist, 
hat  Clebsch,   Math.  Ann.  VI.    nachgewiesen.      Sowohl  die  Punkte  einer 
Gruppe   als  ihre  Anzahl  lassen  sich  varüren,   wenn  nur  immer  die  Zahl 
der  Gruppen  ^^  n  —  1  ist,   und  in  jeder   Gruppe   eine   gerade  Zahl  von 
Punkten   bleibt;    insbesondere  lässt   sich  immer   der  hyperelliptische  Ty- 
pus erreichen,  für  welchen  eine  Gruppe  aus  w — 2(n  — 2),   die  übrigen 
n  —  2  Gruppen  aus  je  zwei  Verzweigungspunkten  bestehen  (s.  auch  Ber- 
tini,   Rendic.   d.  Acc.   d.  Lincei,    Febr.  1894).      Da  das  Integral /jdH 
über  die  Schleifen  jeder  Gruppe  für  sich  gleich  0  ist,  so  ergeben  sich  un- 
mittelbar die  Relationen  z-wischen  kanonischen  Periodicitätsmoduln. 

Im  Anschluss  an  die  letzterwähnte  typische  Fläche  hat  F.  Klein 
(Ucber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Inte- 
grale, Leipzig  1882)  den  wichtigen  Schluss  gezogen,  dass  alle  Klassen 
algebraischer  Gebilde  —  jede  Klasse  als  ein  Individuum  aufgefasst  — 
zusammen  eine  irreductible  algebraische  Mannigfaltigkeit,  und  zwar  nach 
der  Riemann'schen  Abzahlung  von  3p  —  3  Dimensionen,  bilden. 

Während  die  bisher  besprocheneu  Untersuchungen  immer  nur  einfache 
Verzweigungspunkte  voraussetzen  und  eine  Riemann'sche  Fläche  von  be- 
liebiger Gestalt  nur  als  Grenzfall  dieses  einfachen  Falles  erscheint  (für  die 
dreiblättrige  Fläche  gab  Kasten,  Dissert.  Göttiugen  1876,  eine  Erweiterung 
des  Lüroth 'sehen  Ganges  auf  Verzweigungspunkte  zweiter  Ordnung),  hat 
Lüroth  eine  directe  Behandlung  des  allgemeinsten  Falles  unternommen 
und  für  diesen  die  kanonischen  Periodenwege  in  zwei  Abhandlungen  auf- 
gestellt „Ueber  die  kanonischen  Perioden  der  Abel'schen  Integrale"  (Abh. 
der  Münchener  Akad.  Bd.  15.   1885  —  voriier  Sitzungsber.  der  phys.  med. 
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Soc.  Erlangen,  1883  —  und  Bd.  IG;  1887),  die  beide  an  die  Ideen  des 
Clebscli-G  ordan'schen  Bnclics  anscliliessen,  die  eine  mehr  die  geome- 
trische Vorstellnng  der  Riemann'sclien  Fläche  benutzend,  die  zweite  nur 
mit  der  Tafel  der  Verzweigungen  rechnend.  Insbesondere  die  letztere 
Abhandlang  erledigt  das  Problem  in  sehr  einfaciier  und  übersichtlicher 
Weise.  Man  findet  dort  auch  die  übrige  bezügliche  Litteratur  (Klein's 
Arbeiten  über  Riemann'sche  Flächen  etc.)  zusammengestellt,  zu  der 
reuerdings  noch  Arbeiten  mit  gruppentheoretischcr  Auffassiuig  (II ur- 
witz,  Math.  Ann.  39,  Iloyer,  ibid.  42)  getreten  sind. 

47.  Zu  dem  Werke  von  Clebsch-Gordan  zurückkehrend,  bemerkenzaoiteUung 
wir  ferner,  dass  auch  die  Anwendung  der  Aberschen  Functionen  auf 
Berührungsprobleme,   insbesondere   die  Zweiteilung,   in  dem  Buche  geför- 
dert  ist.     Es  wird   gezeigt,  dass   unter  den  „Systemen"  von  Berührungs- 
curven,    wa^lche   man   den   geraden    Thetafunctionen    zuordnen    kann,    bei 

jeder  kanonischen  Zerschneidung  der  Rie  mann 'sehen  Fläche  jeweils  eines 
ausgezeichnet  wird,  das  der  gewöhnlichen  Thetafunction  von  der  Charakte- 
ristik (0,  ....  0;  0,  ...,  0)  entspricht,  und  dass  durch  Einführung  der  Be- 
rührungspunkte einer  Curve  aus  diesem  System  die  Bestimmung  der  Con- 
stanten in  den  Argumenten  der  Thetafunction  bei  der  Riemann'schen  Um- 
kehrung geleistet  wird.  Dies  bedeutet  einen  wesentlichen  Fortschritt,  der 
auch  sehr  bald  von  allen  weiterhin  die  Umkehrung  behandelnden  Arbeiten 
(Weber,  Fuchs,  .  .  .)  aufgenommen  worden  ist.  Ein  weiterer  bezieht 
sich  auf  die  Behandlung  des  Zweiteilungsproblems,  insbesondere  auf  die 
Ausdehnung  der  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  geläufigen 
Unterscheidung  von  allgemeiner  und  specieller  Teilung,  und  die  Unter- 
scheidungen der  verschiedenen  Fälle  von  reiner  Zweiteilung.  Gegenüber 
Clebsch,  J.  f.  M.  Bd.  63,  beruht  der  Fortschritt  in  der  Ausdehnung  auf 
die  adjungirten  Curven.  Indessen  liegt,  gruppentheoretisch  betrachtet,  bei 
Clebsch-Gordan  noch  nicht  völlige  Klarheit  in  diesen  Verhältnissen  vor 
(so  ist  die  am  Schlüsse  des  §  76  erwähnte  Sonderung  in  zwei  Klassen 
nicht  richtig).    Weiteres  darüber  s.  in  Capitel  IX  über  „Wurzelfunctionen". 

48.  Zu   den   Schwächen    des  Clebsch-Gordan'schen  Buches   2;e-  Constamen- 

o         Zahlung. 

hört  die  in  der  Flacker  "sehen  Tradition  begründete  mangelhafte  Con- 
stantenzählung.  So  namentlich  wird  die  Frage,  wie  viele  von  den  Schnitt- 
punkten der  Grundcurve  nter  Ordnung  f,,  mit  einer  zu  f^  adjungirten  Curve  6 
durch  die  übrigen  mitbestimmt  sind,  dahin  beantwortet,  dass,  ^venn  'b  von 
einer  Ordnung  >n  —  3,  p  Punkte,  wenn  aber  von  der  Ordnung  n — 3, 
im  allgemeinen  p — 1  abhängige  Punkte  (p  =  ^(n — l)(n  —  2)  —  d  —  r). 
gefunden  werden.     Dabei  wird  aber  die  Anzahl  der  unabhängigen  Bedin- 
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gungen,  welche  die  Curve  <]>  zu  erfüllen  hat,  wenn  sie  durch  die  cl-f-r 
Doppel-  und  Rückkehrpunkte  von  fu  geht,  einfach  gleich  d-l-r  angenommen, 
ohne  dass  die  Richtigkeit  dieser  Annahme  geprüft  wird.  Denn  die  Sätze 
der  Vorrede:  „da  es  sich  zunächst  um  eine  neue  Festlegung  der  allgemeinen 
Grundzüge  einer  sehr  weiten  Theorie  handelt,  so  wird  man  es  uns  nicht 
verdenken,  wenn  wir  auf  Besonderheiten  nirgends  eingegangen  sind  . .  . 
Solche  Besonderheiten,  welche  immer  an  specielle  Eigenschaften  der  al- 
gebraischen Fundamentalgleichung  geknüpft  sind,  treten  namentlich  auch 
bei  den  hyperelliptischen  Functionen  hervor,  u.  s.  w.",  erklären  in  dieser 
Beziehung  nichts.  Sobald  nämlich  die  Zahl  der  Doppelpunkte  für  das  be- 
zügliche p  nur  etwas  gross  ist  (z.  B.  Gl  ebsch- Gor  dänische  Normalcurve 
für  p  =:  8,  eine  fg  mit  20  Doppelpunkten),  liegen  diese  Punkte  immer 
sehr  speciell,  es  treten  von  selbst  unbekannte  „Besonderheiten"  ein,  ohne 
dass  man  von  einem  „Ausnahmefalle"  reden  könnte.  Eine  Modification 
in  der  Anzahl  der  cp  etc.  könnte  also  schon  in  dem  „allgemeinen"  Falle 
eintreten;  und  wenn  nicht,  so  bliebe  immer  noch  die  Frage,  wie  man 
entscheiden  soll,  ob  eine  gegebene  Gleichung  sich  dem  allgemeinen  Falle 
unterordnet  oder  entzieht.  Es  fehlen  bei  Clebsch-Gordan  die  Mittel,  um 
sich  über  die  Richtigkeit  und  Tragweite  der  algebraischen  Sätze  zu  ver- 
gewissern. Die  Bedeutung  des  Clebsch-Gordan'schen  Werkes  für  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  besteht  aber  darin,  dass  die  al- 
gebraischen Sätze,  wie  das  AbeTsche  Theorem,  klar  ausgesprochen,  in 
ihrer  functionentheoretischen  Bedeutung  erkannt  und  zur  Auffassung  und 
Lösung  der  Probleme  der  Abel  "sehen  Functionen  fortwährend  benutzt 
werden;  dass  überhaupt  der  algebraische  Teil  der  Theorie  mehr  in  den 
Vordergrund  gerückt  und  teilweise  (wie  die  Transformationstheorie)  be- 
reits auf  selbständige  Grundlage  gestellt  wird. 
An  ciebsch-  49.    Die  Transformationstheorie  und  die  Frage  nach  den  Moduln  der 

Gordan  ao- 

schiiessende algebraischen   Gebilde  bilden    den   Gegenstand,   wie   der  dem   Clebsch- 

Forschun-  .1, 

gen.  Gordan'sclien  Werke  unmittelbar  vorausgehenden,  so  auch  der  zunächst 
eiemente.  an  dieses  Werk  anschliessenden  Forschungen.  Die  allgemeinen  Ver- 
Erhaitung  hältnisso ,  die  bei  einer  eindeutigen  Transformation  einer  Curve  auf- 
treten, hat  Brill  (1)  näher  untersucht,  insbesondere  auf  die  Ausnahme- 
elemente (Fundamentalpunkte  von  f (x)  =  0  und  Schnitt  von  F  (y)  ==  0 
mit  den  entsprechenden  Fundamentalcurven ,  nach  der  Bezeichnung  von 
Nr.  42)  hin.  Durch  specielle  Transformationen  von  f  werden  höhere 
vielfache  Punkte  der  transformirten  Curve  F  erzeugt,  und  vielfache 
Punkte  von  F  mit  versclüedenen  Tangentenrichtungen  aufgelöst  in 
Gruppen  einfacher  Punkte  von  f,   die  immer  zugleich  auf  einer  nur  von 
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der  Transformation  abhängigen  rationalen  Cnrve  (Fundamentalcurve) 
liegen  müssen.  Durch  eindeutig  umkehrbare  Ebenentransformationen 
wird  der  Uebergang  von  der  Clebsch'schen  auf  die  Riemann'sche 
Normalform  bis  zu  p  =  5  hergestellt.  Die  höheren  Fälle  verlangen  eine 
^algebraische  Untersuchung  gewisser  Specialgruppen  (vgl.  oben  Nr.  43). 
'  Der  Fall  p  =  6  wird  in  (3)  aus  Anlass  einer  von  Casorati  und  Cre- 
mona  gemeinsam  verfassten  Note  (4)  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt, 
für  eine  Curve  fj.  mit  neun  Doppelpunkten  zwei  nur  in  je  vier  Punk- 
ten unendlich  werdende  Functionen,  d.  h.  zwei  adjungirte  Curven- 
büschel,  deren  Curven  f^  nur  je  vierpunktig  beweglich  treffen,  zu  be- 
stimmen, und  dieses  Problem  wird  weiterhin  auf  die  Frage  nach  den 
vierfach  schneidenden  Sehnen  einer  Raumcurve  achter  Ordnung  reducirt 
(s.  unten  Nr.  51),  wobei  sich  dann  fünf  verschiedene  Lösungen  des  Pro- 
blems ergeben. 

Die  Modulfrage  selbst  wird  über  die  hier  bezeichneten  niedrigsten 
Geschlechter  nicht  hinausgeführt.  Für  p  =  4  erhält  Cremona  (4)  die 
Zahl  9  der  Moduln  dadurch,  dass  er  durch  Transformation  einen  der 
Doppelpunkte  von  f.  =  0  zu  einem  Rückkehrpunkte  macht,  für  p  =  G 
die  Zahl  15  durch  eine  räumliche  Betrachtung  (vgl.  übrigens  dazu  Brill- 
Noether,  §  16,  Math.  Ann.  VII).  —  Dagegen  zeigt  noch  Weber  (J.  f.  M. 
Bd.  70)  —  mittelst  conformer  Abbildung  — ,  dass  für  die  Moduln  min- 
destens eine  Relation  bestehen  muss,  wenn  für  die  Klasse  unendlich 
viele  Formen  cp  existiren  sollen,  die  alle  in  je  p  —  1  Punkten  zu  0^ 
werden  sollen.  Von  Curven  mit  speciellen  Moduln  benutzt  Cremona  (2) 
als  Normalform  der  hyperelliptischen  Curven  eine  Curve  (p-l-'2)ter  Ord- 
nung mit  p- fächern  Punkte  zur  Ableitung  einiger  Eigenschaften  dieser 
Curven. 

Unabhängig  davon  begannen  übrigens  damals  bereits  die  Versuche, 
eine  algebraische  Function  s  von  z  in  ihrer  algebraischen  Abhängigkeit 
von  den  Moduln  in  der  Weise  zu  untersuchen  (übrigens  ganz  vom 
Riemann'schen  Standpunkt  aus),  dass  man  die  Verzweigungspunkte 
sich  auf  geschlossenen  Wegen  bewegen  liess.  Wegen  der  Litteratur  über 
diese  „Monodromie"-Untersuchungen  s.  VIII.  Abschn.  (Schlussnummer). 

Andererseits  wurden  durch  die  Betrachtungen  über  den  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Zahl  p  auch  die  Geometer  zu  neuen  Beweisen  angeregt. 
Cremona  (5)  legt  die  beiden  sich  entsprechenden  Curven  in  zwei  ver- 
schiedene Ebenen,  construirt  die  windschiefe  Fläche,  welche  durch  die 
Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  erzeugt  wird,  und  erhält  den 
Satz  dadurch,  dass  er  die  Ordnung  der  Doppelcurve  der  Fläche  aus  jeder 
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der  beiden  ebenen  Curven  bestimmt.  Bertini  nimmt  die  einander  ent- 
sprecbenden  Curven  C(x),  C'(x')  in  einer  Ebene  an,  dazu  zwei  Punkte 
a,  a',  und  construirt  als  Ort  des  Schnittes  der  Strahlen  ax  mit  den  ent- 
sprecbenden  a'  x'  eine  Curve  F;  indem  er  für  F  die  Klasse  auf  doppelte 
"Weise  ausdrückt,  erhält  er  wieder  den  Satz.  Der  Zeutlien'sche  Beweis 
verfolgt  denselben  Gedanken,  nur  mit  Ausdehnung  auf  mehrdeutig  sich 
entsprechende  Curven,  wobei  eine  Relation  zwischen  deren  p  und  p'  ge- 
funden wird  (s.  Ref.  über  singulare  Punkte,  VI,  19).  Modificationen  dieses 
Beweises  finden  sich  bei  Voss  und  Clebsch,  bei  letzterem  in  algebraischer 
Formulirung:  es  zeigt  sich,  dass  die  Sache  auf  successive  Einführung  der 
beiden  neuen  Variabein  hinauskommt.  Aus  der  Zeuthen 'sehen  Relation 
zwischen  p  und  p'  folgt,  wenn  man  sich  auf  1-k-deutige  Beziehung  be- 
schränkt, der  von  Weber,  J.  f.  M.  Bd.  76,  ausgesprochene,  und  ähnlich 
hergeleitete  Satz :  F  ührt  f  (x^ ,  x^ ,  x^ )  =  0 ,  x, :  x^, :  Xg  =  <lt^  (y) :  ^'2  (y )  •  ^3  (l) 
auf  eine  Curve  F(y)  =  0  von  demselben  Geschlecht  p,  so  ist  die  Sub- 
stitution dann  eindeutig  umkehrbar,  wenn  p>l  ist. 
Rückblick.  50.     Wir  hatten  in  dem  Referat  V,  C  über  Clebsch,   1863 — 1865, 

hervorgehoben,  dass  derselbe  zwei  heterogene  Wissensgebiete,  die  Theorie 
der  AbeVschen  Functionen  und  die  der  algebraischen  Curven,  in  systema- 
tische Verbindung  gesetzt  hat.  Da  sein  algebraischer  Ausgangspunkt  die 
Eliminationstheorie  ist,  und  diese  zunächst  nur  vollständige  Schnitte 
von  Curven  im  Auge  hat,  so  wird  es  ihm,  besonders  beim  Abel'schen 
Theorem,  schwer,  die  projective  Seite  der  Fragen  abzustreifen.  Aber  bei 
seiner  Beschäftigung  mit  ganzen  Klassen  von  Curven  von  den  ersten  Ge- 
schlechtszahlen rücken  auch  seine  Problemstellungen  denjenigen  von  Rie- 
mann  und  Roch  immer  näher;  und  in  den  Abel'schen  Functionen  von 
Clebsch-Gordan  sind  die  geometrisch-algebraischen  Anschauungen  und 
Sätze  in  solchem  Masse  umgestaltet  und  inhaltreicher  geworden,  dass  sich 
selbst  für  die  transcendente  Seite  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems, 
bei  beliebigem  Geschlecht  aber  einer  nicht  zu  speciellen  Grundcurve, 
neue  Wege  erschliessen. 

Wiewohl  wir  in  den  Referaten  über  Göpel  und  Rosenhain  (III,  D), 
Weierstrass  (III,  E),  Riemann  (IV,  C,  D)  das  Umkehrproblem  in  den 
Kreis  unserer  Besprechung  gezogen  haben,  können  wir  doch  bei  Clebsch- 
Gordan  auf  die  Einwirkung,  welche  die  Geometrie  auf  die  Gestaltung 
dieses  Problems  ausgeübt  hat,  nicht  eingehen;  wie  Avir  auch  in  dem 
Referat  VII  über  Weierstrass'  algebraische  Theorien  das  Umkehrpro- 
blem bei  Seite  lassen  werden.  Von  Abel  und  Jacob i  nämlich  bis 
Riemann  hin  war   es   eben   die  Beschäftigung   mit  diesem  Problem,    an 
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der  sicli  der  Fuuctionsbegriff,  speciell  der  Regriff  der  algebraischen 
Functionen,  herausbildete.  Nachdem  aber  durch  Riemann  dieser  Schatz 
einmal  gehoben  und  in  die  Form  einer  Theorie  gebracht  war,  spielt  in 
den  nach-Riemann'schen  Theorien  der  algebraischen  Functionen  das 
Umkehrproblem  nur  noch  die  Rolle  einer  Anwendung  dieser  oder  ana- 
loger Darstellungen. 

Wenn  so  bei  Cleb seh- Gordan  die  oben  bezeichnete  Verbindung 
zweier  Gebiete  zunächst  den  transcendenten  Partien  zu  gut  kam,  er- 
streckte sich  in  der  Folge  ihre  "Wirksamkeit  auch  auf  die  andere  Seite, 
und  zwar  weit  über  die  ursprünglich  von  Cleb  seh  gestellten  Probleme 
hinaus.  Dies  zeigt  sich  nicht  nur  in  der  oben  V,  Nr.  41 — 47  und  Xr,  40 
besprochenen  Umgestaltung  der  algebraischen  Transformationsprincipien 
und  in  der  ebenfalls  in  Nr.  49  erwähnten  Ausbreitung  der  geometri- 
schen Probleme  über  den  nun  erweiterten  Gesichtskreis;  auch  eine 
algebraische  Theorie  der  algebraischen  Functionen  ist  unter  dem  Zeichen 
des  Clebsch-Gordan'schen  Werkes  entstanden,  über  die,  als  zeitlich 
erste  ihrer  Art,  zunächst  zu  berichten  ist. 


E.     Brill-Noetlier'sche  Richtnug  [von  1871  an]. 

A.  Brill, 

(1)  Ueber  zwei  Elimiuationsprobleme  etc.,  Göttinger  Naciir.,  Dez.  1870. 

(2)  Ueber  diejenigen  Curven  eines  Büschels,  welche  eine  gegebene  Curve 
zweipunktig  berühren.     Math.  Ann.  III,  1871. 

(3)  Zur  Theorie   der  Elimination  und    der  algebraischen   Curveu.     Math. 
Ann.  IV,  1871. 

(4)  Ueber  zwei  Berührungsprobleme.     Math.  Ann.  IV,   1871. 

(5)  Ueber  Elimination  aus  einem  gewissen  System  von  Gleichungen.  31ath. 
Ann.  V,  1871. 

(6)  Ueber  Entspreclien  von  Punktsystemen  auf  einer  Curve.     Math.  Ann. 
VI,  1872  (vorher  Gott.  Nachr.  Oct.  1871). 

M.  N  0  e  t  h  e  r , 

(1)  Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprechens    algebraischer  Gebilde  von 
beliebig  vielen  Dimensionen.     Math.  Ann.  II  (s.  S.  314),  18G9. 

(2)  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen.    Math. 
Ann.  VI,  1872  (vorher  Gott.  Nachr.  1872). 

A.  Brill  und  M.  Noether,  Ueber  die  algebraischen  Functionen  und  ihre  An- 
wendung in  der  Geometrie.     Math.  Ann.  VII,  S.  269—310.     Sept.  1873. 
Vorher:  Note  dazu  iu  den  Gott.  Nachr.  v.  Jan.  1873,  S.  116—132,  und 
in  Salmon's  Höhere  ebene  Curven,  übersetzt  von  Fiedler,  als  An- 
hang, 1873. 
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J.  Sylvester  in  Salmon's  Higher  plane  curves,  II  ed.  1873,  und  deren  üeber- 
tragung  von  Fiedler  1873  (Theory  of  Residuation  bei  kubischen  Curven). 
Dazu: 
E.  Bertini,   La  geometria   delle  serie  lineari  sopra  una  curva  piana  secondo 
il  metodo  algebrico.     Annali  di  Matern.  Ser.  2,  t.  XXII,  1894. 
Siehe  auch: 

Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  I,  4.  Abt.  (Cap. 
VII)  und  G.Abt.,    1876,   mit  den  Bemerkungen  in  Xoether's  Re- 
cension,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXII,  lit.  bist.  Abt.,  1877: 
Klein-Fricke,  Elliptische   Modulfimctionen,  Bd.  I    1890,    Abschn.  3, 

Cap. 2; 
E.  Study,    Ein  Reciprocitätsgesetz  in   der  Theorie   der  algebraischen 
Functionen.     Ber.  der  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1890. 
Das  Pro-  51.     Das  "Werk  von  Clebsch-Gordan  über  die  AbeTschen  Func- 

blem  der 

Special-    tloneu   reizte    durch   seine  Probleme   und   durch    seine  Lücken  zu  neuen 

gruppen. 

Ansgezeich-  algebraischen  Forschunc^en,   aus  denen  eine  rein  alsebraische  Theorie  der 

nete  Punkt- 

gruppeu.  algebraischen  Functionen  hervorgegangen  ist. 

Zunächst  lag  das  Problem  der  Aufsuchung  der  Special  gruppen 
vor.  Von  einigen  besonderen  Fällen  ist  bereits  berichtet  worden:  von 
der  Aufsuchung  der  Minimalgruppen  —  den  Unendlichkeitspunkten  der 
Functionen,  die  in  möglichst  wenigen  Punkten  unendlich  werden  —  für 
die  niedrigsten  Werte  der  Geschlechtszahl  p.  Sie  dienten  zur  Transfor- 
mation des  algebraischen  Gebildes  auf  die  Riemann'sche  Normalform. 
Die  Riemann'sche  Definition  solcher  und  analoger  Specialgruppen  G 
giebt  an  sich  kein  algebraisches  Mittel  zu  ihrer  Aufsuchung  an  die  Hand; 
erst  wenn  man  den  Durchgang  durch  die  geometrisch -algebraische  Auf- 
fassung nimmt,  erscheinen  jene  Gruppen  als  Schnittpunkte  einer  Schar 
von  Curven  <];  von  gleicher  (etwa  mter)  Ordnung,  die  durch  die  d  Doppel- 
punkte gehen  (adjungirten  Curven),  und  die  auf  der  Grundcurve  f 
(nter  Ordnung)  noch  eine  gewisse  Gruppe  F  von  festen  Punkten  (Basis- 
gruppe) gemeinsam  haben.  "Wenn  man  diese  Gruppe  Fq  von  Q  Punk- 
ten (Q  <:  mn  —  2d — p)  beliebig  annimmt,  so  wird  im  allgemeinen  zu 
ihr  eine  oo^'-Schar  von  Gruppen  G  („eine  Gruppe  G^"")")  gehören 
(r  =  mn  —  2d  —  Q — p),  weil  durch  F  und  die  Doppelpunkte  noch,  ver- 
möge f  =  0,  CO""  Curven  <li  gehen.  —  Im  Falle  der  Specialgruppen  G 
nun  hat  die  Gruppe  F  die  Eigenschaft,  dass  durch  F  und  die  Doppel- 
punkte von  f  mehr  Curven  <!j  der  mten  Ordnung  gehen,  als  die  ein- 
fache Abzahlung  liefert;  und  die  Aufsuchung  solcher  „ausgezeichneten" 
Basisgruppen  F  (s.  auch  Abschu.  X,  Nr.  12)  ist  ein  algebraisches  Problem, 
angreifbar  nach  Art  der  in  §  61  von  Clebsch-Gordan 's  AbeFschen 
Functionen   für   den   Fall  m  =  n  —  3  angeführten. 
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Nach  der  Forderung  sollen  von  den  s  Gleichungen  der  Art 

h=l 

(j  =  l,2,  ...,s), 

eine  gegebene  Anzahl  i  eine  lineare  Folge  der  übrigen  sein,  was  auf 
das  Verschwinden  aller  Determinanten  einer  gewissen  Ordnung  aus  der 
Matrix  der  Ternärformen  '^i,(x(J-^)  führt.  Die  Aufgabe  nun,  die  Zahl  der 
Lösungssysteme  eines  solchen  Gleichungssystems  zu  finden,  erfordert  Eli- 
minationsbetrachtungen, welchen  durch  die  Salmon 'sehen  Matricesunter- 
suchungen  nur  teilweise  vorgearbeitet  war;  sie  sind  von  Brill  in  Note  (5) 
zunächst  für  p  =  0  und  später  in  (G) ,  Hand  in  Hand  mit  den  algebrai- 
schen Correspondenzuntersuchungen  für  Curven  von  beliebigem  Geschlecht, 
entwickelt  worden,  mit  explicitem  Beweis  damals  freilich  nur  für  kleinere 
Werte  von  i. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Specialgruppen  mit  den  Correspon- 
denzuntersuchungen wird  später  im  Zusammenhange  berichtet  werden 
(Ref.  X).  Es  handelt  sich  dabei  wesentlich  um  besondere  Schnittpunkte 
mit  Curven  aus  einer  gegebenen  Schar  ^^.  Eine  bei  diesem  Anlass 
von  Brill  1870  in  die  Theorie  der  Curven  eingeführte  Auffassung  ist  hier 
zu  erwähnen,  weil  sie  später  von  den  Geometern  systematisch  verwen- 
det wurde.  Die  Lösungen  der  für  die  Schar  6^  aufgestellten  Probleme 
sind  unabhängig  von  den  linearen  Substitutionen,  welchen  man  die  Con- 
stituenten  tj;^,  ...,  t^,.  der  Schar  <];,„  unterwerfen  kann;  man  nehme  (s. 
auch  Abschn.  X,  Nr.  14)  nun  die  '}j(x):  ...:  ^k.(^)  als  homogene  Coor- 
dinaten  y^:  ...:  y^  eines  Raumes  [k  —  1]  von  k  —  1  Dimensionen,  so 
liefert  die  Transformation 

y,  :  .  ..:  y^  ='{^,(x):  ...:  '];k(x) 
eine  der  ebenen  Curve  f(x)  =  0  im  allgemeinen  1-1 -deutig  ent- 
sprechende Raumcurve  in  [k  —  IJ,  für  welche  das  Problem  als  ein  pro- 
jectives,  und  zwar  als  ein  bloss  auf  ebene  Räume  und  ihre  Schnitte  be- 
zügliches, auftritt.  Dieser  begrifflich  einfache  Zusammenhang  wird  bei 
Brill  (1) — (4)  mit  einem  allgemeinen  Reciprocitätssatze  für  Matrices  in 
Verbindung  gebracht  und  zu  Abzahlungen  vervi-ertet;  bei  Brill-Noether 
wird  diese  Auffassung  als  ganz  selbstverständlich  vorausgesetzt  (s.  auch 
oben  Nr.  39). 

52.  Wenn  eine  ausgezeichnete  Gruppe  F  gegeben  vorliegt  (s.  Nr.  51),   Algebrai- 

sche Fra- 
so  haben,  wie  oben  erwähnt,  die  zugehörigen  Gruppen  G  die  Eigenschaft,  dass      geu. 

weniger  als  p  Punkte  einer  solchen  Gruppe  durch  die  übrigen  bestimmt 
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sind :  d.  h.  auch  die  Punkte  einer  zugehörigen  Gruppe  G  sind  nicht  will- 
kürlich auf  f  =  0  anzunehmen,  sondern  durch  gewisse  Bedingungen  ver- 
knüpft, die  nach  Rienaann  („Verschwinden  der  Thetafunctionen",  oder 
Rieniann-Roch'scher  Satz  über  die  Constantenzahl  der  algebraischen 
Functionen,  s.  IV,  D)  darin  bestehen,  dass  eine,  bezw.  mehrere.  Formen 
o  für  die  Gruppe  verschwinden.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich 
diese  Thatsache  nicht  algebraisch  nachweisen  lässt.  Es  entsteht  weiter 
die  Aufgabe,  auf  algebraischem  Wege  zu  erkennen,  dass  sich  hierbei  die 
aus  jenen  Formen  ^|ih  gebildeten  Quotienten  durch  solche  aus  Formen  (p 
ersetzen  lassen,  ohne  die  Gruppen  G  zu  ändern.  Aber  auch  umgekehrt, 
wenn  man  solche  Quotienten  9'/?"  ^^^t'  ^^^®  ^^  einer  Specialgruppe  G  un- 
endlich werden,  so  fragt  es  sich,  ob  es  nicht  noch  andere  Formen  ^^  giebt, 
durch  deren  Quotienten  <L'/^"  J^i^e  ^'/'f"  ersetzt  werden  können,  d.  h. 
Avie  weit  ohne  Aenderung  der  G  die  Ordnung  m  der  '^h  und  ihre  Basis- 
gruppen r  noch  abänderungsfähig  sind,  und  welches  die  allgemeinsten 
Scharen   der  Art  ^1,  sind. 

Indem  man  diese  Fragestellungen  verallgemeinerte,  ergab  sich  zum 
ersten  Male  die  Forderung,  alle  jene  Schnittpunktsätze,  welche  bisher, 
besonders  bei  Clebscb-Gor dan,  nur  mit  Hülfe  des  Abel'schen  Theo- 
rems, also  unter  Gebrauch  der  Integralsummen  und  der  sie  begleitenden 
unvollständig  beA\aesenen  Folgerungen,  ausgesprochen  und  angewendet 
w^orden  Avaren ,  algebraisch  zu  formuliren  und  zu  beweisen ,  und  zwar 
in  einer  alle  Gruppen  von  f  ^  0,  auch  die  Specialgruppen,  umfassenden 
Weise  und  in  einer  für  Curven  f=0  von  jeder  beliebigen  Art  gültigen 
Form.  Aus  dieser  Forderung  entstand  der  „Restsatz"  von  Brill-Noether 
und  die  Untersuchung  (2)  von  Noether,  durch  die  jener  Satz  streng 
bewiesen  werden  konnte. 
Der  Funda-  53.     Wenn  es  sich  nur  um  Schnittpunktsätze  bezüglich  einer  Curve 

■  f  =  0,  die  keine  mehrfachen  Punkte  hat,  gehandelt  hätte,  so  wäre  die 
Beantwortung  jener  Frage  mit  den  bisherigen  geometrischen  Mitteln  vor- 
auszusehen, wenn  auch  nicht  zu  beweisen  gewesen.  In  der  That  ist 
z.  B.  der  Ersatz  des  Quotienten  9'/?"'  ^^  ?"  ^^®  Curve  f  in  der  Gruppe 
G  (und  weiteren  mit  cp'  gemeinsamen  Basispunkten)  trifft,  durch  den 
Quotienten  'V/'V'  identisch  mit  der  Aufstellung  einer  Gleichung 

-V'o' =  .ycp"-H-Af, 
bei  gegebenen  (p',c?">^5  d.h.  es  soll  6"  so  bestimmt  worden,  dass  t];'''cp' 
durch   den   vollständigen   Schnitt   von   cp"   mit  f    geht;    wenn    nun    alle 
Schnittpunkte  von  cp"  mit  f  einfache   sind,   so   wird,   nach   einer  in  der 
Geometrie    oft  benutzten  Annahme,   von  '1"   nichts   weiter  verlangt,    als 
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durch  G  zu  gehen.  Auf  diese  Weise  ist  denn  auch  von  Sylvester  für 
eine  gewöhnliche  Curve  dritter  Ordnung,  f  =  0,  eine  Schnittpunkttheorie 
entwickelt  worden,  die  in  Sahnon's  Higher  plane  cnrves,  second  edit., 
unter  dem  Namen  „theory  of  residuation",  gleichzeitig  mit  der  Note  von 
Brill-Noether  in  den  Göttinger  Nachrichten  veröffentlicht  wurde. 

Aber  die  Geometrie  hatte  bis  dahin  die  von  einer  Form  F  zu  erfüllenden 
Bedingungen,  wenn  eine  Gleichung  F  =  Bcp-|-Af  besteht,  wo  f  und  cp  ge- 
geben sind,  auf  blosse  Constantenzählung  gestützt,  so  dass  die  Richtigkeit 
in  speciellen  Fällen  zweifelhaft  blieb.  Erst  18G9  wurde  von  Noether  (1) 
ein  von  Abzahlungen  absehender,  auf  Elimination  beruhender  und  für 
einfache  Schnittpunkte  strenger  Beweis  erbracht,  während  der  Fall  viel- 
facher Schnittpunkte  in  diesem  Beweise  noch  nicht  genügend  erledigt 
war.  Einen  auf  demselben  Gedankengange  beruhenden,  alle  möglichen 
Fälle  erledigenden  Beweis  hat  derselbe  in  (2)  gegeben. 

In  (1)  handelte  es  sich  darum,  die  in  §  14  der  AbeTschen  Func- 
tionen von  Clebsch-Gordan  enthaltene  Ueberführung  von  fntegranden 
erster  Gattung  in  eben  solche  bei  1-1 -deutiger  Transformation  strenger  zu 
machen;  der  Beweis  war  angeregt  worden  durch  eine  Stelle  dieses  Werkes, 
Seite  7,  die  sich  auf  die  Reduction  der  Integranden  bezieht.  Will  man, 
bei  gegebenen  ternären  Formen  cp(Xj,  x.,,  x.J,  f(Xj,  x.,,  x^),  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  für  eine  Form  F(X|,  x.,,  x^) 
erkennen,  welche  einer  Gleichung  genügt: 

1)  F  =  Af+B9, 

Avo  A,  B  ebenfalls  ganze  Formen  in  x^,x^,x^  sein  sollen,  so  wird  man 
dieses  Problem  zunächst  dadurch  auf  ein  binäres  zurückführen  können, 
dass  man  die  durch  Elimination  von  x^  entstehende  Resultante  R(x._j ,  x^) 
aus  f  und  cp,  für  die  bekanntlich: 

2)  R  =  Cf-hD9 

ist,  aufstellt  und  R  statt  (p  in  die  zu  suchende  Identität  einführt.  Hier 
sind  C  und  D  ganze  Functionen,  und  ist  nur  angenommen,  dass  R  nicht 
=  0,  d.  h.  dass  f  und  cp  keinen  Factor  gemeinsam  haben,  und  weiter  — 
damit  R  =r  0  sich  auf  alle  Schnittpunkte  von  f^O,  cp  =  0  beziehe  — 
dass  x^  =  Xj  =  0  kein  Schnittpunkt  von  f  =  0,  cp  =  0  sei,  die  letztere 
Annahme  nur  für  den  Gang  des  Beweises,  nicht  für  den  Satz.  Dies  ist 
ja  im  Princip  der  Weg,  auf  dem  sowohl  Abel,  als  Clebsch-Gordan 
und  Weierstrass  den  Factor  F/cp  im  Integranden  reduciren.  Man 
hat  also  nur  die  Bedingungen  für  F  zu  suchen,  damit  eine  Gleichung  der 
Art  bestehe: 
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3)  FD  =  A^f+BR, 

wo  auch  Aj   eine  ganze  Form  ist. 

Für  die  letztere  Identität  ergehen  sich  nun  offenhar  getrennte  Be- 
dingungen, die  sich  je  auf  die  einzelnen  Factoren  von  R  beziehen;  und 
daraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Bedingungen  für  F  nur  solche 
sein  können,  die  sich  je  auf  die  einzelnen  Schnittstellen  von 
f^O.  cp  =  0  beziehen. 

In  der  Ausführung  des  Beweises  wird  erst  FD  durch  Teilung  mit  der 
Form  f.  die  in  x^  auf  die  nte  Potenz  ansteigen  möge,  auf  die  (n  —  l)te 
Potenz  in  x^  erniedrigt,  dann  werden  die  Bedingungen  aufgestellt, 
dass  dieser  Rest  Glied  für  Glied  durch  R  teilbar  sei.  —  Das  Resultat 
lässt  sich  so  aussprechen:  Für  die  obige  Identität  ist  die  für  eine  Schnitt- 
stelle von  f  =  0,  cp  =  0  zu  erfüllende  und  hinreichende  Bedingung  die, 
dass  die  Glieder  von  F  nur  mit  den  Gliedern  einer  Entwick- 
lung A'f+B'cp  —  wo  A',  B'  irgend  welche  ganze  Formen  von 
endlicher  oder  unbegrenzt  hoher  Dimension  —  bis  zu  gege- 
bener, genügend  hoher  Dimension  hin  übereinzustimmen 
brauchen.  Ist  z.  B.  die  Stelle  für  f  i-fach,  für  o  k-fach,  mit  nur 
ik-facher  Multiplicität  im  Schnittsystem  (d.  h.  hat  R  den  bezüglichen  Factor 
nur  i k-fach,  der  sogenannte  „einfache  Fall'-),  so  genügt  der  Vergleich 
bis  zur  Dimension  i-+-k  —  2  incl.  Hat  insbesondere  F  daselbst  einen 
(i-f-k — l)-faclien  Punkt,  so  sind  die  hier  auftretenden  Bedingungen 
auf  besondere  Weise,  nämlich  identisch,  erfüllt.  Von  diesem  letzteren 
Falle  wird  bei  Brill-Noether  Gebrauch  gemacht. 

Ueber  den  Sinn  des  Satzes  ist  noch  eine  Bemerkung  zu  machen. 
Nach  dem  auf  homogene  Formen  F,  f,  cp,  von  den  Dimensionen  r,  n,  m, 
bezüglichen  Beweise  wird  in  der  Identität 

1)  F  =  AfH-Bcp 

die  Form  A  von  der  Dimension  r — n,  B  von  der  Dimension  r — m.  Geht  man 
statt  von  Formen  von  nicht-homogenen  ganzen  Functionen  in  s,  z  aus, 
wo  s  =  Xj/x3,  z  =  -s.^/x^,  und  macht  man  über  etwaige  im  Unendlichen 
(auf  Xj  =  0)  gelegene  Schnittpunkte  von  f  (s,  z)  =  0,  cp(s,  z)  =  0  keine 
Annahmen,  so  ergiebt  sich  bei  Erfüllung  der  erwähnten  Bedingungen  in 
den  endlichen  Schnittstellen  von  f^O,  cp  =  0  für  F(s,  z)  ebenfalls 
eine  Identität: 

1')  F  =  A^f+B/^, 

wo  aber  die  Grade  von  Aj,  B^  nun  nicht  bestimmt  sind.  Die  Gleichung 
1')  sagt  also  nicht  voll  das  aus,  was  1)  ausspricht,  und  ist  in  dieser 
Form  für  die  geometrisch-algebraischen  Schnittpunktsätze  noch  unbrauch- 
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bar.  Die  auf  1')  führende  Frage:  „Unter  welchen  Bedingungen  für  F 
ist  F/9  mit  Hülfe  von  f  (s,  z)  =  ü  in  die  Gestalt  einer  rationalen  ganzen 
Function  von  s,  z  transformirbar?",  die  sich  dahin  erledigt,  dass  an  jeder 
einzelnen  endlichen  Stelle  von  f=0,  wo  cp  verschwindet,  F/cp  sich  wie 
eine  rationale  ganze,  also  nicht- adjungirte  Function  von  s,  z  verhalten 
muss,  —  diese  Frage,  wenn  sie  sich  auch  nur  teilweise  mit  der  auf  1) 
führenden  Frage  deckt,  ist  fiinctionentheoretisch  deshalb  berechtigt,  weil 
ihre  Beantwortung  den  Unterschied  zwischen  einer  rationalen  ganzen 
Function  von  s,  z  und  einer  „algebraisch-ganzen  Function  von  z"  (wenn 
s  selbst  eine  solche,  d.  h. '  Wurzel  einer  Gleichung  ist,  deren  Coefficien- 
ten  ganze  Functionen  von  z  sind,  und  deren  höchstes  Glied  den  Coeffi- 
cienten  1  hat)  kennen  lehrt  —  eine  Unterscheidung,  auf  welcher  die  alge- 
braische Theorie  von  Kronecker  (s.  Rf.  VI,  Nr.  3,  4),  die  frühere  von 
Weierstrass  (s.  VI,  Nr.  5  und  VII,  Nr.  4,  5),  die  von  Dedekind- We- 
ber und  von  Ken  sei  beruhen.  —  Ist  übrigens  die  auf  1')  führende 
Frage  erledigt,  so  ist  der  Uebergang  zu  1)  einfach.  In  der  That  er- 
giebt  sich  aus   1'): 

x^F(x, ,  x^,  X3)  =  A.Xx^,  x^„  X3)  f(x„  x^,  x3)+B.Xx^,  X,,  X3)cp(x,,  x^„  x^). 
In  dem  Falle  nun,  dass  keine  gemeinsamen  Schnittpunkte  für  x  =0 
existiren,  erkennt  man,  dass  für  k>>0  B.^  von  der  Form  BgX^+Lf  sein 
muss,  und  hieraus,  dass  jene  Gleichung  sich  auf  eine  solche  von  der  Form 

x^-iF  =  A3f+B39 
reducirt,  u.  s.  w. 

54.  Wir  wollen   gleich   hier  die  weitere  Litteratur  über  den  Satz   weitere 
besprechen.      Halphen   modificirt   in   einer  Note    „Sur   une   proposition  "llberdea 
d'Algebre",  Bull.  Soc.  Math,  de  France,  Bd.  V,  1877,  den  Beweis  dadurch,  """"frr 
dass  er  an  Stelle  der  Resultante  R  ein  System  von  anderen  Geraden  durch 

die  Schnittpunkte  von  f  =  0,  9  =  0  setzt;  aber  ausserdem  wird  voraus- 
gesetzt, dass  der  Beweis  für  einfache  getrennte  Schnittpunkte  von  f  =  0, 
rp  =  0  erbracht  sei,  und  die  höheren  Fälle  werden  durch  Vermittlung  eines 
unübersichtlichen  Grenzübergangs  behandelt,  wobei  die  bei  einem  grund- 
legenden Satze  wünschenswerte  Strenge  nicht  gewahrt  bleibt.  Voss, 
„Ueber  einen  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen«, Math.  Ann.  27,  1886,  erledigt  den  oben  (Nr.  53)  sogenannten 
„einfachen  Fall«  dadurch,  dass  er  in  dem  Product  F.R,  das  nach  der 
Eliminationstheorie  durch  Ränderung  der  Determinante  R  in  die  Form 
Jf+Kcp  gebracht  werden  kann,  bei  Erfüllung  der  Bedingungen  bis  zur 
Dimension  i-f-k— 2  hin  den  zu  der  Stelle  gehörigen  ik-fachen  Factor 
von  R  aus  J   und  K   direct  heraushebt.     Das  von  Voss  für  den  allge- 
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meinsten  Fall  angeführte  Kriterium  verlangt  zunächst  zu  viele  Bedingungen 
für  F;    indessen  zeigt  Noether  in  Math.  Ann.  30  („Ueber  den  Funda- 
mentalsatz  der  algebraischen  Functionen",    1887),   dass   dieser  Fall  ver- 
möge der  Gleichung  3)  (Nr.  53)  unmittelbar  auf  den  „einfachen"  Fall  zu- 
rückkommt.    Bertini  hat  („Zum  Fundamentalsatz   aus  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen",   Math.  Ann.  34,    1889)   den   Ausspruch   des 
Satzes  für  den  allgemeinsten  Fall  mit  Hülfe  jenes  Voss-Noether'schen 
Beweisganges  dadurch  wesentlich  vervollständigt,    dass  er  für  die  früher 
noch    unbestimmt    gelassene    Dimension,    bis    zu   welcher  hin  man   den 
Vergleich   der   Glieder   von  F   mit   denen   einer   Entwicklung   A'f-j-B'cp 
vorzunehmen  hat,  die  Zahl  a'  =  (a — ik)-|-(i4-k — 2)  angiebt,  wenn  die 
Stelle  i-fach  für  f,   k-fach  für  cp  ist,   mit  zugehörigem  a-fachem  Factor 
für  R.     Er  weist  ausserdem  darauf  hin,    dass  hierdurch  der  Ausspruch 
und  Beweis  des  Satzes  in  rein  algebraischer  Form  erscheint,  und  hat 
von  diesem  Gesichtspunkte    aus   die  Theorie    nochmals   zusammenfassend 
dargestellt  („Rappresentazione  di  una  forma  ternaria  per  combinazione  li- 
neare di  due  altre",  Rendiconti  del  R.  Ist.  Lomb.  Ser.  2,  Vol.  24,  1891). 
Dass  jene   mit  der  Existenz   einer   oberen  Grenze  a'   verbundene  Eigen- 
schaft auch  aus  dem  Beweise  von  Noether  in  Math.  Ann.  Bd.  6  abgelesen 
werden  kann,  zeigt  dieser  in  Math.  Ann.  40  (1891)  durch  eine  nochmalige, 
mehr  geometrische  Darlegung   dieses  Beweises.     Das  Festhalten   an   dem 
rein  algebraischen  Bev/eise  hat  insofern  Bedeutung,  als  der  Satz  den  rein 
algebraischen  Theorien  von   Brill-Noether  zur  Grundlage    dienen  soll. 
Ueber  diesen  Zweck  hinaus  geht  der  functionentheoretische  Beweis,  wel- 
chen Stickelberger   in   den  Math.  Ann.  30    („Ueber   einen    Satz    des 
Herrn  Noether",  1887)  mitteilt:  Er  setzt  die  Entwicklung  von  F  in  der 
Form  A"fH-B"cp  voraus,  indem  er  die  Ausdrücke  A",  B"   als  in   der 
Umgebung  der  betrachteten  Stelle  convergente  Potenzreihen  der  beiden 
Variabein  annimmt,    und  benutzt  den  Weierstrass 'sehen  Satz  über  die 
Zerlegung,   bezw.   Umformung,   solcher  Reihen   von  mehreren  Variabein 
(Weierstrass,  Abhandl.  aus  der  Funct.theor.,  Seite  107 ff. ;  s.  auch  Rf. 
VI,  Nr.  7,  VII,  Nr.  2).  Diese  Forderung  geht  also  weiter,  als  die  von  Noether 
gestellte;  aber  in  Band  39  der  Math.  Ann.  zeigt  Brill  („Ueber  Functionen 
von   zwei  Veränderlichen  und  einen  Satz  des  Herrn  Noether",    1891), 
ebenfalls  im  Anschluss  an  jenen  Weierstrass 'sehen  Satz,  dass  die  For- 
derung, identisch  genügende  convergente  Reihen  A",  B"  zu  finden,  immer 
erfüllt  werden   kann,    sobald  Polynome   der  früher  genannten  Art  A',  B' 
existiren,    welche   die  Gleichung  nicht  völlig,    sondern  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Gliede  hin  befriedigen.    In  einem  Zusätze  zu  dieser  Note  leitet 
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endlich  Baker  (Math.  Ann.  42,  1893)  für  die  daselbst  nicht  näher  un- 
tersuchte obere  Grenze  hinsichtlich  der  Gliedervergleichung  die  Bertini' 
sehe  Zahl  o!  ab. 

55.     Die   durch   den   Satz    von  Nr.  53   gewonnene   feste  Grundlage  ^^^  R^^'r 
benutzen  nun  Brill-Xoether  zunächst  dazu,  um  für  eine  Grundcurve  f,  ä'djun^rten 
die  nur  gewöhnliche  vielfache  Punkte  (mit  getrennten  Elementen)  hat  und  Von'sXr. 
als  irreductibel  angenommen  ist,  die  Riemann'schen  Sätze    mit  rein  al- 
gebraischen Mitteln  zu  erfassen  und  wiederzugeben.     Die  Form,  in  wel- 
cher sie  jenen  Satz  für  den  Restsatz  (in  der  ursprünglichen  Note  noch 
„Aequivalenzsatz"  genannt)  verwenden,   ist  die  folgende:    Sei  y\l^^  eine 
rationale  Function  nullter  Dimension  von  x^,  x^,  X3,  die  in  den  Punkten 
a^,  ...,  ag  (oder  einigen  dieser  Punkte)   von   f (Xj ,  x^ ,  X3)  =  0    zu  00' 
wird;    und   sei  Xo  irgend    eine   zu   f  „adjungirte«  ganze  rationale  Func- 
tion von  X,,  X,,  X3    (d.  h.  /o  =  0  habe  die  i-fachen  Punkte   von  f=0 
zu  (i—l)-fachen  Punkten),  welche  weiter  für  die  Punkte  aj,...,aQ  ver- 
schwinde,   so   kann,    nach    der  in  Nr.  53    erwähnten  speciellen  Art  der 
Erfüllung  des  Fundamentalsatzes,  ('j;/'];J/,  vermöge  f=0  in  eine  ratio- 
nale ganze  Form  -/  in  x^,  x.,  X3 ,  vom  Grade  von  y^  und  zu  f  adjungirt, 
verwandelt  werden;  d.  h.  6/-^^  ist  durch  den  Quotienten  ///^  zweier  ad- 
jungirten Curven   von    gegebener   Ordnung    ersetzbar.     Die    volle  Glei- 
chung des  Eestsatzes  lautet  dann: 

Xo'!'  — Z'^o  =  Af, 
oder    der    von    den    Parametern    von    6    und    \    abhängige    Teü    des 
Schnittes    von    ci,_X6^  =  0    mit    f=0    ist    ersetzt    durch    den    von 

Zur  Darstellung  der  Function  6/^^  in  der  Form  yjy^^^  d.  h.  zur  Auf- 
stellung der  neuen  Curvenschar  y—X^^^o,  ist  also  'hierbei  zunächst 
nur  die  eine  Gruppe  (a^,  ...,  a^)  benutzt;  die  y  sind  unter  den  zu  f  ad- 
jungirten Curven  der  (von  einer  gewissen  Grenze  an  aufwärts)  willkür- 
lichen Ordnung  s  von  y^  enthalten,  welche  durch  den  Restschnitt  von 
Xo  mit  f  gehen.  Ist  -^  nicht  weiter  specialisirt,  als  durch  die  Annahme, 
dass  (];/(].„  höchstens  in  (a^,  ...,  Rq)  zu  oo^  werde,  so  ist  hiernach  der 
Schnitt  der  -^  mit  f  immer  durch  den  der  y  (von  genügend  hoher  Ordnung) 
ersetzbar.  Die  letzteren  hängen  also  ebenso  wie  ihr  Schnitt  mit  f  aus- 
schliesslich von  der  einen  Gruppe  (a,,  ...,  ag)  auf  f  ab:  der  Schnitt 
von  f=0  mit  einer  Schar  von  adjungirten  Curven  gleicher 
Ordnung  bildet  eine  Vollschar  (von  Brill-Noether  „ganze  Schar« 
genannt)  von  Gruppen  auf  f,  welche  durch  irgend  eine  ihrer 
Gruppen  schon  vollständig  bestimmt  ist. 

23* 
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Dies  ist  der  Satz,  welcher  an  die  Stelle  der  Riemann'schen  Be- 
stimmung der  allgemeinsten  durch  ihre  Unendlichkeitspunkte 
gegebenen  algebraischen  Function  tritt.  Aber  es  ist  damit  nicht 
nur  die  Grundaufgabe  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  gelöst; 
es  darf  aucli,  Clebsch  und  Clebsch-Gordan  gegenüber,  als  ein  Fort- 
schritt bezeichnet  werden,  wenn  über  die  am  Projectiven  hangenden 
Operationen  mit  den  Schnittcurven  gegebener  Ordnung  hinausge- 
gangen wird  bis  zu  dem  Begriffe  der  Punktgruppen  von  f,  d.  h.  zu 
einer  Geometrie  von  Punkten  auf  der  Grundcurve  f,  deren  ge- 
genseitige Beziehungen  bei  ein-eindeutiger  Transformation 
von  f  sich  nicht  mehr  ändern  („invariant"  sind). 
ii^l^^riTute  ^*^-     ^^  ^^^'  "^^^^  erwcist  sich  vermöge  des  Restsatzes  zunächst  die 

^'au^deV*  Ordnung  der  ^  als  unwesentlich;  sodann  ist  die  das  Projective  charakte- 
Punkt  risirende  Auszeichnung  der  nicht  durch  die  Doppelpunkte  von  f=0  ge- 
TeS'  li6nden  Curvenscharen,  wie  z.B.  der  Geraden  der  FAiene,  überwunden.  Denn 
der  Satz  ersetzt  für  f=0  eine  solche  nicht-adjungirte  Schar  <];  durch  einen 
Teil  einer  linearen  Schar  von  adjungirten  Curven  y^,  welche  eine  Anzahl 
von  festen  Punkten  von  f  gemeinsam  haben,  aber  durch  einen  Teil  mit 
noch  linear  eingehenden  Parametern,  also  durch  eine  „lineare  Teil  schar''  der 
„Vollschar"  der  j(.  Ebenso  würde  sich  irgend  eine  specielle  Bedingung 
zwischen  den  Parametern  der  d»  auf  Parameter  der  ^  übertragen.  Von 
der  Vollschar  der  y  aus  aber  gehen  alle  Begriffe  über  auf  die  Vollschar 
der  auf  f  von  den  y  ausgeschnittenen  Gruppen  von  je  Q  Punkten,  ausser 
den  unwesentlichen  Basispunkten,  und  dieser  Punktgruppenbegriff 
wird  nun  auf  alle  seine  invarianten  Merkmale  hin  ausgebildet:  Bestim- 
mung der  Vollschar  durch  irgend  eine  ihrer  Gruppen  (wie  a^,  ...,  &q), 
d.  h.  Corresidualität  oder  Aequivalenz  (nach  dem  neueren  Ausdruck) 
dieser  Gruppen;  linearer  Cliarakter  der  Vollschar;  Mannigfaltigkeitszahl 
der  Schar;  Anzahl  der  Punkte  in  jeder  Gruppe;  Grad  der  Willkürlich- 
keit in  den  Punkten  der  die  Schar  bestimmenden  Gruppe;  Parameter- 
relationen für  Teilscharen,  etc.  Zwar  wird  bei  Brill-Noether  von 
den  zur  ebenen  Curve  f=0  adjungirten  Curven  als  Durchgangspunkt 
Gebrauch  gemacht;  aber  nur,  um  zur  "Wiedergabe  des  invarianten  Begriffs 
der  allgemeinsten  zur  Klasse  gehörigen  algebraischen  Function  zu  gelangen, 
und  von  hier  aus  zu  den  invarianten  Merkmalen  der  Punktgruppen, 
welche  nun  für  sich  den  Ausgangspunkt  der  weiteren  Festlegungen,  wie 
Aufstellung  der  Zahl  p,  Definition  der  Specialgruppen  etc.,  bilden. 

Auch   Riemann    gegenüber    lässt    sich   Neues    in    diesen   Betrach- 
tungen  nachweisen.     Bei  Riemann  findet  sich  im  einzelnen  der  Begriff 
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der  Invarianz  der  zu  f=0  gehörigen  algebraischen  Functionen,  we- 
nigstens was  die  Merkmale  der  Punktgruppen  anbelangt,  nicht  durch- 
gebildet, sicher  nicht  in  der  Weise,  dass  die  Theorie  auch  für  die  Geo- 
metrie unmittelbar  verwendbar  wäre.  Ferner  wird  bei  Brill-Nocther 
ein  Begriff  entwickelt,  der  bei  Riemann  explicit  überhaupt  nicht  vor- 
kommt, der  aber  für  die  algebraischen  Beweise  und  Anwendungen 
weseötlich  ist:  die  Einführung  von  festen  Punkten  in  die  Gruppen- 
scharen. Eine  Gruppe  der  Schar  wird  im  allgemeinen  teilweise  aus 
beweglichen,  d.  h.  von  den  Parametern  der  Schar  abhängenden  Punkten, 
und  teilweise  aus  festen,  d.  h.  in  allen  Gruppen  der  Schar  vorkom- 
menden, Punkten  bestehen;  und  zwar  kann  dies  letztere  auch  bei  einer 
durch  eine  Gruppe  a^,  .  .  .,  Zq  gegebenen,  Voll  schar  eintreten.  Dies 
entspricht  dem  Vorkommnis,  dass  die  allgemeinste  algebraische  Function, 
welche  höchstens  in  a^,  .  .  .,  aq  zu  oc'  werden  soll,  nicht  notwendig 
in  allen  diesen  Punkten  wirklich  zu  co^  wird,  sondern  möglicherweise 
nur  in  einem  Teile  dieser  Gruppe;  die  übrigen  Punkte  bilden  dann  die 
festen  Punkte  der  ganzen  Gruppenschar  und  können,  obwohl  die  Func- 
tion in  ihnen  bestimmte  Werte  annimmt,  zu  jeder  Gruppe  der  Schar, 
in  welcher  die  Function  irgend  einen  gegebenen  Wert  X,  auch  X  =  oo, 
annehmen  soll,  hinzugenommen  werden. 

Es  soll  noch  gesagt  werden,  weshalb  die  algebraische  Theorie  von 
Brill  -  Noether  von  der  ebenen  Curve  f(Xj.  x.,,  x^)  =  0  ausgeht, 
welche  doch  die  algebraischen  Functionen  x,  :  x^  :  x^  vor  den  übrigen 
der  Klasse  auszeichnet.  Zunächst  weil  sie  das  Homogene,  den  Formen- 
begriff, und  damit  zugleich  den  Ausschluss  des  unnötigen  Metrischen 
zulässt  (was  übrigens  auch  F.  Klein  später  durch  die  Ersetzung  der 
eiuen  complexen  Variabein  z  durch  eine  binäre  erreicht);  sodann  weil 
jede  Klasse  auf  eine  Gleichung  f=0  führt,  und  umgekehrt  jede  solche 
irreductible  Gleichung  zur  Definition  einer  Klasse  von  algebraischen  Ge- 
bilden genügt.  Dies  letztere  wäre  nicht  der  Fall,  wenn  ein  System  von 
algebraischen  Gleichungen  zwischen  mehr  Variabein  zur  Definition  ge- 
nommen werden  sollte;  da  ja  ein  solches  System,  beliebig  herausge- 
griffen, ein  Gebilde  von  mehr  oder  weniger  als  einer  Dimension  definiren 
könnte.  Ferner  tritt  bei  der  Gleichung  f(Xj,  x.,,  X2)=  0  die  Auffassung 
aller  auftretenden  Ausdrücke  als  Functionen  einer  einzigen  ausgezeich- 
neten Function  der  Klasse  schon  in  den  Hintergrund.*)  Endlich  aber 
—  und  dies  ist  der  wichtigste  Grund  —  beherrscht  man  das  durch  eine 
einzige  Gleichung  gegebene  Gebilde  mittelst  des  „ Fundamentalsatzes ". 
*)  Vgl.  das  Citat  auf  Kronecker,  V,  Nr.  8  dieses  Referats. 
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Restsatz  und         57_     j)qy   Restsatz   ersetzt   die   früher    erwähnte    Verwendung    des 

Abel'sches 

Theorem.  Abel'schen  Theorems  vollständig,  oder  besser:  er  liefert  diejenigen 
geometrisctL- algebraischen  Beziehungen,  welche  noch  notwendig  waren, 
um  die  Umkehrung  dieses  Theorems  streng  zu  begründen;  macht  aber 
dann  das  Theorem  selbst  überflüssig,  indem  er  die  erforderlichen  Schnitt- 
punktsätze mitliefert.  Man  kann  die  Schlüsse  aus  dem  Restsatz  auch 
direct  in  die  Form  des  Abel'schen  Theorems  bringen,  indem  man"  eine 
symbolische  Addition  etc.  von  Punktgruppen  einführt  (s.  z.  B.  Clebsch- 
Lindemann,  erster  Band,  p.  808);  nur  sind  diese  additiven  Beziehungen 
nicht  rational -invariant,  so  wenig  wie  der  Begriff  des  „Restes"  einer 
Punktgrnppe.  Die  Idee  des  Restsatzes  ging,  wie  wir  beiläufig  bemerken 
wollen,  umgekehrt  aus  dieser  symbolischen  Auffassung  hervor. 

Auch  der  Ausdruck  des  Restsatzes  liesse  sich  formal  in  eine  dem 
Kronecker'schen  Standpunkte  näher  kommende  Fassung  bringen.  Man 
könnte,  statt  in  y^/j  —  y'!j^  =  Af  die  Form  f  gleich  0  zu  setzen,  also 
Punktgruppen  auf  dem  Gebilde  f  ^  0  zu  betrachten,  auch  nur  Congruenzen, 
mod.  f,  nehmen  und  würde  so  aus  dem  Bereiche  des  Rationalen  über- 
haupt nicht  hinausgehen.  Nur  wäre  hiermit  weder  der  Sinn  der  Theorie 
leichter  zu  fassen,  noch  wäre  die  Auffassung  für  die  geometrischen  An- 
wendungen passend.  Gegenüber  einer  Bemerkung  von  Dedekiud  und 
Weber  (Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Veränderlichen, 
J.  f.  M.  92,  Einleitung),  dass  „bei  den  bisherigen  Untersuchungen  über 
den  Gegenstand  gewisse  Grundsätze  über  die  Stetigkeit  und  Entwickelbar- 
keit  zugelassen  würden,  deren  Evidenz  sich  auf  geometrische  Anschauung 
verschiedener  Art  stützt",  möge  hier  noch  darauf  hingewiesen  werden  — 
was  aus  dem  Vorstehenden  sich  übrigens  von  selbst  ergiebt  — ,  dass 
auch  bei  Brill-Noether  nichts  weiter  als  die  Auflösbarkeit  einer  alge- 
braischen Gleichung  vorausgesetzt  ist;  insbesondere  werden  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  f  =  0  des  Gebildes  durchaus  als  festgegebene,  un- 
veränderliche Grössen  angesehen,  und  ebenso  wird  von  geometrischer  An- 
schauung an  keiner  Stelle  irgendwie  Gebrauch  gemacht. 

Invariante  5s_     -^^^ji-  besprechen  nun  den  Gang,  in  welchem  bei  Brill-Xoether 

Sätze,  For-  '^  ^' 

men  und  ^jg  Jlerkmale  der  Punktgruppen  erfasst  und  wiedergegeben  werden  (vgl. 
specieiier  ^^^.ü  Bertiui's  Arbeit.  Litt,  zu  V,  E): 

Rest-  (Re-  '  '      ^ 

ductions-),  Y.me  lineare  Vollschar  von  Gruppen  von  je  Q  Punkten,  von  der 


Special 


\^         rtiö    /\i»-\rrf\  I  na     l-li»n  r-ii"\Q     rloi'rino    /inf/^li     1^'''' 


gruppen-,  Mannigfaltigkeit  q  wird  durch   gQ  ,  die  einzelne  Gruppe  daraus  durch  G 

Roch'scher,-Jjg2eichnet. 
Reciproci- 

täts-satz.  j)jg  verschiedenen  Beweise  von  Brill-Xoether   bedienen  sich  alle 

Die  Zahl  p. 

eines  Schlussgliedes,  das  die  Unterscheidung  von  beweglichen  und  festen 
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Punkten  einer  Schar  betrifft,  das  aber  in  Math.  Ann.  VII  nicht  als  be- 
sonderer Satz  formulirt  ist.  Als  solcher  ist  es  bei  J.  Bacharach  (Ueber 
Schnittpunktsysteme  algebraischer  Curven,  Erlanger  Sitzungsber.  1879; 
Dissert.  1881  oder  Math.  Ann.  26)  und  bei  Dedekind-Wcber  (J.  f.  M. 
92,  1880)  ausgesprochen,  von  Noether  später  (Math.  Ann.  37,  p.  424) 
„Reductionssatz  für  algebraische  Functionen"  genannt  worden,  aber  besser 
als  „specieller  Restsatz  für  feste  Punkte"  zu  bezeichnen: 

„In  einer,  aus  einer  Gruppe  a^,...,HQ  abgeleiteten  Vollschar  g^ 
von  Gruppen  von  je  Q  Punkten  ist  der  Punkt  aq  ein  fester,  wenn  durch 
aj,...,aQ_i  eine  Gurve  cp  (eine  zu  fn  adjungirte  Curve  (n — 3)ter  Ord- 
nung) gelegt  werden  kann,  welche  nicht  durch  aq  hindurchgeht." 

Der  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  man  diese  o  mit 
einer  durch  aQ  gelegten  Geraden  verbindet  und  den  Restsatz  anwendet. 
—  Dieser  Satz  allein  schon  würde  den  Invariantencharakter  der  cp  zeigen. 
Eine  andere  Seite  der  Invarianz  zeigt  der  daraus  folgende  „Special- 
gruppensatz" (nach  der  Bezeichnung  von  Noether,  Raumcurven,  Abb. 
d.  Berl.  Akad.  1882  oder  J.  f.  M.  93),  der  in  seiner  ersten  Hälfte  so 
ausgesprochen  werden  kann: 

„Gehört  die  Gruppe  Gq  =  (a^,  . . .,  a^)  zu  einer  Schar  gQ  von  der 
Mannigfaltigkeit  q>0,  und  sind  a^,  ...,  a^  auf  f n  =  0  nicht  speciell  ge- 
wählt, so  ist  diese  Mannigfaltigkeit  q=Q  —  p,  wo  p  von  Q  unabhängig 
ist;  d.  h.  aus  Q  —  p  +  1  linear -unabhängigen  Gruppen  kann  man  die 
ganze  Schar  homogen-linear  zusammensetzen.  Diese  Grösse  p  ist  also  ihrer 
Definition  nach  invariant;  sie  wird  gleich  der  numerisch  zu  bestimmenden 
Zahl  i(n— l)(n  — 2)— :S|i(i  — 1)  und  ist  das  Geschlecht  von  f„." 

Die  Beziehung  zu  den  cp  zeigt  wieder  die  zweite  Hälfte  des  Spe- 
cialgruppensatzes : 

„Nur  wenn  die  Punkte  der  Gruppe  a,,...,aQ  durch  eine  Curve  cp 
verknüpft  sind,  d.  h.  nur  wenn  die  Gruppe  eine  sogenannte  Special- 
gruppe ist,  wird  die  Mannigfaltigkeit  q  der  Schar  gQ  >Q  —  p;  insbe- 
sondere tritt  dies  auch  immer  ein  für  Q<Cp." 

Gehen  dann  durch  die  Gruppe  aj,...,aQ  noch  r+1  =  p  linear- 
unabhängige  Curven  (p,  so  werden,  wenn  man  p  nicht  speciell  gelegene 
Punkte  b,,...,bu  zufügt,  in  der  aus  ap...,aQ,  b,,...,b„  zusammen- 
gesetzten Schar  die  Punkte  b,,...,bp  zu  festen;  und  aus  der  ersten 
Hälfte  des  Specialgruppensatzes  ergiebt  sich  nun  die  genaue  Constanten- 
zahl  für  solche  „Specialscharen"  im  „Riemann-Roch'schen  Satze": 

„Gehen  durch  Gq  =  (a,, .. .,  a^)  noch  r-f-l  =  p  linear -unabhän- 
gige Curven  cp,  so  wird  die  Mannigfaltigkeit  q  ^  (Q  —  p)+p-'' 
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Bei  Roch,  J.  f.  M.  64,  ist  dieser  Satz  mit  der  Beschränkung  auf 
Gruppen  von  je  Q  beweglichen  Punkten  zu  verstehen.  Die  von  Brill- 
Noether  gegebene  allgemeinere  Auffassung  erlaubt  nun  aber,  eine  Recipro- 
cität  zwischen  je  zwei  Vollscharen  von  Specialgruppen  auf  dem  Gebilde  f  zu 
entwickeln.  Zur  obigen  Schar  gQ^  gesellt  sich  nämlich,  indem  man  die 
weiteren  R  =  2p  —  2 — Q  Basispunkte  (ai,  ...,aR)  irgend  einer  die  gQ^ 
ausschneidenden  Schar  von  Curven  cp  ins  Auge  fasst,  eine  aus  (ai . . . ,  aß) 
hervorgehende  Specialschar  gR-*,  von  der  Mannigfaltigkeit  r  =  p — 1  und 
der  Art,  dass  durch  jede  Gruppe  dieser  Schar  noch  q+l  linear-unab- 
hängige Curven  cp  gehen.  Es  wirdQ-f-R  =  2p — 2,  Q  — R  =  2(q — r); 
also  q  =  r  —  (R — p) — 1.  Jede  Specialisirung  in  Bezug  auf  die  Zahl 
der  o,  die  über  die  früher  erwähnte  Annahme,  dass  die  Scharen  durcli 
Curven  cp  ausschneidbar  sind,  hinausgeht,  tritt  bei  beiden  Scharen  in 
gleicher  Weise  auf.  Diese  Zuordnung  („Reciprocitätssatz"  nach  Klein), 
welche  bei  Brill-Noether  in  den  Riemann-Roch'schen  Satz  einbe- 
zogen ist,  tritt  in  dem  Roch'schen  Gedankengange  überhaupt  noch  nicht 
auf,  wohl  aber  hat  Riemann  („Ueber  das  Verschwinden  der  Thetafunc- 
tionen",  J.  f.  M.  65)  zwei  specielle  Fälle  derselben  ausgesprochen  (s. 
IV  D,  Nr.  22). 

Auch  die  andere  Bedeutung  der  Zahl  p:  dass  es  genau  p  linear- 
unabhängige Curven  (p  giebt  (d.  h.  dass  im  Schnitt  von  cp  mit  f  durch 
p — 1  nicht  speciell  angenommene  Punkte  die  p— 1  übrigen  bestimmt  sind), 
ergiebt  sieb  aus  dem  Riemann-Roch'schen  Satz,  oder  aus  den  vorher- 
gehenden Sätzen,  wenn  man  zu  den  2  p  —  2  Punkten  einer  Schnittgruppe 
einen  weiteren  Punkt  hinzunimmt;  ebenso  die  Eigenschaft,  dass  die  cp 
nicht    alle  die  Curve  f  in  Gruppen  mit  einem  festen  Punkte  treffen.   — 

Es  sei  den  Referenten  gestattet,  an  dieser  Stelle  eine  aufklärende  Be- 
merkung in  eigener  Angelegenheit  einzuschalten.  Aus  dem  Vorstehenden 
geht  zur  Genüge  hervor,  dass  bei  Brill-Noether  der  Charakter  der  In- 
varianz der  Curvenschar  der  cp,  oder  die  absolute  Invarianz  der  Gesamt- 
heit der  Verhältnisse  der  Formen  cp,  insofern  diese  bei  beliebiger  rational- 
eindeutiger Transformation  des  Gebildes  sich  nur  linear  unter  einander 
vertauschen,  ausdrücklich  hervorgehoben  wird.  Aber  dieser  Gedanke  hat 
sich  bei  Brill-Noetber  auch  zuerst  entwickelt  (s.  deren  Arbeit  SS.  285, 
286),  wie  auch  von  ihnen  zuerst  der  Schluss  gezogen  wird  (S.  286), 
dass  eine  rational-eindeutige  Transformation  des  Gebildes  einer  linearen 
Transformation  der  cp  äquivalent  sei.  Wir  müssen  dies  betonen  gegen- 
über der  von  H.  Weber,  J.  f.  M.  88,  S.  84,  geäusserten  Meinung,  dass 
jene  Thatsache  von  Brill-Noether   zwar  zuerst  explicit  ausgesprochen 
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sei,  der  Gedanke  des  „covarianten  Charakters  der  (p"  ihm  aber  implicit 
schon  in  dem  Werke  von  Clebsch-Gordan  enthalten  scheine,  ziem- 
lich deutlich  z.  B.  in  §  15  [besser  wohl  in  der  Gleichung  cp.D/M  =  (p' 
(vermöge  f  =  0)  von  §  14].  Denn  weder  verbanden,  wie  wir  durch  per- 
sönliche Mitteilung  wissen,  die  Verfasser  jenes  Buches  bei  Erscheinen 
desselben  oder  später  irgend  einen  solchen  Gedanken  damit;  noch  hatten 
sie  Grund,  wenn  sich  ihnen  ein  solcher  aufgedrängt  hätte,  ihn  zu  unter- 
drücken. Uebrigens  ist  noch  in  Klein's  Programm  von  1872*),  das 
gerade  die  Betrachtung  der  invarianten  Eigenschaften  bei  verschiedenen 
Transformationsgruppen  zum  Gegenstande  hat,  nicht  einmal  eine  Andeu- 
tung jener  Eigenschaft  zu  finden,  indem  Klein  bei  der  rationalen  Gruppe 
als  invariante  Charaktere  nur  die  Zahl  p  und  die  Moduln  aufführt;  ebenso 
wenig  kommt  der  Gedanke  vor  Brill-Noether  bei  Noether  vor.  trotz 
dessen  eingehender  Beschäftigung  seil  1S69  gerade  mit  jener  Gleichung 
(Math.  Ann.  2).  Es  führte  eben  erst  die  ganze  im  Vorhergehenden  ge- 
schilderte Entwicklung  zu  jener  Auffassung  hin. 

59.  Die  in  unserer  Darstellung  der  Brill-No etherischen  Theorie  Ander- 
eingehaltene  Ordnung  der  Sätze  und  Beweise  ist  diejenige  der  Abband-  Fr/suDlen. 
lungen  von  Noether  über  „Raumcurven«,  J.  f.  M.  Bd.  9.3  und  Abb.  der 
Berl.  Akad.  1882,  und  über  „rationale  Operationen«,  Math.  Ann.  23;  sie 
ist  auch  in  die  Darstellung  von  Bertini  (s.  Vorrede  d.  Ref.)  übergegangen. 
In  Clebsch-Lindemann's  Geometrie,  Bd.  I,  welche  die  algebraischen 
Untersuchungen  reichhaltig  wiedergiebt,  findet  sich  diese  Theorie  mehr 
erläutert,  als  systematisch  entwickelt  (s.  die  citirte  Recension  in  Schlöm. 
Ztsch.  lit.  bist.  Abt.  1877).  Klein's  autographirte  Vorlesungen  über 
Riemann'sche  Flächen  und  Klein-Fricke,  Elliptische  Modulfunctiouen, 
Bd.  I,  Abschn.  III,  Cap.  2  (1890)  gehen  von  der  Riemann'schen  Auf- 
fassung aus  zu  der  von  Brill-Noether  über.  Auch  E.  Picard  (Traite 
d'Analyse,  Cap.  14  u.  15  des  Bd.  II,  1893)  giebt  die  algebraischen  Sätze, 
stützt  sich  aber  in  seinen  Beweisen  wesentlich  auf  die  Riemann'sche 
Theorie  und  das  AbeTsche  Theorem.  Den  daselbst  vermissten  Satz  be- 
züglich der  Transformation  auf  die  Clebsch-Gordan"sche  Normalcurve 
(p-f-l)ter  Ordnung,  dass  nämlich  die  durch  p  —  3  oder  p  —  2  nicht-speciell 
gelegene  Punkte  von  f  gehenden  Curven  9  keinen  Aveiteren  festen  Punkt 
auf  f  gemeinsam  haben  (den  hyperelliptischen  Fall  ausgenommen),  hat  für 
eben  diesen  Zweck  bereits  Noether,  Math.  Ann.   17,  S.  266,  angegeben. 

'')  Vergleichende   Betrachtungen   über  neuere   geometrische  Forschungen. 
Erlangen  1872. 
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E.  Study  hat  in  einer  Note  „Ein  Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen",  Ber.  der  Sachs.  Ges.  1890,  einige  Defini- 
tionen eingeführt,  welche  den  Riemann-Roch'schen  Satz  den  Betrach- 
tungen über  „ausgezeichnete"  Gruppen  (Nrn.  51,  61)  unterordnen  und  für 
diese  eine  Erweiterung  jenes  Satzes  besonders  auszusprechen  erlauben,  in- 
dem er  zugleich  den  Grenzfall,  wo  eine  Gruppe  aus  0  Punkten  besteht, 
und  die  Fälle  p  =  0,  1  heranzieht.  Die  eingeführten  Bezeichnungen  sind : 
1)  „die  Abhängigkeit  einer  Punktgruppe  G^  (von  M  Punkten)  in  Bezug  auf 
eine  lineare  Schar  g^  (von  Gruppen  von  je  R  Punkten)"  —  nämlich  der 
Unterschied  zwischen  M  und  der  Zahl  der  der  Schar  g^  durch  Gu  auf- 
erlegten linearen  Bedingungen,  wenn  sie  Gm  enthalten  soll.  In  dieser  Be- 
zeichnung lautet  der  Riemann-Roch'sche  Satz:  „die  Beweglichkeit  einer 
Punktgruppe  (d.  h.  die  Mannigfaltigkeit  der  ihr  corresidualen  oder  äquiva- 
lenten Schnitte)  ist  gleich  ihrer  Abhängigkeit  in  Bezug  auf  die  Vollschar 
der  ooP~^  Specialgruppen  r2p— 2  (ausgeschnitten  von  den  cp)".  2)  Ferner 
sei  Gjj  eine  Gruppe  aus  einer  Schar  g^,  r2p_2  eine  volle  Specialgruppe; 
dann  werden  zwei  Gruppen  Gq  und  Gq-,  welche,  zusammengenommen, 
der  Gruppe  Gji+r2p_2  äquivalent  sind  (Q+Q'  =  N-|-2p  —  2),  „in 
Bezug  auf  g^  reciproke  Punktgruppen"  genannt,  und  ebenso  die  beiden 
zu  Gq,  bezw.  Gq/,  gehörigen  Scharen  gQ,  bezw.  gQ-,  „in  Bezug  auf  g^  re- 
ciproke Scharen".  Der  Satz,  den  man  als  Erweiterung  des  Riemann- 
Roch'schen  Satzes  ansehen  kann,  spricht  sich  dann  in  der  abstracten 
Form  aus:  „Teilt  man  die  Punktgruppe  Gjj  irgendwie  in  zwei  Gruppen 
Gä  und  Ga',  so  ist  die  Anzahl  der  linear-unabhängigen  Gruppen  der 
Schar  gQ,  in  welchen  G^  vorkommt,  gleich  der  Anzahl  der  Punktgruppen 
von  gQ,  in  denen  G>;  (=GaH-Ga.)  vorkommt,  vermehrt  um  die  Abhän- 
gigkeit der  Restgruppe  G^-  in  Bezug  auf  die  zu  gQ  reciproke  Schar  gQ-." 

Der  ersteingeführte  Begriff  der  „Abhängigkeit"  wird  auch  in  den  Ar- 
beiten der  italienischen  Geometer  in  demselben  Sinne  viel  benutzt.  Es 
ist  natürlich  ein  Ausdruck  für  den  Grad  der  Auszeichnung  bei  denjenigen 
Gruppen,  welche  wir  „ausgezeichnete  gegenüber  einer  Schar"  (V,  Nr.  51, 
X,  Nr.  12)  genannt  haben. 

Weitere  QQ      j] j^    (jje   Ausbildung    der    mit    der    invarianten   Auf- 

Aufgaben.  ° 

fassung  der  algebraischen  Functionen  verbundenen  Begriffe 
und  Aufgaben  gruppirt  sich  nun  die  ganze  algebraische  "Weiter- 
entwicklung der  Theorie.  Man  muss  dabei  unterscheiden  zwischen 
der  Benutzung  invarianter  Begriffe  und  zwischen  deren  Wiedergabe  in 
algebraischer  Form.  Die  erstere  geht  überall  der  zweiten  voraus,  und 
von   dieser  letzteren,    insbesondere   wie   sie  in  Riemanu's  1876  pubü- 
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cirtem  Vorlesungsfragmente  (s.  V,  B)  vorkommt,  war  zur  Zeit  von  Brill- 
No  et  her 's  Abhandlung  noch  nichts  bekannt.  Indessen  kommen  die  in 
den  vorhergehenden  Nummern  besprochenen  Begriffe  selbst,  von  dem 
Charakter  der  cp  abgesehen,  schon  bei  Riemann,  AbeTsche  Functionen 
und  in  Weierstrass'  Vorlesungen  (s.  Referat,  VII.  Abschn.)  vor;  ebenso, 
wenn  auch  nur  in  ganz  speciellen  Formen,  die  folgenden  Begriffe: 

a)  die  Definition  von  ausgezeichneten  Functionen,  bezw.  Formen 
und  Curvenscharcn,  welche  dem  zu  Grunde  gelegten  algebraischen  Gebilde 
angehören ; 

b)  deren  Verwertung  zur  eindeutigen  Transformation  des  Gebildes 
in  Normalcurven,  in  Räumen  von  verschiedenen  Dimensionen; 

c)  die  diesen  verschiedenartigen  Normalcurven  entsprechenden  ver- 
schiedenen Definitionen  derjenigen  Constanten,  welche  absolute  Invarianten 
der  Klasse  sind  —  der  sogenannten  Moduln  der  Klasse. 

Es  handelte  sich  nun  ferner  1)  um  die  algebraische  Erfassung 
nnd  Feststellung  auch  dieser  Begriffe;  und  2)  um  die  Darstellung  des 
Gebildes  selbst  und  aller  zugehörigen  Functionen  und  Formen  in  in- 
varianter Gestalt.  Da  die  letztere  einer  späteren  Zeit  und  teilweise  an- 
deren Autoren  angehört,  so  w^erden  wir  sie  erst  später  im  Zusammen- 
hange besprechen,  und  wenden  uns  zu  der  ersterwähnten  Aufgabe,  indem 
wir  über  die  im  zweiten  Teil  von  Brill-Noether  enthaltenen  Unter- 
suchungen berichten,  welche  die  aus  jenen  invarianten  Begriffen  a) — c)  ent- 
springenden algebraischen  Eliminationsprobleme  und  Abzahlungen  betreffen. 

61.     Ad  60  a')  lassen  sich  zwei  Arten  von  Aufgaben  unterscheiden :A-"sgezeich- 

'  °  nete  Grnp- 

die  einen  beziehen  sich  auf  die  sogenannte  „allgemeine"  Curve  vom  Gc-  p^"-   '^"Z" 

°  n       o  suchung  der 


durch  specielle  Beziehungen  zwischen  den  Moduln  vor  den  übrigen  aus- 
gezeichnet ist;  andererseits  kann  man  umgekehrt  nach  eben  solchen  Be- 
ziehungen fragen,  d.  h.  Gebilde  mit  ganz  besonderen  Specialscharen  un- 
tersuchen, ihre  Möglichkeit,  die  Beziehungen  zwischen  mehreren  ausge- 
zeichneten Scharen  desselben  Gebildes,  u.  s.  w.  Mit  einigen  Aufgaben  der 
zweiten  Art  hat  sich  erst  die  spätere  Litteratur  beschäftigt  (vgl.  den  Auf- 
satz von  Bertini,  Litt,  zu  E,  und  besonders  die  in  der  Vorrede  erwähnte 
Darstellung  von  Segre),  während  bei  Brill-Noether  in  dieser  Hinsicht 
nur  die  Definition  der  hyperelliptischen  Curven  —  wo  nämlich  die 
Formen  cp  immer  nur  in  conjugirten  Punktepaaren  des  Gebildes  ver- 
schwinden —  erörtert  wird.  Diese  Definition  hat  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  überhaupt  Bedeutung.  Während  die  Transfor- 
mation irgend  eines  irreductiblen  allgemeinen  algebraischen  Gebildes  mit- 
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telst  der  ganzen  Schar  der  cp  (oder  mittelst  eines,  nicht  ganz  speciellen 
Bedingungen  genügenden,  linearen  Teils  der  (p- Schar)  immer  eindeutig 
umkehrbar  ist,  ergiebt  sich  in  dem  Falle,  dass  das  Gebilde  hyperellipti- 
schen Charakter  hat,  bei  der  Transformation  ein  doppelt  überdecktes  Ge- 
bilde. Netto's  Dissertation  „De  transform.  aequat.  y"  :^  R(x)  in  aequat, 
y3''  =  Rj(^)",  Berlin  1870,  enthält,  aus  der  Weierstrass'schen  Theorie 
hergeleitet,  bereits  das  genannte  einfache  Kriterium  für  hyperelliptisclie 
Curven,  benutzt  aber  zur  Aufstellung  der  Function  ^  nicht  diese,  sondern 
die  für  einige  Fälle  angegebene,  für  hyperelliptische  Curven  aber  immer 
bestehende  Eigenschaft,  dass  sich  die  Formen  cp  aus  solchen  p  Formen 
additiv  zusammensetzen  lassen,  welche  sich  wie  die  Glieder  einer  geo- 
metrischen Reihe  zu  einander  verhalten. 

Von  den  Aufgaben  der  ersten  Art,  über  die  wir  hier  berichten,  be- 
handeln Brill-Noether  vor  allem  die  oben  Nr.  51  erwähnte  Frage  der 
Aufsuchung  von  Specialscharen.  Da  sich  diese  Aufgabe  auf  Curven 
mit  nicht-speciellen  Moduln  bezieht,  so  hat  die  Theorie  hier  einen  anderen 
Charakter,  als  in  den  vorhergehenden  für  alle  möglichen  irreductiblen 
Klassen  gültigen  Untersuchungen. 

Durch  den  Rie  mann- Roch 'sehen  Satz,  oder  vielmehr  den  Reci- 
procitätssatz  (Nr.  58)  wird  das  Problem  der  Specialscharen  gW,  für 
r>R  —  p,  darauf  zurückgeführt,  ausgezeichnete  Gruppen  Gr  zu  finden, 
durch  welche  noch  q+1  =r — (R  —  p)  linear  unabhängige  Curven  cp  ge- 
legt werden  können.    Zunächst  wird  für  sie  die  Grenze  R  ^^ —^ -. 

—       r+l 

d.h.  (q-f-l)(r4-l)^p,   nachgewiesen.     Das  Problem   selbst  führt   auf 
ein  System  von  Gleichungen,  wie  es  in  Nr.  51   angegeben  ist;  die  Theorie 
der  Lösungen    wird    in    dem   Referat    über  Correspondenzen   besprochen 
werden. 
^ur™en.  ^--    ^^  60b).    Auf  dem  Gebilde  f  existiren  oo^  verschiedene  Scharen 

gW,  wo  T  =  p — (q-t-l)(r4-l)  ist;  d.  h.  die  Schar  ist  durch  -Punkte 
von  f  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten  bestimmt,  die  einzelne  Gruppe 
in  ihr  dann  durch  r  weitere  Punkte.  Diese  Scharen  sind  besonders  wichtig 
in  dem  Falle,  dass  R  die  Minimalzahl  ist,  die  sich  mit  r  nach  der  obigen 
Ungleichung  noch  verträgt,  weil  man  so  auf  möglichst  ausgezeichnete 
algebraische  Functionen  der  Klasse,  mit  möglichst  wenigen  Unendlich- 
keitspunkten für  das  gegebene  r  (immer  für  den  Fall  nicht  specieller  Mo- 
duln) kommt.  Nimmt  man  nun  aus  den  für  r  =  1  vorhandenen  Minimal- 
gruppen von  R  =  -i-p4-l,  bezw.  =  ^(p  + 3)  Punkten  zwei  verschiedene 
Büschel  heraus,   so  führen  die  beiden   zugehörigen   algebraischen  Func- 
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tionen  zur  Riemann'scben  Normalform  des  Gebildes.  Für  r  =  2  wird 
eine  Minimalschar  g^p  durch  oo'  Curven  o  ausgeschnitten,  deren  Be- 
nutzung bei  der  Transformation  auf  die  ebene  Normalcurve  niedrig- 
ster Ordnung  führt;  für  r  =  3  kommt  man  auf  die  niedrigste  Normal- 
raum curve;  und  analog  für  höhere  r. 

Ist  in  einem  dieser  Fälle  x  =  0,  so  wird  die  Schar  G^  auf  dem 
algebraischen  Gebilde  völlig  (freilich  im  allgemeinen  irrational)  ausge- 
zeichnet, ohne  dass  noch  ein  die  Scharen  unterscheidender  willkürlicher 
Parameter  einginge.  Die  resultirende  Normalgleichung,  bezw.  für  r>2  das 
System  solcher,  hat  dann,  von  linearen  Transformationen  der  Glieder 
der  Schar  abgesehen,  keinen  willkürlichen  Parameter  mehr:  man  hat  in 
dem  Gleichungssystem  insoweit  nur  wesentliche  Constanten  der  Klasse, 
als  jetzt  die  lineare  Invariantentheorie  die  Moduln  der  Klasse  zu  bestim- 
men hat. 

Insbesondere  wird  t  =  0,  wenn  r  =  p —  1 ,  R  =  2p  —  2  ist,  d.  h.  wenn 
man  die  Voll  schar  der  cp  zum  Schnitt  mit  f  bringt.  Benutzt  man  die- 
selbe zur  Transformation,  so  erhält  man,  sobald  f  nicht  hyperelliptisch 
ist,  als  Normalcurve  Nop-g  eine  Curve  (2p  —  2) ter  Ordnung,  die  in  einem 
ebenen  Räume  von  p — 1  Dimensionen  liegt.  Brill-Noether  sprechen 
von  den  Normalcurven  für  r=  1,  2,  off.  Dass  diese  N2p_9  vor  den  an- 
deren Normalcurven  noch  besonders  ausgezeichnet  ist,  insofern  es,  von 
linearen  Transformationen  abgesehen,  nur  eine  einzige  giebt,  wird  nicht 
besonders  betont;  nur  wird  erwähnt,  dass  t  =  0  ist,  wenn  p  von  der  Form 
7r(r+l)  ist.  Die  genannte  Normalcurve  N2p_2,  als  deren  Projectionen  alle 
übrigen  erscheinen,  wird  später,  VIII.  Abschn.,  besprochen  werden. 

G3.  Ad  GOc).  Die  Modulfrage  ist  durch  die  im  Vorigen  be- 
zeichnete Auffassung  aus  dem  transcendenten  Gebiete,  auf  dem  sich  die 
Riemann'sche  Darstellung  bewegt,  auf  das  algebraische  hinübergeleitet, 
auf  das  schon  der  Cayley'sche  Versuch  1865  (s.  V,  38)  hingewiesen 
hatte.  Sie  hängt  mit  den  eben  genannten  verschiedenen  Arten  von  Nor- 
malcurven, niedrigster  oder  höherer  Ordnung,  eng  zusammen,  indem  jede 
derselben  eine  Definition  der  Moduln  erlaubt,  wie  sie  für  -^0  bereits 
angegeben  wurde. 

Will  man,  für  ->0,  eine  der  ad  a)  und  b)  genannten  Special- 
scharen zur  Transformation  von  f  auf  eine  Normalcurve  verwenden,  so 
muss  man  der  Schar  noch  t  invariante  Bedingungen  vorschreiben,  um  zu 
einer  endlichen  Zahl  von  Normalcurven  zu  gelangen,  welche  die  Moduln 
liefern.  Die  Z  Constanten  einer  solchen  Curve,  denen  nicht  durch  lineare 
Transformation  vorgegebene  Zahlenwerte  erteilt  werden  können,  also  die 
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Z  „absoluten  Invarianten  der  Normalcurve"  (Brill-Noether,  Seite  305ff.) 
bilden  die  algebraischen  Moduln  der  Klasse. 

Ehe  man  die  x  Bedingungen  einführt,  also  für  die  zunächst  t-fach 
unendlich  vielen  Arten  von  Normalcurven,  fragt  es  sich,  ob  es  x — - 
Functionen  der  x  Parameter  dieser  Curven  (x  —  x  =  Z)  giebt ,  welche 
von  den  x  die  Schar  bestimmenden  Parametern  unabhängig  sind.  Die 
Erledigung  dieser  Frage,  d.  h.  eben  die  geeignete  Einführung  jener  x 
Bedingungen,  findet  sich  bei  Brill-Noether  für  mehrere  Fälle,  so 
für  x=l,  2.  Die  hier  eingeführten  invarianten  Bedingungen  sind 
Berührungsbedingungen  für  die  cp,  derart,  dass  eine  ausgezeichnete 
Gruppe  der  Schar  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  auf  f 
existirt;  so  genügt  für  die  Minimalscharen  bei  r  =  1  und  ungeradem  p, 
wo  T  =  1  wird,  eine  einzige  Bedingung,  etwa  die,  dass  eine  der  Curven 
des  (p-Büschels  f  an  einer  Stelle  in  zweiter  Ordnung  berührt. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Gedankengang  in  Bezug  auf  Nor- 
malgleichungen und  Moduln  dem  von  \\'eierstrass  in  seinen  Vorlesungen 
verfolgten  (s.  VII.  Abschn.  Nr.  16)  ganz  analog  ist:  Weierstrass  zeichnet 
zwei  Functionen  aus,  die  nur  an  einer  ausgezeichneten,  und  zwar  an 
derselben,  Stelle  des  Gebildes  in  den  Ordnungen  m  und  n,  die  zu  ein- 
ander prim  sind,  unendlich  werden;  d.  h.  er  discutirt  eine  Curve  mit  zwei 
Strahlbüscheln,  die  je  in  m  und  n  Punkten  treffen,  und  mit  einer  singii- 
lären  Stelle,  die  nur  einen  (Puiseux'schen)  Zweig  besitzt  und  dort 
von  den  bezw.  Strahlen  der  beiden  Büschel  in  m,  bezw.  n  Punkten  ge- 
troffen wird. 

Die  Betrachtungen  von  Brill-Noether  liefern  die  Bestätigung  der 
Riemann'schen  Zahl  Z  =  op — 3  der  Moduln.  Indessen  steht  der  von 
ihnen  dem  Cayley 'sehen  nachgebildete  Existenzbeweis  der  Curve  bei  ge- 
gebenen Moduln  dem  Riemann'schen  an  Schärfe  nach.  Die  Frage  nach 
der  Abhängigkeit  der  Klasse  von  den  Moduln,  also  die  eigentliche  Theorie 
der  Moduleigenschaften  der  Klasse,  wird  von  Brill-Noether  noch 
nicht  angegriffen.  Auf  die  in  ihrer  Arbeit  gemachten  oder  die  daraus 
später  abgeleiteten  geometrischen  Anwendungen  (Constantenzahl  der 
Raumcurven  u.  s.  w.)  werden  wir  nicht  eingehen.  Ebenso  übergehen  wir 
die  Frage,  in  welchem  Umfange  die  auf  ein  irreductibles  Gebilde  be- 
züglichen Sätze  der  obigen  Theorie  noch  weiter  bestehen,  wenn  das  Ge- 
bilde zerfällt,  weil  diese  Frage  je  an  ein  specielles  Gebilde  der  Klasse 
anknüpft,  und  verweisen  deshalb  auf  die  Arbeit  von  Noether,  Acta 
Math.  VIII,  1886  (vorher  Erlanger  Sitzungsber.  XVU,   1885). 
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A.    Auflösung  der  siugnlären  Stelle  dnrch  rationale  Transformation. 

1.    Sowohl  die  algebraischen  Betrachtuns^en  bei  Riemann  (Abel'-  Beschräu- 

^  kungea  der 

sehe  Functionen,  Art.  G),  als  die  afanze  weitere  Litteratur  über  die  ake-   früheren 

'  ^'  °  ■  °       Theorien. 

braischen  Functionen  bis  1S71,  insbesondere  auch  die  geometrisch-alge- 
braischen Theorien  von  Clebsch  und  Clebsch-Gordan,  hatten  sich 
für  die  zu  Grunde  gelegte  Gleichung  F(s,  z)  =  0,  bezw.  f(Xj ,  x., ,  x^)  =  0, 
die  Beschränkung  auferlegen  müssen,  dass  die  zugehörige  Curve  nur  ge- 
wöhnliche,  von    einander  getrennt  liegende  Doppelpunkte  und  höchstens 

Jiihresber.  d.  Deutsclicu   Mathem. -Vereinigung.     111.  ;24 
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noch  ebensolche  Rückkehrpnnkte  besitze.  In  Bezug  auf  Curven  mit  singii- 
lären  Vorkommnissen  glaubten  sich  diese  Theorien  damit  begnügen  zu  kön- 
nen, sie  als  Grenzfälle  von  solchen  mit  gewöhnlichen  Doppelpunkten  zu 
betrachten.  Aber  eben  für  den  Uebergang  vom  sogenannten  „allgemeinen" 
Fall  zu  dem  singulären  fehlte  der  Methode  die  Strenge  und  die  Einheitlich- 
keit. Dies  bezieht  sich  sowohl  auf  die  der  Anschauung  entlehnten  Betrach- 
tungen aus  der  analysis  situs  —  Riemann'sche  Flächen,  Clebsch-Gor- 
dan'sche  Schleifentheorie  u.  s.  w.  — ,  wie  auf  die  rein  algebraischen 
Operationen:  Bedingungen  für  die  zur  singulären  Curve  gehörigen  Func- 
tionen, ihre  Aufstellung,  ihre  Eigenschaften,  wie  Zahl  der  Integrale  erster 
Gattung,  die  Discriminantensätze  etc.,  überhaupt  auf  die  Eliminationssätze. 
Die  Puiseux'schen  Entwicklungen,  so  sehr  sie  geeignet  sind,  die 
möglichen  Elemente  einer  algebraischen  Function  zu  definiren,  konnten  doch, 
an  sich  genommen,  jenem  Mangel  nicht  abhelfen.  Denn  weder  eignen  sie 
sich  in  ihrer  ursprünglichen  Form  zu  allen  geometrisch-algebraischen  Ope- 
rationen und  Abzahlungen,  insbesondere  nicht  zur  Aufstellung  allgemein 
gültiger  Formeln  (die  hierher  gehörigen,  auf  die  Plücker'schen  Formeln 
bezüglichen  Betrachtungen  werden  in  Nr.  16  besprochen  werden),  noch  ist 
die  zu  ihnen  führende  Methode  von  Puiseux  hierfür  verwendbar.  Ist 
diese  doch  überhaupt  keine  analytische,  sondern  ein  von  Fall  zu  Fall 
sich  änderndes  Versuchsverfahren,  das  über  die  Ordnungen  des  Unendlich- 
kleinen Annahmen  macht,  die  erst  durch  den  Erfolg  zu  bestätigen  sind 
(s.  Hamburger's  Einleitung).  Hinsichtlich  der  rein  algebraischen  Theo- 
rien der  algebraischen  Functionen  kann  man  sogar  noch  weiter  gehen  und 
eine  Verwendung  der  analytischen  Reihenentwicklungen  überhaupt  ab- 
lehnen, indem  man  verlangt,  dass  die  Zerlegung  eines  singulären  Punktes 
in  Functionselemente  durch  rein  algebraische  Processe  geleistet  werde,  die 
eventuell  eine  geometrische  Interpretation  zulassen. 
Aufhebung  2.    Kroneckor  hat,  nach  der  Einleitung  zu  seiner  (freilich  erst  1881 

der  Be-  '  ö  V 

schränkun-  publicirteu)  Discriminantenarbeit,  diese  Forderungen  zuerst  gestellt  und  den 

gen  mittelst^  '  'tob 

eindeutiger  Weg  ZU  ihrer  Erfüllung  mündlich  schon  1858  an  Riemann  und  Weier- 

Transfor- 

mationen.  strass,  1862  der  Berliner  Akademie  (nicht  publicirt)  und  seit  1870/71  in 
Vorlesungen  mitgeteilt.  Sein  Verfahren  besteht  darin,  dass  er  durch  eine 
rationale  Substitution,  welche  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  eindeutig 
umkehrbar  ist  und  übrigens  eine  der  beiden  Variabein  unverändert  lässt, 
den  singulären  Fall  in  den  „regulären"  transformirt.  Als  Vorzüge  seiner 
Methode  bezeichnet  Kronecker  einmal  den,  dass  sie  aus  einer  endlichen 
Zahl  von  Reihengliedern  auf  die  Identität  oder  Verschiedenheit  zweier 
Entwicklungen  zu   schliessen   erlaube;    sodann,   dass   sie   eine  Uebersicht 
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über  die  bei  den  Reihenentwicklungen  für  die  Coordinaten  vorkommenden 
Complicationen  gestatte,  indem  sich  diese  als  rationale  Functionen  der 
durch  die  Transformation  eingeführten  regulären  Entwicklung  ergehen. 

Ein  principiell  hiermit  identischer  Weg  ist,  gänzlich  unabhängig  von 
Krön  eck  er,  von  isoether  im  Juni  1871  (ausgeführt  erst  in  (3),  1875), 
und  ein  ähnlicher  kurz  darauf  von  Hamburger  angegeben  worden.  Es 
besteht  nur  ein  formaler  Unterschied  dieser  Methoden  gegenüber  der  von 
Kronecker  und  zwar  darin,  dass  an  Stelle  der  vorher  bezeichneten  Trans- 
formationen solche  successive  quadratische  treten,  welche  in  der  ganzen  Ebene 
ohne  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  eindeutig  umkehrbar  sind  und  nicht 
eine  der  Variabein  fest  lassen.  Das  Hauptresultat,  dass  man  eine  Curve  mit 
beliebigen  Singularitäten  rational-eindeutig  (und  zwar  sogar  durch  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutige  Transformationen)  in  eine  Curve  mit  gewöhn- 
lichen Singularitäten,  nämlich  mit  nur  vielfachen  Punkten  mit  getrennten 
Tangenten,  überführen  könne,  hat  Noether  (1)  explicit  ausgesprochen; 
der  Beweis  dafür,  dass  die  Transformation  nach  einer  endlichen  Zahl  von 
Operationen  abschliessen  muss,  findet  sich  zuerst  bei  Hamburger  ver- 
öffentlicht*). Desselben  Verfahrens  bedient  sich  Weierstrass  in  seinen 
Vorlesungen  in  späterer  Zeit  (2)  (seit  Anfang  der  siebziger  Jahre).  — 
Wir  besprechen  in  Nr.  3 — G  die  verschiedenen  Methoden  im  einzelnen. 


*)  Es  möge  indessen  hier  eine  Stelle  eines  Briefes  augeführt  werden, 
welchen  F.  Klein  unter  dem  17.  Dez.  1869  aus  Berlin  an  den  einen  der  Refe- 
renten (N.)  gerichtet  hat;  eine  Stelle,  welche  damals  von  diesem  gänzlich 
unbeachtet  geblieben  war,  und  auf  welche  seine,  wie  des  Schreibers  Auf- 
merksamkeit erst  jetzt  wieder  zufällig  gelenkt  wurde: 

„Kronecker  hat  nachgewiesen,  dass  sich  eine  ebene  Curve  mit  beliebigen 
Singularitäten  immer  auf  eine  solche  zurückführen  lässt,  die  einen  einzigen 
mehrfachen  Punkt  besitzt,  dessen  Tangenten  sämtlich  verschieden  sind;  da- 
mals machte  Clebsch  darauf  aufmerksam,  dass  man  diesen  Punkt  nun  sehr 
einfach  in  gewöhnliche  Doppelpunkte  auflösen  kann,  indem  man  die  Ebene 
der  Curve  als  Bild  einer  F3  auffasst,  wobei  ein  Fuudamentalpunkt  in  den  ge- 
gebenen mehrfachen  Punkt  rückt.  —  Mir  scheint  diese  Bemerkung  von  Clebsch 
einen  hohen  methodischen  Wert  zu  besitzen.  Irre  ich  nicht,  so  lässt  sie  sich 
in  einer  solchen  Art  erweitern,  dass  man  beliebige  Singularitäten  unmittelbar 
auf  gewöhnliche  Doppelpunkte  reduciren  kann." 

Die  Bemerkung  von  Clebsch  bezieht  sich  nur  auf  eine  specielle  Form 
seiner  allgemeinen  Betrachtungen  über  Transformation  eines  h-fachen  Punktes 
mit  getrennten  Taugeuten  in  h  einfache  getrennte  Punkte  (s.  unten  Nr.  6  und 
Nr.  11);  die  Tragweite  der  Klein'schen  Bemerkung  aber  lässt  sich,  wie  die- 
selbe als  blosses  Aperyu  ohne  weitere  Ausführung  gegeben  ist,  nicht  beurtei- 
len,   jedenfalls    ist    sie    für    die  Auflösung   der  wirklich  siugulären  Punkte 
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Kronecker's  3.     Bei  Kronecker  handelt  es  sich  wesentlich  um   die  directe  al- 

gebraische Ausführung  der  von  Rieinann  (Abel'sche  Functionen  Art.  6) 
aus  den  fertigen  Reihen  erschlossenen  Zerlegung  der  Discriminante  von 
F^s,  z)  =  0  oder,  nach  Kronecker's  Ausdruck,  der  „Discriminante  von  s" 
(der  durch  Elimination  von  s  entstehenden  Resultante  Q  (z)  von  F  =  0, 
öF/ös  =  0)  in  ihre  Factoren.  Gehört  zu  der  Stelle  s  =  s^,  z  =  z^  für 
s  —  Sq  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  ganzen  Potenzen  von  (z  —  2^)^/^, 
so  ist  die  Ordnung  des  Verschwindens  von  F'(s),  wenn  man  mit  Rie- 
mann  die  von  (z  —  z^y/-^  ah  erste  bezeichnet,  gleich  derjenigen  von  dem 
betrachteten  Zweig  herrührenden  Potenz  von  z  —  z^,  die  in  Q(z)  eingeht, 
oder  auch  gleich  der  Zahl  der  dort  unter  »ich  zusammenfallenden  ein- 
fachen Verzweigungspunkte.  Während  A — 1  die  Zahl  der  wirklich  übrig 
bleibenden  einfachen  Verzweigungen  bedeutet,  ist  die  Zahl  der  sich  auf- 
hebenden (Rf.  IV,  Nr.  14)  immer  eine  gerade.  Kronecker  zeigt  nun,  dass 
seine  Transformationen  die  Stellen  z^  und  Ordnungen  A — 1  der  wirklich 
stattfindenden  Verzweigungen  gänzlich  intact  lassen;  dass  sie  aber  gestatten, 
die  bei  F(s,  z)  =  0  sich  aufhebenden  Verzweigungen  völlig  wegzuschaffen; 
d.  h.  dass  es  möglich  ist,  F(s,  z)  =  0  vermöge  einer  Substitution 
a=  rat.  Funct.  (s,  z),  in  eine  Gleichung  F^((3,  z)  =  0  zu  transformiren, 
deren  Discriminante  6(z)  mit  Q(z)  nur  denjenigen  Factor  gemein  hat,  der 
von  den  wirklichen  Verzweigungen  von  F  (s,  z)  =  0  herrührt.  Er  nannte 
diesen  Factor  damals  den  „wesentlichen"  Factor  der  Discriminante  Q(z), 
und  charakterisirt  ihn  als  den  gemeinsamen  Factor  aller  Discriminanten 
9(z),  die  sich  auf  Gleichungen  der  Art  Fj  (a,  z)  =  0  beziehen*);  während 
der  weitere,  immer  quadratische  Factor  von  Q(z)  als  „ausserwesentlicher 
Factor"  bezeichnet  ist. 


nicht  verwertet  worden.  Einen  Prioritätsanspruch  könnte  dieselbe  also  nicht 
begründen. 

Noch  weniger  ist  der  Anspruch  begründet,  welchen  S  mith,  und  nach  ihm 
Scott  und  Baker  (s.  Litteraturverzeichnis),  für  Gramer  bezüglich  der  quadra- 
tischen Transformation  y^xz  als  Hülfsmittel  für  die  Auflösung  eines  sin- 
gulären Punktes  erhoben  haben.  Hat  man  ja  auch  aus  der  speciellen  quadrati- 
schen Transformation,  die  seit  langem  benutzt  wird,  aus  der  Inversion,  obwohl 
sie  Curvenzweige  trennt,  und  obwohl  sie  hierzu  bei  gestaltlichen  Untersuchungen 
verwendet  worden  ist,  keine  Theorie  der  singulären  Punkte  gezogen  und  sie 
auch  nicht  einmal  als  Vorläufer  einer  solchen  ausgegeben.  Ueber  Gram  er 's 
Verwendung  jener  Transformation  vgl.  I.  Abschn.,  Nr.  26  dieses  Referats. 

*)  Dieser  Factor  wird  in  der  späteren  mehr  arithmetischen  Terminologie 
Kronecker's  (Grundz.  einer  arithm.  Th.  der  algebr.  Grössen,  J.  f.  M.  92)  als 
„Discrimiuanten-Form  D  der  Gattung"   bezeichnet  und  als  solche  untersucht. 


3.  Kroneck  er's  Resultate.     4.  Kronecker 's  Beweisgang.  373 

Wir  können  den  Krone cker'sclien  Beweisgang  nur  andeuten, 
denn  derselbe  leitet  die  arithraetisclie  Richtung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  ein,  die  wir  programmgemäss  hier  nicht  systematisch 
besprechen  wollen.  Da  er  aber  von  Weierstrass  in  seinen  Vorle- 
sungen (1)  über  Ab  er  sehe  Functionen,  1869,  im  wesentlichen  adoptirt 
worden  ist,  kann  er  nicht  unerwähnt  gelassen  werden. 

4.     Kronecker  behandelt   die  Theorie   der   ganzen  algebraischen Kronecker's 

Beweisgang. 

Functionen  x  von  z,  d.  h.  der  Functionen,  die  einer  irreductibeln  Glei-  Die  ganzen 

algebrai- 

chung  F(x,  z)  =  0   genügen,    in    welcher   der   Coefiicient    der    hijchsten,  sehen  Func- 

'tionen.  Erste 

nten.  Potenz  von  x  gleich   1  ist,  während  die  übrigen  Coefficienten  ganze  Zerlegung 

der  Discri- 

rationale  Functionen  von  z.sind.     Wir  wollen  hier  zur  Abkürzung  solche  minante. 
rationale  Functionen  von  x   und   z,    die,    wenn   F(x,  z):^0   ist,    ganze 
algebraische  Functionen  von  z  werden,  mit  @(z)  bezeichnen.    Die  Theorie 
der  allgemeineren  algebraischen  Functionen  s,  welche  durch  eine  Gleichung 

.;.„  (z) .  s"  +  %-i  (z) .  s"-i  H h  '^0  (z)  =  (^ 

definirt  sind,  wird  durch  die  Substitution  x  =  '|i„(z).s   auf  jene  Theorie 
zurückgeführt. 

Die  Theorie  Kronecker's  knüpft  au  die  Darstellung  der  Func- 
tionen ^  =  ö(x)  an.  Aus  der  für  F(x,  z)  =  0  bestehenden  Interpola- 
tionsformel 


1          "-^   F(x,  z)  , 
2:  Ch 


"-1           F(x.  z)  .  \ 

statt  ^  ~r ^7"^ r  ^h   ■. 

l,^u    1    (Xh,  Z)(X— X,,)        J 


F'(x,  z)  1,=,^,    X — Xb 

in  welcher  F'(x,  z)  =  öF(x,  z)/öx,  x^,,  Xp  .  .  .,  x,i_i  vermöge  F(x,  z)=0 

die  n  verschiedenen  W^rte  der  Function  x  von  z,  und  Cg,  Cj,  ...,  ?u-i  die 

zugehörigen  Werte  von  c  bedeuten,  ergiebt  sich  für  z^®(j-)  die  Darstellung 

(5  (x,  z)  .      ,        , 

c  =  ^^^TT z ■,     wo  o  rational  und  ganz  in  x.  z  wird: 

F'(x,  z)  '  °  ' 

und  hieraus  die  Darstellung 

1)  a  =  Ag(z)+A^(z)xH hA„_i(z)x"-i,     F(x,z)  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  A^^  (z).  A^  (z),  .  .  .  rationale  Functionen  von 
z  sind,  deren  Nenner  nur  noch  Teiler  der  Discriminante  D(z)  von 
X,  d.h.  des  Products  F'(Xq,  z)  .  .  .  F'(xn_i,  z),  sein  können.  Hier  ent- 
steht die  Aufgabe,  statt  der  „Basis"  1,  x,  x^,  .  .  .,  x""^  ein  solches 
„Fundamentalsystem "  von  n  ganzen  algebraischen  Functionen 

fo(^'Z)=l,     f,  (x,  z),     .  .   .,     fn_i(x,  z) 
einzuführen,  dass  jede  ganze  algebraische  Function  ?:^@(z),  und  zwar 
eindeutig,  die  Form 

2)  a  =  B/z)f„(x,  z)  +  B,  (z)f.(x,  z)H |-Bn-i(z)f„-i(x,  z) 

erhält,  in  welcher  die  B(z)  ganze  rationale  Functionen  von  z  werden. 
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Kronecker  schreibt,  um  die  f,i,  einzuführen,  vor,  dass  man  unter 
allen  (3(z),  welche,  in  der  Form  1)  dargestellt,  in  x  auf  den  mten  Grad 
steigen,  zunächst  eine  solche 

e,.  =  A„(z)  +  A^(z)xH hA„(z)x- 

auswählen  soll,    für  die  der  Nenner   der  rationalen  Function  A,i)(z)    von 
möglichst  hohem  Grade  ist;  übrigens  ohne  den  Weg  anzugeben,  wie  man 
durch  eine  endliche  Zahl  von  Operationen  diese  Auswahl  sichern  kann*). 
Sei  Am  =  M,u/Nm,  so  hat  man,  wegen  M.P(z)4-N.Q(z)  =  1,  in 
P(z).c,uH-Q(z).x'"  =  fm(x,z) 

eine  der  gesuchten  Functionen  f,u(x,  z),  in  welcher  der  Coefficient  von 
x'°  gleich  1/Nm(z)  ist,  Avelche  also  statt  x™/N,n  eingeführt  werden  kann 
(m  =  (),    1,   ...,  n  — 1). 

Die  Bedeutung  dieser  Darstellung  erhellt,  wenn  man  die  Deter- 
minante 1/A(z)  des  aus  den  Functionen  f,u(xh,  z)  (für  m  =  0,  1,  ...,  n —  1; 
h  =  0,  1,  ...,  n — 1)  bestehenden  Systems  bildet.  Man  findet  nämlich 
für  jedes  andere  Fundamentalsystem  genau  dieselbe  Determinante  yA(z), 
ferner  für  eine  Basis  von  n  Functionen  @(z),  die  kein  Fundamental- 
system bilden,  eine  Determinante  ]/A(z).R(z),  wo  R(z)  eine  ganze  ra- 
tionale Function  von  z  ist;  also  für  die  Discriminante  D,(z)  von  irgend 
einer  Function  y,  die  eine  @(z)  ist,  also  eine  Beziehung 
DXz)  =  A(z).R'^(z), 

wo  R,  ganz  und  rational  in  z:  insbesondere  aber  für  die  Discriminante 
der  Function  x: 

±D(z)  =  ACz).[N,(z).N,(z)  ...  N„_,(z)]l 

Hieraus  ergiebt  sich  schon,  dass  A(z)  zugleich  ein  Teiler  der  Discriminanten 
aller  Functionen  y  =  @(z)  ist:  der  „wesentliche"  Teiler.  Der  andere 
„ausserwesentliche"  Teiler  von  x  wird  das  Quadrat  der  Determinante  des 
Substitutionensystems,  vermöge  dessen  sich  1,  x,  x^,  ...,x"~^  durch  die  n 
Fundamentalfunctionen  f^  ausdrücken;  und  die  Bedeutung  eines  Factors 
(z  —  a)^''  des  ausserwesentlichen  Teilers  [Nj(z)  ...  Na_i(z)]"  ist  die,  dass 
Functionen  $  =  ©(z)  existiren,  welche  bei  ihrer  Darstellung  in  der  Form 
1)  den  Nenner  (z  —  a)'^  erhalten  müssen,  der  sich  nicht  wegheben  lässt. 
Eine  genauere  Untersuchung  über  die  Discriminanten  Dü(z)  aller 
Functionen 

^  =  ^^o^oC^'  2)+^^ifi(Xj  z)H |-w„_if„_i(x,  z) 


*)  Vgl.  indessen  hierzu  die  neuere  Arbeit  von  F.  Mertens,  Ueber  die  Be- 
stimmung eines  Euudamentalsystems  u.  s.  w.,  Sitz.-Ber.  der  Wiener  Akad.  18'J3. 
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in  Bezug  auf  ihre  Abhängigkeit  von  den  unbestimmten  Grössen  w„,  ...,  Wn_, 
ergiebt  dann,  dass  der  wesentliche  Teiler  A(z)  der  gross te  gemeinsame 
Divisor  der  Discriminanten  aller  @(z)  ist;  und  ferner,  dass  sich  jede  @(z) 
mittelst  einer  solchen  geeignet  gewählten  Function  c,  in  der  Form 

y  =  C„(z)  +  C^(z)aH hC„_i(z)^"-i 

darstellen  lässt,  deren  in  z  rationale  Coefficienten  in  den  Xonnern  nur 
Lincarfactoren  enthalten,  welche  nicht  nur  von  denen  des  wcscntliclien 
Teilers  A(z).  sondern  auch  unter  einander  verschieden  sind. 

Alle  diese  Eigenschaften  übertragen  sich  auch  auf  die  niclit-ganzen 
algebraischen  Functionen  s  von  z,  die  rational  in  x  und  z  sind,  und  die 
für  F(x,  z)  =  0  durch  Fj(s,  z)  =  0  definirt  sind.  Geometrisch  ausgedrückt 
heisst  dies,  dass  die  Transformationen  der  Art  3  = '{/(s,  z),  wo-!;  rational 
in  s,  z  ist,  die  Punkte  der  Z-Ebene.  welche  Verzweigungspnnkte  der 
Function  s  von  z  sind,  und  die  Multiplicität,  mit  der  sie  zu  zählen  sind, 
unverändert  lassen  („wesentlicher"  Factor  der  Discriminaute);  dass  sie 
ab.er  erlauben,  die  übrigen,  von  den  vielfachen  Punkten  der  Curve 
Fj  (s,  z)  =  0  herrührenden  quadratischen  Factoren  der  Discriminaute  (die 
„ausserwesentlichen"  Factoren)  von  denen  des  Verzweigungsfactors  und  unter 
sich  gänzlich  verschieden  zu  machen  —  d.  h.  der  transformirten  Curve  im  End- 
lichen nur  gewöhnliche  Doppelpunkte  zu  geben,  deren  Tangenten  von  einan- 
der verschieden,  und  die  nicht  auf  denen  der  Verzweigungspunkte  (Berüh- 
rungspunkte der  Tangenten  der  Form  z  —  a  =  0)  gelegen  sind.  Nach  die- 
ser Transformation  kann  man  dann  den  ausserwesentlichen  Factor  als  festen 
Teil  der  Resultante  von  f  =  0  mit  allen  ersten  Polaren  von  f  =  0  erhalten. 

Zu  bemerken  ist,  dass  diese  Krön  ecke  r  "sehe  Methode,  welche  z 
unverändert  lässt,  im  Endlichen  zwar  die  vielfachen  Punkte  von  den  Ver- 
zweigungsstellen trennt,  aber  diese  selbst  nicht  von  einander  scheidet, 
sobald  zu  einem  und  demselben  z  =  a  mehrere  verschiedene  Verzweigungs- 
stellen s  =  ß,  ß',  . . .  gehören.  Dazu  würde  eine  vorgängige  lineare  Sub- 
stitution zi^z'-f-ls  für  z  nötig  sein.  Ferner  ist  darauf  hinzuweisen, 
dass  der  Kronecker"sche  Schluss  auf  die  Auflösbarkeit  der  Singularitäten 
einer  Curve  durch  Transformation  von  dem  am  Ende  von  Nr.  2  erwähnten 
insofern  abweicht,  als  der  letztere  in  der  transformirten  Curve  zwar  mehr 
als  zweifache  Punkte,  jedoch  mit  getrennten  Tangenten,  der  erstere  aber 
noch  wirklich  singulare  Punkte,  nur  im  Unendlichen  gelegen,  zulässt. 

5.  Weierstrass  ist  in  seiner  Vorlesung  (1)  des  Sommersemesters ^Y®'/"".*'"^^ 

°    ^    '^  Modihcation 

1869  in  einigen  Punkten  von  dem  in  Nr.  4  skizzirten  Gange  abgewichen,  '^f  f''o°- 

°  o  o  ecker  sehen 

Einmal  darin,  dass  er  direct  an  die  Gleichung  Ganges. 

F/s,  z)  =  4;,(z)s"+'}„_i(z)s"-iH l-'}o(z)  =  Ö 
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anknüpft  und  statt  1,  x,  x^,  . ..,  x"~^   als  0(z)   zunächst  die  Functionen 

einführt;  sodann  aber  in  dem  wesentlicheren  Punkte,  dass  er  hei  der 
Zerlegung  der  Discriminante  in  ihre  beiden  Teiler  die  Reihenentwicklungen 
der  Function  s  an  den  singulären  Stellen  in  Anspruch  nimmt.  Die  Folge 
ist,  dass  ihm  für  die  Zerlegung  schon  die  Determinantenbildungen  an  den 
Darstellungsformen  1),  Nr.  4,  genügen,  ohne  dass  er  zu  diesem  Zwecke 
zu  2),  Nr.  4,  überzugehen  braucht.  Setzt  man  nämlich  in  1)  für  x 
die  n  zu  z  gehörigen  Werte  x^,  ...,x„_i,  und  löst  die  so  entstehenden  n 
in  A|^(z).  ...,  A„_i(z)  linearen  Gleichungen  nach  diesen  Grössen  auf,  so 
sieht  man,  dass  dieselben  im  Nenner  nicht  D(z),  sondern  nur  ]/D(z)  ent- 
halten können;  und  dieselben  Ausdrücke  zeigen,  dass  von  jeder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  (z — \y^^  fortgehenden  Entwicklung  ein  Factor 
(z  —  %)'^~^  als  wesentlicher  Teiler  in  D(z)  vorkommt,  und  dass  sich  die 
]/(z  —  z^)^^^^  wegheben  müssen,  so  dass  nur  die  Factoren  des  ausser- 
wesentlichen ,  rationalen  Teilers  von  yD(z)  in  den  Nennern  der  A(z)  ver- 
bleiben können.  Um  zu  zeigen,  dass  jener  wesentliche  Teiler  der  gross te 
gemeinsame  Factor  der  Discriminanten  aller  Functionen  a(s,  z)  ist,  weist 
"NVeierstrass  nach,  dass  man  rationale  Functionen  a  bilden  könne,  welche 
in  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  von  (z  —  z^^)^/"'  eine  irgendwie  ge- 
gebene Reihe  von  Anfangsgliedern  haben,  dass  aber  die  Discriminante  einer 
solchen  allgemein  gewählten  Function  a  den  Factor  z  —  z^,  der  von  dieser 
Entwicklung  herrührt,  nur  im  Grade  A — 1  besitzt. 

Während  die  Weierstrass'schen  Schlüsse,  so  weit  sie  sich  auf  die 
Discriminante  beziehen,  einfacher  erscheinen,  als  die  Kronecker'schen, 
haben  die  letzteren  den  Vorzug,  die  Reihenentwicklungen  mit  zu 
liefern. 

Von  den  Kronecker'schen  Functionen  f,jj,  d.  h.  von  der  Darstellung 
2)  Nr.  4,  machte  Weierstrass  Gebrauch,  um  die  algebraischen  Func- 
tionen mit  gegebenen  Unendlichkeitsstellen  nicht  nur  ihrer  Form,  sondern 
auch  ihrer  Anzahl  nach  darzustellen.     Davon  im  Abschn.  VII,  Nr.  4. 

Dass  man  übrigens,  statt  die  f,n  einzuführen,  zu  denselben  Zwecken 
den   Fundamentalsatz   (s.  V,   Nr.  53)   verwenden    könnte,    darauf  wurde 
schon  oben  (ibid.)  hingewiesen. 
Auflösung  ß_     Dgj.  Grundgedanke,  nach  welchem  die  Transformation  zur  Dis- 

der  sin-  °  ' 

guiären    cusslon  der  singulären  Stellen  herangezogen  werden  kann,  ist  von  Noether 

Stelle   durch  °  ö         ö  : 

th'd '^v'on  ^'^  (^)  ai^i*gesprochen  worden,  angeregt  durch  die  von  Clebsch,  Clebsch- 

^^n'^Ham-''^*^''*^'^"  Und  Brill  (s.  V,  Nrn.  42,  49)  hervorgehobene  Thatsache,  dass 

burger.    j^^^^    (jg,^^    h  -  fachen    Punkte    einer    Curve,    mit   getrennten  Tangenten- 
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richtungen,  h  einfache  Punkte  einer  transformirtcn  Curve  entsprechen 
lassen  kann.  Es  genügt  nämlich,  einen  der  „Funclamentalpunkte"  der 
eindeutigen  Transformation  in  die  singulare  Stelle  x  =  x^,  j  =  \^  hin- 
einzulegen —  nur  so,  dass  keine  in  der  Transformation  ausgezeichnete 
Richtung  mit  einer  der  Tangentenrichtungen  der  Curve  an  dieser  Stelle 
zusammenfällt  — ,  um  in  der  transformirten  Curve,  der  Stelle  x  =  Xq, 
y  =  Vg  entsprechend ,  eine  oder  mehrere  Stellen  von  niedrigerer  Singu- 
larität zu  erhalten,  als  die  gegebene  war;  und  zur  Auflösung  in  ein- 
fache Punkte  genügt  eine  endliche  Aufeinanderfolge  analoger  Operationen. 
Die  Wirkung  der  ersten  Operation  lässt  sich  so  bezeichnen:  die  trans- 
formirte  Curve  hat  au  den  x  =  x^,  y  =  y^  entsprechenden  Stellen  nur  die 
Singularität  von  dy/dx  (statt  der  von  y).  Hat  man  durch  die  Folge 
der  Operationen  die  einzelnen  Zweige  der  singulären  Stelle  völlig  von 
einander  getrennt,  so  kann  man  zur  Untersuchung  und  Definition  der 
singulären  Stelle  zwei  Wege  einschlagen,  die  beide  bei  Noether  (1) 
skizzirt  sind:  entweder  man  transformirt  die  an  den  einfachen  Stellen 
der  letzterhaltenen  Curve  geltenden  gewöhnlichen  Potenzreihen  rück- 
wärts, was  zu  den  Puiseux'schen  Entwicklungen  führt;  oder  man 
bestimmt  schon  aus  der  Transformationsfolge  selbst,  welche  eben  die 
Reihen  lieferte,  die  Charaktere  der  singulären  Stelle.  Den  ersteren  Weg 
gehen  Hamburger  und  Weierstrass  (2),  den  zweiten  Noether  (3). 
Hamburger  benutzt  die  einfachste  Transformation,  welche  die  ge- 
nannten Eigenschaften  hat;  er  lässt,  wenn  x  —  x^  =  0  von  der  betrach- 
teten Tangentenrichtung  der  irreductibeln  Curve  f (x,  y)  =  0  in  x  =  x^, 
j  ^j^  verschieden  ist,  x  fest  und  ersetzt  y  durch 

^'  x-x„  • 

Dies  ist  eine  specielle  quadratische  Cromo na-Transformation,  von  welcher 
ein  Fundamentalpunkt  in  x  =  Xy,  j=:j^^  die  beiden  anderen  aber  (weil 
in  homogener  Form  x^iy^rz^  =  (x — x^^zy^:(j — yQz)z:(x  — XpZ)z  ist)  zu 
einander   benachbart  in  z  =  0  liegen.      Die  Werte  von  y,   stimmen  mit 

O  t    1 

denen  von  y' =  dy/dx  in  x  =  Xy,  y  ^  y^  überein,  und  sie  ergeben  sich 
in  dem  Falle,  dass  die  Stelle  eine  h-fache  ist,  durch  h-malige  Differentiation 
von  f=0  aus  einer  Endgleichung  hten  Grades  für  (j''^^  =  (jj^;  und  zwar 
entweder  alle  h  Wurzeln  endlich  oder  nicht,  je  nachdem  y^  eine  h-fache 
oder  eine  höhere  Wurzel  von  f(x^,  y)  =  0  ist  (d.  h.  je  nachdem  x— x,,  ^0 
keine  oder  eine  der  Tangenten  der  Stelle  von  f  ist).  Ist  nun  eine  der 
(endlichen)  Wurzeln  yj^  der  Endgleichung  eine  a-fache  (u^h),  so  wird 
jetzt  ebenso  die  h^-fache  Stelle  (hj ^ jx)  x^=x^,,  j^=j^^  von  5^'(x,y,)  =  0 
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weiter  behandelt,  was  zu  einer  Endsfleichunw  in 


&.).  =  (/,).=T^(4^l, 


für  x  =  Xp,  y  =  Vp,  y'=y'^.    führt;    u.  s.  w.       Dieses   Verfahren   muss 

aber  abbrechen.      Denn   käme    man    stets    auf  eine   mehrfache   endliche 

Wurzel,  so  existirten  zwei  oder  mehr  Elemente   der  Function  y,   welche, 

nebst  ihren  sämtlichen  Ableitunafen  nach  x,  für  x  =  x,  übereinstimmende 

Werte  erhielten,  was  —  der  Annahme  der  Irreductibilität  von  f  entgegen 

—  zu  einem  gemeinsamen  Factor  von  f  und  di/dj  führte.     Daher  muss 

man  einmal  entweder  auf  eine  einfache  endliche  Wurzel  einer  Endgleichung 

oder  auf  eine  unendliche  Wurzel  einer  solchen  stossen,  in  welch'  letzterem 

Falle  der  Grad  der  Endgleichung,  d.  h.  die  Vielfachheit  hi  der  bezüglichen 

Stelle  erniedrigt  ist.     Man  lässt  dann  y,  fest  und  geht  mit  einer  reciproken 

Substitution  x^  =  x — \/ji  —  yio  weiter. 

Das  Schema  dieser  Operationen  ist,  wenn  man  1. 1^,  ...  Substitutionen 

zusammenfasst,  das  folgende: 

/dY\  (x— xj'-i  /  d'-iy  \       , 

y  =  y„+(x-x,)(^j+...  +  ^^3y-(^+(x-xJ.x., 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 
Dabei  werden  auch  die  Grössen  Xj,  x.,.  x^,  ...  rationale  Functionen  von 
X,  y.  Die  letzte  Gleichung,  die  sich  auf  eine  einfache  Stelle  x^  =  x^u, 
x^+i  ==  x.j+i.y  bezieht,  gestattet  eine  Entwicklung  von  x,,+v  nach  auf- 
steigenden ganzen  Potenzen  von  Xq  —  x,,,,  =  t,  und  hieraus  ergeben  sich 
Entwicklungen  derselben  Art  für  x — x^  und  y  —  y^: 

x— x„  =  af^  +  a^t^+^H , 

y  — y,  =  bt'5  +  b,t'5+i+...; 
und  daraus  wieder 

y  — Jo  =  A(X  — Xj'ä/a,^  A,(x-xj('5+')'«+  .... 

Die  letzte  Reihe  wird  nach  gebrochenen  Potenzen  (a^-l)  fortgehen,  so- 
bald in  dem  obigen  Schema  die  erste  Reihe  von  1  Operationen  nicht 
ausreicht.  —  Die  Weierstrass'sche  Analyse  (2)  unterscheidet  sich  von 
der  vorstehenden  nur  durch  öftere  Benutzung  von  linearen  Transforma- 
tionen. Das  Stolz 'sehe  Verfahren  (1),  Math.  Ann.  8,  ist  von  dem  hier 
besprochenen  ebenfalls  nicht  wesentlich  verschieden;  nur  dass  Stolz, 
auf  Plücker's  Theorie  der  algebraischen  Curven  zurückgreifend,  direct 
die  successiv    einzufühi-enden  Differentialbeziehuugen   für  f  in  der  singu- 
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lären  Stelle,  insbesondere  die  Gleichungen,  welche  den  li-punktigen  Schnitt 
mit  einer  Geraden  aussagen  (den  Anfangsgliedern  der  transformirten  Glei- 
chungen entsprechend),  untersucht  und  zu  diesem  Zweck  die  Transforraa- 
tionsreihe  einführt.  Der  Grundgedanke  des  Verfahrens  tritt  hierdurch 
mehr  in  den  Hintergrund. 

7.     Der  hier  eingeführte  Parameter  t  hat  die  Eia-enscliaft,   dass   er  Element 

^  ^  "f'*""  Zweig 

eine  rationale  Function  von  x,  y  ist,  deren  Werte  eindeutig   auf  die  Ge-«'«^'^ Gebildes. 

Auflösung 

samtheit  derjenigen   Wertsysteme   x,  y  bezogen   sind,    welche  durch   den  na<^ii  Briii. 

Cyklus   von   et  Reihen  y  —  y^  =  A(x  —  x^y^'"--\ ,    in   einer   endlichen 

Umgebung  von  x^,,  y^,  ausgedrückt  sind.  Das  Letztere  leistet  schon  jeder 
Parameter  -,  welcher  mit  t  durch  eine  Beziehung  -  =:  t[t],  wo  [t]  eine 
Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  t  mit  nicht  verschwindendem 
constantem  Gliede  ist,  verbunden  ist;  z.B.  -  =  (x  —  x^^)^  "■;  nur  dass 
ein  solches  x  im  allgemeinen  keine  rationale  Function  von  x,  y  ist. 
Die  Verwendung  des  nur  auf  dem  (cyklischen)  Zweig,  nicht  auf  der 
ganzen  Curve,  eindeutigen  Parameters  z  =  (x  —  x„V'"  kommt  schon  bei 
Puiseux  vor;  aber  erst  Riemann  betrachtet  diesen  Ausdruck  als  das 
ünendlichkleine  erster  Ordnung  für  den  Zweig.  Systematisch  ist  t,  und 
in  den  späteren  Vorlesungen  die  obige  Function  t,  erst  von  Weier- 
strass  verwendet  worden. 

Während  nämlich  die  Reilie  für  y  nach  gebrochenen  Potenzen  von 
X — x^  zunächst  nur  ein  „Functionseleraent  von  y"  wiedergiebt,  definiren 
bei  Weierstrass  die  Ausdrücke  von  x — x^  und  y  —  y^  durch  t  oder  t 
für  genügend  kleine  t  zugleich  die  ganze  Umgebung  der  Stelle  x^,  y^ 
des  algebraischen  Gebildes  im  einzelnen  Zweige,  ohne  Auszeichnung 
einer  der  Variabein,  sogar  bei  rationaler  1-1-deutiger  Transformation  der 
Variabeln  x,  y.  Er  definirt  so  ein  „Element  des  algebraischen  Gebildes", 
das  durch  1-1 -deutige  Transformation  immer  wieder  in  ein  einziges  „Ele- 
ment''  übergeht,  mit  der  Eigenschaft  der  Continuität. 

Denn  zunächst  lässt  sich  für  einen  einfachen  Punkt  nach  Cauchy  die 
Entwickelbarkeit  der  Coordinaten  nach  t,  und  damit  die  Continuität,  erwei- 
sen. —  Weierstrass  benutzt  übrigens  zu  diesem  Zweck  seinen  ,,Vorberei- 
tungssatz^  (s.  Abb.  aus  der  Functionenlehre,  S.  113),  wonach  eine  Po- 
tenzreihe von  X ,  x^,  . . .,  x,„  die  für  x  =  x^  =  •••==  Xq  ^  0  verschwindet, 
aber  für  x^  =  •  •  •  =  x„  t=  0  und  beliebige  x  nicht  verschwindet,  sich  in 
zwei  Factoren 

[x^+x/^-i@^(_x„  ...,  x.,)H h@^(x.,  ...,  x„)].©(x,  X,,  ...,  X,.) 

spalten  lässt,  wo  @  eine  Potenzreihe  mit  nicht  verschwindendem,  @p...,0^ 
solche  mit  verschwindenden  constanten  Gliedern  sind.   —  Für  ein    durch 
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rationale  Transformation  entsprechendes  Element  gilt  dasselbe.  Für  eine 
mehrfache  Stelle  aber  zeigen  die  quadratischen  Substitutionen,  indem  sie 
die  ganze  Umgebung  der  Stelle  wiedergeben,  dass  sich  diese  Umgebung 
in  jene  Elemente  zerlegen  lässt. 

Gestützt  auf  denselben  „Vorbereitungssatz"  von  Weierstrass 
schlägt  Brill  (3),  um  zu  den  Entwicklungen  an  einer  singulären  Stelle 
zu  gelangen,  einen  Weg  ein,  der  die  Existenz  einer  Entwicklung  an 
einer  einfachen  Stelle  nicht  voraussetzt.  Vermöge  jenes  Satzes  lässt 
sich  nämlich  die  Form  f(x,  y)  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz- 
reihe ot(x,  y)  mit  nicht  verschwindendem  constantem  Glied  (nötigenfalls 
nach  einer  linearen  Transformation)  in  die  Gestalt  bringen 

ai  =  i'==  yh  +  yh-ix5|S,(x)  +  yh-2x^^\(x)H hx-^^hCx), 

wo  die  ^i(x)  Potenzreihen  in  x  sind.  Diesen  Ausdruck  zerfällt  Brill 
in  das  Product  von  h  Linearfactoren  in  y,  indem  er  diese  Operation 
durch  Bestimmung  ihres  Gültigkeitsbereiches  in  der  Umgebung  der  Stelle 
x  =  0  rechtfertigt.  Hat  das  Glied  niedrigster  (hter)  Dimension  (in  x,  y 
zusammen)  von  f  nur  ungleiche  Linearfactoren,  so  ergiebt  eine  (suc- 
ccssive)  Spaltung  von  f  in  seine  h  Linearfactoren  direct  die  h  Entwick- 
lungen. Tritt  aber  die  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks  auf,  so  lässt  sich 
ein  Algorithmus  angeben,  der  die  Anwendung  des  Newton'schen  Paral- 
lelogramms ersetzt,  und  vermöge  dessen  man  zu  einer  Transformation  von 
der  Form  x^x'p,  y  =  y'x'''  gelangt,  nach  deren  Anwendung  die  wei- 
tere Spaltung  wieder  erfolgen  kann.  Bei  Wiederholung  des  Verfahrens 
gelangt  man  immer  zu  einem  Abschluss,  der  die  gewünschte  Zerlegung 
von  f  in  h  Linearfactoren,  und  damit  die  h  Entwicklungen  in  allen 
Fällen  liefert. 

Der  Unterschied  dieses  Beweisverfahrens  von  den  anderen  besteht 
also  darin,  dass  Brill  alle  Operationen,  die  auf  die  Entwicklungen  führen, 
nicht  an  der  Gleichung,  sondern  an  einer  ganzen  Function  von  zwei  Varia- 
bein vornimmt. 

In  Bezug  auf  das  Gebilde  f=0  repräsentirt  das  Weierstrass"sche 
„Element  des  Gebildes"  das,  was  Gayley  einen  „superlinearen  Zweig" 
der  Curve  f=0  genannt  hat,  Noether  kurzweg  einen  „Zweig"  der 
Curve,  Halphen  „cyklische  Gruppe"  oder  „cyklischen  Zw^ig".  Die 
„partiellen  Zweige"  Cayley's,  die  den  a  einzelnen  Gliedern  des  Cykels 
y — y^  =  5j}^x^/'^)  entsprechen,  kommen  bei  Weierstrass  nicht  vor, 
wohl  aber  bei  Halphen  (1),  der  dieselben  nach  Puiseux  in  Gruppen 
und  Untergruppen  ordnet,  was  mehr  der  analysis  situs  der  Riemann'- 
schen  Flächen,  als  den  projectiven  Zielen  entspricht. 
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B.    Anwendiiiig  auf  Multiplicität.    Verwenduiis?  des  aussenvesentliclien 
Factors  der  Discrimiuante  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 

8.    Die  Aviclitiffste  Anwendunö^  der  besprochenen  Entwickluns;en  bczichtM"'t'P'''i'»t 
sich  auf  die  Bestimmuna;  der  Multiplicität,  mit  welcher  eine  singulare  ^ei  Cayiey 
Stelle  in  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  Curven  f^^O,  cp  =  0  eingeht,     strass. 
Geht    man   mit  Cayley,   Smith  etc.    von  der  Definition   der  Resultante 
durch  das  Product   der  Differenzen  der  Wurzeln  yi,.  -/j;  von  f(x,  y)  =  0, 
(p(x,  7])  =  0  aus,  d.  h.  (bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor)  vom  Product 
der  Werte  (p  (x,  yji),  so  ergiebt  der  a-fache  snpcrlineare  Zweig  von  f  =  0 
das  Product  cp(x,  y^)  ...  C5(x,  y,^),  wo  y, ,  ...,  y„  die  a  Werte  von  y  aus 

y— yo  =  A(x-xj5/«+... 

sind,  und,  indem  jeder  der  a  Factoren  dieses  Products  auf  die  gleiche 
Potenz  (x  —  ^y^"'  erhoben  vorkommt,  die  Potenz  (x — x^)'' in  der  Resul- 
tante. X  ist  dann  die  gesuchte  Multiplicität;  eine  Bemerkung,  die  Stolz  (2), 
Math.  Ann.  XV,  unter  Einführung  der  Nr.  13  zu  besprechenden  „kriti- 
schen" Exponenten  noch  genauer  nachzuweisen  für  nötig  hält.  Cayley 
führt  formal  auch  gebrochene  Multiplicitätcn  ein,  die  sich  auf  seine  par- 
tiellen Zweige,  einzeln  genommen,  beziehen.  Führt  man  wieder  die 
unabhängige  Variable  t  (s.  Nr.  7)  ein,  so  steigt  jeder  der  obigen  7.  Fac- 
toren schon  auf  die  xte  Potenz  in  t;  man  wird  daher  zweckmässig  mit 
Weierstrass  (2)  die  Multiplicität  als  die  Potenz  von  t  im  ersten  Gliede 
desjenigen  Ausdrucks  definiren,  der  aus  cp(x,  y)  durch  Einsetzen  der 
Potenzentwicklungen  von  x.  und  y  nach  t  entstellt.  Dies  ist  indess  die 
Weierstrass'sche  Definition  nur  in  einem  speciellen  Fall;  der  allgemeinere 
bezieht  sich  auf  eine  rationale  Function  s  =  (p(x,  y)/'!»  (x,  y),  für  diese 
ist  die  „Ordnungszahl"  x  des  Elementes  vonf=0  gleich  der  Differenz 
der  Multiplicitäten  in  Bezug  auf  'si  =  0  und  auf  6  =  0.  Für  die  Func- 
tion s,  der  man  in  dem  betrachteten  Element  x  einfache  Nullstellen  zu- 
schreibt, erhält  man  dann  einen  bestimmten  „Grad"  K,  der  die  Anzahl 
derjenigen  Stellen  angiebt,  wo  s  überhaupt  in  dem  algebraischen  Gebilde 
irgend  einen  gegebenen  Wert  in  erster  Ordnung  annimmt.  Zum  Beweise 
der  Unabhängigkeit  jener  Zahl  K  von  dem  Werte  von  s  bedient  sich 
Weierstrass  der  Resultante  G''(s,  x)  von  f  und  cp  —  s'^,  mit  einem  Grenz- 
übergang aus  der  Umgebung  der  singulären  Stelle  x^,  y^  in  diese  selbst; 
nur  für  den  Satz,  dass,  wenn  <];  =  1  und  f  und  tp  von  den  Ordnungen 
n,  n,  ohne  gemeinsame  Schnittpunkte  im  Unendlichen  sind,  dieser  Grad 
gleich  nUj  ist,  wird  auch  die  Wirkung  der  auflösenden  quadratischen  Substi- 
tutionen auf  die  Resultante  benutzt.    Der  „Grad"  ist  übrigens,  geometrisch 
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zu  reden,  nichts  anderes,  als  die  Anzahl  der  beweglichen  (von  s  abhän- 
gigen) Schnittpunkte  von  f  =  0  mit  einer  Curve  des  Büschels  cp  —  s'|i  ^  0. 
Muitipiicität  9_     YüT  diese  Eliminationssätze  bei  singulären  Curven  finden  sich  in 

bei  Halpneii.  ° 

allen  bezüglichen  Theorien  die  Aequivalente.  Ilalphen  spricht  den  Satz 
für  den  Grad  einer  rationalen  Function  s  in  der  Form  aus  ((7)  und  (10), 
Part.  II),  dass  die  Summe  der  Ordnungszahlen  aller  Zweige  der  Cmve  für 
die  Function  s,  die  negativen  Zahlen  für  s^oo  mitgerechnet,  zu  0  wird, 
und  beweist  dies,  indem  er  die  Resultante  aus  f  und  cp  doppelt  aus- 
wertet, einmal  durch  die  an  den  endlichen  Stellen  x^  gültigen  Reihen,  so- 
dann durch  die  Entwicklung  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  nach  Liou- 
ville(J.deMath.VI)undMinding(J.f.M.  22)(s.  Ref.III,  21).  Ralphen 
verwendet  in  allen  seinen  citirten  Arbeiten  die  Cayley'sche  algebraische 
Definition  der  Muitipiicität  aus  dem  Product  der  Wurzeldifferenzen;  sie  ist, 
in  geometrischer  Ausdrucksweise,  gleich,,  der  Summe  der  Ordnungen  der 
unendlich  kleinen  Segmente,  welche  von  den  beiden  Curven  auf  einer  Se- 
cante  ausgeschnitten  werden,  deren  Distanz  von  der  singulären  Stelle  ein 
Unendlichkleines  erster  Ordnung  ist".  Als  unmittelbare  Folgerung  ergiebt 
sich  ((1) — (6)),  „dass,  wenn  die  Stelle  li-fach  für  f,  i-fach  für  cp  ist, 
die  Muitipiicität  gleich  hi-f-M'  wird,  wo  M'  als  die  Summe  der  Ord- 
nungen der  Berührungen  aller  partiellen  Zweige  von  f  mit  allen  solchen 
von  cp  bezeichnet  werden  kann".  Halphen  sucht  (5)  diesen  Satz  auch 
zur  Erlangung  allgemeiner  Formeln  zu  verwenden,  indem  er  die  Pain- 
vin'sche  Fragestellung  aufgreift:  wenn  man  die  in  den  Gliedern  hter, 
(h+l)ter,  .  .  .,  iter,  (iH-l)ter,  ...  Dimension  in  x  —  x^,  y — y^  von 
f  und  cp  als  Factoren  etwa  enthaltenen  Potenzen  von  x  —  x^  kennt, 
aus  deren  Exponenten  die  Muitipiicität  zusammenzusetzen.  Die  Frage 
selbst  setzt  schon  voraus,  dass  nicht  noch  weitere  Specialisirungen 
von  f  und  cp  vorhanden  sind;  und  auch  dann  wird  nur  erst  ein  Unter- 
fall erledigt.  Ilalphen  transformirt  —  wie  de  la  Gournerie,  der  auf 
diesem  Wege  in  einer  Reihe  von  Fällen  vorangegangen  ist  —  die  Curven 
f  und  cp,  wenn  etwa  die  Zweige  beider  bei  x  =  0,  y  =  0  im  ersten 
Gliede  der  Entwicklung: 

y  =  AxÄ'a+...,    ß>7. 

übereinstimmen,  in  zwei  neue  Curven  mittelst  der  irrationalen  Substitution 

c  =  x''/%     r^  =  y  — Aa, 
und  setzt  die  Muitipiicität  des  Schnittes  aus  einer  von  a  abhängigen  Zahl, 
aus  einem  weiteren,  complicirteren  („premier  surcroit"  genannten),  von  ß 
abhängigen  Teil,  und  aus  der  Muitipiicität,  die  sich  entsprechend  auf  die 
transformirten   Curven   bezieht,    zusammen.     Das   Mittel    selbst  ist  nicht 
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wesentlich  von  der  Verwendung  des  Newton 'sehen  Parallelogramms  oder 
von  der  Minding'sclien  Methode  für  einen  unendlich-fernen  singulären 
Punkt  (J.  f.  M.  22,  s.  Ref.  III,  Nr.  21)  verschieden,  indem  Ilalphen  immer 
auf  die  Vergleichung  der  Ordnungen  des  Unendlichkleincn  sich  stützt. 

\0.     Die  Noether'sche  Methode  (3)  giebt  ebenfalls  eine  Zusammen- ""."Jp''«;''''' 

^    ^   °  bei  Noether. 

Setzung  der  Multiplicität  aus  Teilen,  nur  aus  elementareren,  und  ohne  Be- 
nutzung der  Ordnungen  des  Unendlichkleinen.  Mit  Rücksicht  auf  die 
geometrische  Interpretation  und  unter  Zusammenfassung  der  Resultate, 
die  aus  der  in  Nr.  6  besprochenen  Methode  folgen,  wird  zunächst  der 
Punkt  X  =  y  =  0  von  f,  wo  die  Entwicklung  von  f  nach  aufstei- 
genden Dimensionen  f  ^  fh(x,  y)-f-f|,_|.i-| mit  einem  Glicde  fh  be- 
ginnt, dessen  h  lineare  Factoren  alle  von  einander  verschieden  sind,  kurz- 
weg als  h-facher  (statt  „gewöhnlicher"  h-facher)  Punkt  bezeichnet,  bei 
anderem  Verhalten  des  niedrigsten  Gliedes  f^  aber  als  h-elementiger 
Punkt  von  f.  Die  einzelneu  „Elemente  des  Punktes"  sind  den  h  Factoren 
von  fh  zugeordnet.  Ist  fh  ^  (y  —  a^x)^'...(y — arX)^"",  a, ,...,  a,.  end- 
lich, so  wird  die  durch  y,  =  y/x  transformirte  Curve  f(i)(x,  y,)=0  auf 
x  =  0  r  verschiedene  Stellen  y^i^a^,  ...,  y^=ar  enthalten  und  von 
x^O  daselbst  bezw.  jjLj-,  ....  [Xr-punktig  getroffen  werden;  und  diese 
Stellen  werden  bezw.  h,-, ...  hr-elementig  sein,  wo  hj^jXj. 

Für  die  Resultante  zweier  Curven  f,  o  von  den  Ordnungen  n  und  n^, 
von  denen  cp  die  Stelle  x  =  y  =  0  zur  i-elementigen  hat,  beweist  man 
nun,  dass  der  auf  diese  Stelle  bezügliche  Factor  die  Potenz  hi+M'  hat, 
wo  M'  die  Summe  der  Multiplicitäteu  für  die  transformirten  Curven  f^'),  cs^^^ 
an  den  Stellen  x  =r  0,  yj  =  a^ ,  . . .,  ar  ist,  welche  für  cp(')  bezw.  i,-,  . . .,  i,.- 
elementig  seien  (ij  >  0).  Nach  dem  einfachen  Beweise  von  (3),  weiter  aus- 
geführt in  (4),  ist  die  durch  Elimination  der  homogen  machenden  Variabein 
aus  f  und  cp  entstehende  Resultante  in  y/x  vom  Grade  nn^ — hi  und  iden- 
tisch mit  der  durch  Elimination  von  x  aus  f^^^,  cp^^^  entstehenden  Resultante 
in  y,.  Nach  demselben  Schlüsse  wird  M' =  2lijij  +  M",  wo  sich  M"  auf 
die  Multiplicitäten  der  Transformirten  von  f('\  ©0)  an  den  entsprechenden 
Stellen  bezieht,  u.  s.  w.  Somit  ergiebt  sich  für  die  Gesamtmultiplicität  des 
Schnittes  von  f  und  o  an  der  Stelle  x  =  y  =  0  eine  Formel  2lhi;  d.  h. 
dieselbe  ist  gleich  der  Summe  der  Vielfachheiten  von  f,  z>  in  x  =  y  =  0 
und  aller  successiv  durch  die  Transformation  abgeleiteten  Curvenpaare  an 
den  entsprechenden  Stellen,  wenn  man  diese  Stellen  alle  nur  als  viel- 
fache ohne  paarweise  gemeinsame  Tangentenrichtungen  zählt. 

Noether  hat  für  diesen  Sachverhalt  noch  folgende  Ausdrucks- 
weise.     Von    f  wird    gesagt,    dass    diese   Curve   in   x  =  y  =  0    einen 
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h-fachen  Punkt  und.  diesem  Punkt  in  der  Richtung  y — ajX  =  0  benach- 
bart, einen  hj-elementigen  Punkt  (von  der  Singularität  wie  für  f'-^))  besitze. 
Indem  man  annimmt,  dass  auch  dieser  Punkt  sich  wieder  weiter  zerlegt 
u.  s.  w.,  lautet  der  obige  Satz:  Zu  einer  Reihe  "wie  für  gemeinsamen  h-, 
hj,  ...  ^fachen",  bezw.  i-,  i^-,  ...  ^.fachen''  Stellen  von  f  und  cp  gehört 
die  Multiplicität  2ilii,  gleichviel  ob  diese  Stellen  getrennt  oder  teilweise 
oder  alle  benachbart  (zusammengerückt)  liegen. 
'*^auf^die°^'  11.     Der  Vortcü  dieser  geometrischen  Ausdrucksweise  besteht  ein- 

'^a^gebrat*'^  ^^^^  darin,  dass  dieselbe  unabhängig  ist  von  den  Specialisirungen,  welchen 
^''^loMn.'"^  ™^i^  die  die  Singularität  auflösende  Substitutionenreihe  in  Nr.  6  unter- 
worfen hat;  zweitens,  was  wichtiger  ist,  darin,  dass  es  möglich  wird, 
alle  Sätze  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  auch  für  beliebig 
singulare  ebene  Curven  in  derselben  Form  auszusprechen,  wie  für  die 
nicht-singulären  Curven,  und  zwar  derart,  dass  die  Ausdrucksweise  auch 
den  einfachen  Weg  zur  Ausführung  der  zugehörigen  Operationen  un- 
mittelbar vorzeichnet.  Was  das  erstere  betrifft,  so  sind,  wie  in  Nr.  6 
gesagt,  z.  B.  statt  der  speciellen  auch  die  allgemeinen  quadratischen  Cre- 
mo na- Substitutionen  sogleich  verwendbar  und  führen  zu  genau  derselben 
Zusammensetzung  der  Multiplicität j  in  dieser  Weise  ist  das  Verfahren 
besonders  für  die  Behandlung  der  Singularitäten  in  der  reinen  Geometrie 
und  für  Fragen,  welche  sich  nicht  nur  auf  den  einzelnen  Zweig, 
sondern  auf  die  ganze  Curve  beziehen,  verwendbar.  Die  geometrische 
Auffassung  hat  sich  ferner  in  der  Zurückführung  auch  der  singulären 
Cremo na- Transformationen  auf  eine  Reihenfolge  von  quadratischen  (Noe- 
ther,  Math.  Ann.  V)  bewährt,  sodann  in  der  Ausdehnung  der  Brill- 
Noeth  er 'sehen  Theorie  der  algebraischen  Functionen  auf  singulare  ebene 
Grundcurven  (Math.  Ann.  VII).  Hier  werden  allgemeingültig  die  „zurGrund- 
curve  fu  adjungirten"  Curven  mter  Ordnung  ^,  insbesondere  die  <p  (für 
m  =  n  —  3)  als  diejenigen  Curven  definirt,  welche  jeden  h-fachen  Punkt 
von  f  zum  (h — l)-fachen  Punkt  haben,  wiederum  ohne  Rücksicht  auf 
die  Lage  dieser  Punkte.  Ist  also  die  Stelle  singulär  für  f  und  h-ele- 
mentig,  so  wird  man  den  Curven  m  ter  Ordnung  zunächst  daselbst  einen 
(h — l)-fachen  Punkt  geben,  dann  der  Transformirten  'V'^  von  d»  in  jeder 
entsprechenden  hj-elementigen  Stelle  von  f(*)  einen  (hj — l)-fachen  Punkt 
u,  s.  w.     Für   den  Schnitt   mit   den  Curven  cp  erhält    man  so    die    Zahl 

2p— 2  =  n(n  — 3)  — 2h(h  — 1). 
Man  beweist  dann  (Brill-Noether,  oder  Noether  (4)),  dass  diese  ad- 
jungirten  Curven    auf  f  Vollscharen  ausschneiden,   d.  h.  den  „Restsatz", 
und  hat  damit  die  Ausdehnung  aller  Sätze    und   Formeln   auf  die  singu- 
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lären  Fälle.  —  Bei  Letzterem  (5)  ist  diese  Ausdehnung  aucli  dadurch  be- 
gründet, dass  der  specielle  Fall  des  „Fundamentalsatzes",  der  zum  Restsatz 
führt,  für  singulare  Curven  bewiesen  wird. 

Die  eben  angeführte  Formel  für  p  kommt,  mit  Hülfe  derselben  Sub- 
stitutioneureihe,  aber  aus  einer  anderen  Formel  für  p  (s.  Xr.  17)  herge- 
leitet, gerade  so  bei  Weierstrass  vor,  der  jedoch  nur  die  Sonderung  und 
Darstellung  je  eines  Zweiges  beabsichtigt,  während  Noether  die  Trans- 
formation des  ganzen  algebraischen  Gebildes  auf  eine  nicht-singuläre  ebene 
Grundcurve  —  und  in  Folge  dessen  u.  A.  auch  auf  die  Normalcurve  der 
o  —  im  Auge  hat.  "Würden  statt  der  hierbei  benutzten  quadratischen  Sub- 
stitutionen noch  allgemeinere,  nur  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Curve  f==0 
eindeutig  umkehrbare  Substitutionen  verwendet,  deren  Basiscurven  zugleich 
keine  andere  specielle  Lage  gegen  f  =  0  haben,  als  dass  ihr  Fundamen- 
talpunkt an  der  singulären  Stelle  von  f=()  liegt,  so  könnte  man  durch 
Wiederholung  der  Transformation  sogar  auf  eine  Curve  kommen,  welche 
nur  noch  gewöhnliche  Doppelpunkte  enthält.  Dies  zeigen  noch  explicit 
Bertini  (3),  und  neuerdings  Simart  (C.  R.  Mai  1893)  und  Poincare 
(C.  R.  Juli  1893)  (s.  auch  Änm.  zu  Nr.  2).  Halphen  leitet  übrigens 
(10)  diesen  Satz  aus  den  Reihenentwicklungen  her,  indem  er,  wie  Weier- 
strass, eine  rationale  Function  u  von  x,  y  bestimmt,  welche  in  jedem 
Cyklus  eines  singulären  Punktes  irgend  eine  vorgegebene  Entwicklung  bat, 
und  spricht  denselben,  unter  Einführung  von  x,  y,  u  als  Coordinaten  im 
Räume,  in  der  Form  aus,  dass  die  singulare  ebene  Curve  als  Perspective 
einer  Raumcurve  erhalten  werden  kann,  die  keine  vielfachen  Punkte  hat 
(oder  auch  einer  solchen,  die  an  einer  Stelle  einen  vielfachen  Punkt  mit 
nur  einfachen  Zweigen  hat,  u.  s.  w.).  —  Dass  die  erwähnten  Anwendungen 
sich  ausschliesslich  auf  den  ausserwesentlichen  Factor  der  Discriminante 
beziehen,  wird  in  Nr.  14 — 17  besprochen  werden.  —  Aus  der  obigen 
Formel  für  p  folgt  auch  die  Guccia'sche  Formel  für  die  durch  eine  Sin- 
gularität im  allgemeinen  absorbirte  Anzahl  C  der  Constanten  in  der  Glei- 
chung einer  Curve:  C  =  M — P,  wo  M  die  Multiplicität  des  Schnitte 
zweier  Curven  mit  der  gegebenen  Singularität  an  der  betreffenden  Stelle 
ist,  P  die  Reduction  in  p.  Zum  Beweise  genügt  die  Formel 
ih(h+l)  =  h--ih(h-l). 

1"2.     Zu  den  Multiplicitätsuutersuchuugen  ist  noch  ein  anderes  Pro-  Rationale 

'■  ^  Processe. 

blem  hinzugekommen,  nämlich  das:  jene  Zahlen  auf  rationalem  Wege 
zu  bestimmen,  ohne  vorher  die  Zweige  der  singulären  Stelle  von  einander 
zu  trennen,  ja  ohne  diese  Stelleu  selbst  zu  isoliren.  Für  die  Transfor- 
mationsmethode hat  diese  Absicht  Noether  (4)  erreicht,  nachdem  Raff y 

Jaluesber.  d.  Deutscheu  Matheiu. -Vereinigung.     111,  25 
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(Ann.  de  FEc.  Norm.,  1883,  und  Math.  Ann.  23)  aus  den  Reihen  den 
Weg  zu  einer  rationalen  Herstellung  der  Zahl  p,  freilich  vermöge  ihrer 
Definition  aus  den  Verzweigungspunkten,  gezeigt  hatte  (neuerdings.  Bull. 
Darhoux  1893,  für  p  und  die  adjungirten  Curven  analog  von  Tikho- 
mandritzky).  Direct  wird  die  Aufgabe  in  den  oben  erwähnten  Pain- 
vin'schen  Noten  und  in  ähnlicher  Weise  von  Brill  (2)  angegriffen. 
Statt  der  Resultante  von  f,  (p  werden  Formen  O  gesucht,  für  welche 
(I)  =  Xf+[i,cp  ist,  und  0  =  0  mit  f=0  an  der  singulären  Stelle 
keine  Tangentenrichtung  gemein  hat.  Im  Fall  eines  einfachen  Punktes 
von  f  und  cp  erhält  so  Brill  die  Bedingungen  für  eine  höhere  Osculation 
von  f  mit  cp;  im  allgemeinen  Fall  besteht  dessen  systematisches  Ver- 
fahren darin,  cp  durch  ^  =  f 'cp  —  cp'f  zu  ersetzen  (wobei  f '/<p'  das  reducirte 
Verhältnis  fh/cpi  der  Glieder  niedrigster  Dimension  von  f,  cp  ist)  und  diesen 
Process  analog  fortzusetzen. 

C.    Charakteristische  Zahlen  eines  Zweiges. 

charakte-  13.     Denkt  man    sich   die  in   Nr.  G    beschriebene  Reihenfolge  von 

ristische 

Zahlen.  Operationen  an  f  zugleich  an  der  resultirenden  Entwicklung  von  y  —  y^ 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (x  —  x^)!/"  ausgeführt,  so  erhält  man, 
wie  Königsberger  1.  c.  zeigt,  einen  genaueren  Einblick  in  die  Structur 
der  dort  erwähnten  Transformationen  und  in  den  Zusammenhang  der  Zahlen 
1,  1, ,  lo,  •  •  •  mit  einzelnen  ausgezeichneten  Gliedern  der  Entwicklung. 
Die  Darlegung  dieses  Zusammenhangs  führt  von  selbst  (s.  Noether  (6)) 
zu  einem  wichtigen  Fortschritt  in  den  auf  die  Reihenentwicklungen  zu 
gründenden  Formeln,  welchen  Halphen  und  Smith  gemacht  haben. 

Die  Entwicklung  eines  Zweiges  Z  von  f  =  0,  zur  Stelle  x  =  y  =  0 
gehörig,  steige  nach  ganzen  Potenzen  von  x'/^.  und  beginne  mit  dem  Glied 

y  =  x^ßi-\ ,  d.  h.  der  Zweig  von  f  werde  von  x  =  0  in  X,,  von  y  =  0 

in  X  Punkten  getroffen;  für  X  >>  X,  ist  Xj  die  Vielfachheit  des  Zweigs, 
y  =  0  die  Tangente.     Sei  nun 

X  =  1X,+X,,,    X^  =  1,  X^^-f-Xj,     .   .   .,    Xq_2  =  lq— 2^q— l  +  ^qj     ^>q— 1  =  Icj-l  Xq 

(Xq+i  =  0,  Xi+i  <  Xi ,     li ,  Xi  ganze  Zahlen), 
so  werden  die  in  Nr.  6  angeführten  zusammengesetzten  Substitutionen: 
y  =  x'x^,      x  =  x\x,,      .    .    .,      Xq_2  =  X^-JXq, 

wobei  q — 1  der  q  so  transformirten  Curven  X^-,  Xj -,...,  Xq-fache  Zweige 
bezw.  in  X  =  Xj  =  0,  Xj  =  x^  ^  0,  . . . ,  Xq_2  =  Xq_i  =  0  erhalten;  die 
qte  Curve  F  aber  besitzt,  wegen  Xq+i  =  0,  einen  entsprechenden  Zweig 
in  Xq_i  =  0,  Xq  =  c  (c  verschieden  von  0  und  ex:)).    Diese  ganze  Reihen- 
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folge  von  1+1,  H hlq-i  quadratischen  Substitutionen  wird  somit  durch 

nur  zwei  Zahlen,  X  und  X, ,  charakterisirt.  —  Während  dann  für  k,^  =  1 
ein  einfacher  Punkt  von  F,  also  ein  Ahschluss  erlangt  ist,  erhält  man 
für  X,,>>1  einen  Zweig  Z'  von  F,  zu  dem  wieder  zwei  Zahlen  tx  und  |x, 
(ijL^a,)  gehören,  von  denen  die  kleinere  die  Vielfachheit  des  Zweiges, 
die  andere  die  Zahl  der  Schnittpunkte  mit  der  Tangente  bedeutet,  und 
Avo  fi.,=}.q  ist.  Aus  diesen  beiden  Zahlen  fx,  a,  erhält  man  wieder 
eine  Reihenfolge  von  Transformationen  und  gelangt  zu  zwei  neuen  Zahlen 
V,  V, .  von  denen  eine,  v,,  der  grösste  gemeinsame  Factor  von  a,  itj 
ist:   u.  s.  w. 

Bildet  man  die  Formel  für  das  Geschlecht  p  nach  der  in  Xr.  11 
besprochenen  Methode,  so  wird  sich  die  Summe  rechts  in  eine  solche 
zusammenziehen,  die  nur  von  den  Zahlenpaaren  X,  X,;  »x,  jx^;  ...  abhängt 
(Xoether  (6));  und  zwar  wird  die  vom  Zweige  Z  an  der  Zahl  p  be- 
wirkte Reduetion 

n  =  -i(x,-i)-f-ix(x,-i)+i!x(fx,-i)+iv(v,-i)+.... 

Da  aber  in  diesem  Ausdruck,  sobald  einige  successive  unter  den  Di\d- 
soren  X,,  [Xj ,  v, ,  ...  einander  gleich  Averden,  nur  die  Summe  der  mit 
denselben  bezw.  gepaarten  Zahlen  X,  ix,  v,  ...  auftritt,  so  genügt  es,  die 
folgenden  Combinationen  jeuer  Zahlen  als  charakteristische  Zahlen 
des  Zweigs  einzuführen: 

A,  a;  Aj,  a,;   ...;  Ai,,  «u, 

wobei  X|  =  A,  X  =  a  gesetzt  ist,  und  A,  =  [x,  der  grösste  gemeinsame 
Teiler  von  A,   a  ist; 

A^,  der  erste  der  Divisoren  v, ,  p, ,  ...,  der  verschieden  ist  von  A,; 

A3  der  erste  weitere  der  Divisoren,  verschieden  von  A^;  etc. 
A>A,>A2>--->>Ah>'Ah+i  =  1; 
7.,  =  der  Summe  der  Zahlen  jx,  v,  p,  ...,  welche  mit  A,  gepaart  sind; 
o..,  =  der  Summe  der  Zahlen  jx,  v,  p,  ...,  welche  mit  A.,  gepaart  sind;  etc. 
Die  Reduetion  fl  von  p  wird  so: 

n  =  \{a-  1)(A-  l)-i-i  iaj(Aj-l). 
j=l 
Die  Reihenentwicklung  aber  erhält  die  Form: 

wobei  nach  Halphen  (10)  mit  [u]  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  ganzen 

Potenzen  von  u  bezeichnet  ist,  deren  constantes  Glied  von  0  verschieden  ist. 

Halphen  (2)   und   Smith  haben   die  hier   ausgezeichneten  Glieder 

25* 
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zuerst  in  ihrer  Bedeutung  erkannt;  Smith  benutzt  die  Zahlen 

A,  A, , ...,  Ah;  Y  =  a,  y,  =  a+a, , ..., -(h  =  a+otjH hcth; 

und  nennt  die  yi/A  die  „kritischen"   Exponenten;  Halphen  benutzt  die 
Zahlen 

A  A^  a  a,   

^  —  'l 5  "T—  —  %y  ■■■■>  Ah  ==  qii ;    -^  —  s ,  -^  —  Sj ,  . . . ,  c(h  —  Sh , 

und   bildet   daraus   die  Sj/qj  =  oij/Aj  als  „charakteristische  Zahlen",   -,'j/A 
als  „charakteristische  Exponenten". 

Aus  den  charakteristischen  Zahlen  eines  Zweiges  erkennt  man  wieder, 
dass  er  von  linearer  Transformation  unabhängig  ist.  Auch  die  Umkehrung 
der  obigen  Reihe  ergiebt  nur  wieder  einen  Zweig,  mit  den  im  wesent- 
lichen mit  den  Aj,  «j  identischen  Zahlenpaaren: 

a,  A;  Ap«, ;  A, ,  a,;  ..., 
so  dass  auch  FI  sich  nicht  ändert.  Daraus  haben  Halphen  (2)  und 
Smith  die  Bedeutung  der  Zahlen  für  die  Entwicklung  zwischen  den 
Liniencoordinaten  erschlossen  (s.  unten  Nr.  15).  In  dem  Ausdruck  für 
die  Multiplicität  einer  Schnittstelle  von  zwei  Curven  f,  cp  erscheinen  eben- 
falls jene  kritischen  Glieder:  wenn  die  charakteristischen  Zahlen  für  den 
schneidenden  Zweig  von  cp: 

A,  a;  A,,  a, ;  ...     (Yj  =  aH-a,  H haj) 

sind,  und  das  niedrigste  Glied,  in  welchem  die  Reihen  für  f  und  co  von 
einander  abweichen,  den  Exponenten 

-|-  +  K-^^     (K>0) 

hat,  so  wird  die  Multiplicität  (s.  z.B.  Halphen  (1)  oder  (10))  zu 


M  =  4^  {aA-i-«.A,+...+ajAj+KAA-,j 


=  «Ä+a^Ä^H haj^-hKAj+iÄj+i, 

ein  Ausdruck,  der  wieder  von  linearer  Transformation  unabhängig  ist 
(Stolz  (2)).  Gehören  die  beiden  Zweige  derselben  Curve  an,  so  wird, 
w^enn  U  und  0  die  Einzelreductionen  an  der  Zahl  p  der  Curve  sind,  die 
Gesamtred uction  in  p:  fln-ri-l-M. 

Die  charakteristischen  Exponenten  einer  Reihenentwicklung  lassen 
sich  natürlich  auch  schon  an  dem  zu  dieser  Entwicklung  führenden 
Puiseux'schen  Verfahren  erkennen;  vgl.  z.  B.  Briot's  Theorie  des 
fonctious  Abeliennes,  §  G,  oder  Brill  (3). 
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D.    Venvendnng  des  wesentliclien  Factors  der  Discriminante.    ZaM  p 
und  Plücker'sche  Gleichuugreu. 

14.     Unter  den  zu  einer  Curve  f  adjungirten  Curven  sind  die  ersten  zweite  Art 

der  Zerle- 

Polaren  von  f  nur  in  projectiver  Hinsicht  ausgezeichnet.     OdwoIu  also  gung  der 
die  Frage,  wie  die  Singularitäten  von  f  in   diese  speciellen  Bezieliungen     nante. 

^  Eigentliche 

eintreten,  nicht  eigentlich    der  Theorie   der   algebraischen  Functionen  an-    und  un- 
gehört,  müssen  wir  doch  darauf  eingehen,  insofern  diejenigen  Eigenschaften  Tangenten, 
der  Polaren,  welche  in  dem  „wesentlichen  Teiler  der  Discriminante"  zum 
Ausdruck   kommen,   den   allgemeinen  Tlieorien  Kronecker's  u.  s.  w.   zu 
Grunde  liegen  und   auch  in  anderen  Theorien  zu  einer  zweiten  Definition 
und  dem  zugehörigen  Invarianzheweis  der  Zahl  p  verwendet  v/erden. 

Die  Vermittlung  zwischen  den  heiden  Plücker"schen  Auffassungen 
einer  Curve,  als  Punktgebilde  f(x)  =  0  und  als  Liniengehilde  F(u)  =  0, 
wird  durch  die  eindeutige  Transformation 

5f         df        di 


ox,       dx^       0X3 
d¥        ÖF        ÖF 


f(x)  =  0, 
F(u)  =  0 


"''""'  ^  du,    '  dn.-,    '  ÖU3 

geleistet.  Die  Klasse  n'  von  f,  oder  die  Ordnung  von  F(u),  wird  dabei 
gleich  dem  Grade  der  Function  Ict^f /5xk  :  -c^'  df/dx^  bei  nicht-speciellen 
c,  c',  d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  mit  den  c  „beweglichen"  Schnittpunkte 
von  f  =  0,  Zck  öf/5xk  =  0,  oder  auch  gleich  der  Anzahl  der  durch  den 
Punkt  c  gehenden  Linien  von  f,  welche  in  Stellen  berühren,  die  mit  c 
beweglich  sind,  der  „eigentlichen"  Tangenten  durch  c.  Nimmt  man  spe- 
ciell  öf/öx,,  =  0,  also  c^  =  c^  =  0,  indem  man  voraussetzt,  da.ss  die 
Lage  des  Coordinatensystems  gegen  die  Curve  keine  Besonderheit  habe, 
so  hat  man  hier  wieder  eine  Zerlegung  der  „Discriminante"  in  zwei  Teile 
(aber  von  ganz  anderer  Art  als  die,  welche  in  den  in  Nr.  4  und  1 1  be- 
sprochenen Betrachtungen  zum  Ausdruck  kommt),  in  einen  „beweglichen" 
und  einen  „festen"  Teil.  Zu  dem  letzteren  gehört  der  ganze  in  Nr.  4 
als  „ausserwesentlicher"  Teiler  bezeichnete  Factor.  Der  „wesentliche" 
Factor  gehört  aber  teilweise  zu  dem  beweglichen,  teÜAveise  zu  dem  festen 
Teile,  spaltet  sich  also  selbst  wieder  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erstere 
von  den  „eigentlichen"  Tangenten  durch  Cj  =  c^  =  0  herrührt,  weshalb 
man  den  zweiten  als  die  „uneigentlicheu  Tangenten"  durch  Cj  ^  c,  ^^  0 
bezeichnend  auffassen  kann  (Noether  (4)). 

15.     Um  die  Anzahlen  für  diese  einzelnen  Teile  zu  bestimmen,  wird  Beziehung 

zwischen 

ein  Satz  benutzt,  welcher  die  PI ücker 'sehen  Zahlen  i\  und  A    für  „Ord- Ordnung  u. 

Klasse  eines 

nung"  (Punktvielfachheit)  und  „Klasse"  (Linienvielfachheit)  eines  Zweiges   Zweiges. 
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in  Beziehung  setzt  und  der  schon  von  Cayley  (1)  angedeutet,  explicit 
aber  von  Halphen  ((2),  p.  42)  und  —  nach  einer  Weierstrass'- 
schen  Bemerkung  —  von  Stolz  (1)  und  bald  darauf  von  Noether  (3) 
ausgesprochen  worden  ist:  „Ist  ein  Zweig  als  Punktort  ein  A-facher, 
und  ist  die  Multiplicität  des  Schnittes  mit  der  Tangente  gleich  a,  so 
ist  der  Zweig  als  Linienort  ein  A'  =  (a  —  A)-facher. "  Man  führt  den 
Beweis,  indem  man  aus  der  Ent^\^cklung  von  y  nach  x  an  der  Stelle 
x  =  y=0,  y  =  ax''-^4- ■••  (7.I>A);  diejenige  für  die  Liniencoordi- 
naten  u,  av,  welche  durch 

ux+y+w  =  0 

definirt  sind,  an  der  Stelle  n  =  0,  w  =  0  ableitet.     Vermöge 

dy  dy 

11  = f-  ,     Av  =  X  — y 

dx  dx 

erhält  pan  eine  Entwicklung 

w  =  a'u''-'(«-^)  H (a'  #r  0), 

und  zwar  wird  hier  et  —  A  der  kleinste  gemeinsame  Nenner  aller  Expo- 
nenten, Avie  entweder  daraus  folgt,  dass  man  von  dem  Linienzweig  wieder 
zum  Punktzweig  zurückgeht,  oder  aus  den  charakteristisclien  Zahlen  der 
letzteren  Entwicklung,  welche  nach  Halphen   und  Smith  zu 

A'  =  7.  — A,  a;  A,,  7.^;  ...;  Ah,  a^ 
werden,  die  sich  also  nur  in  der  ersten  Zahl  von  denen  des  Punktzweiges 
unterscheiden. 

Man   kann   den  Satz   auch    dahin  ausprechen,    dass    ein  Zweig  von 
der    Ordnung  A   und   der  Klasse  A'    von   seiner    singulären    Tangente   in 
A+A'  Punkten  getroffen  wird,  und  dass  an  denselben  von  seinem  sin- 
gulären Punkte  aus  A+A'  eigentliche   Tangenten  gehen. 
Zerlegung  16.    Der  Zweite,   „feste"   Teil  des  wesentlichen  Factors  hat,  soweit 

des    ..festen" 

Factors  derer  von  einem  A-fachen  Punktzweige  von  f  herrührt,  nach  Riemann  den 

Discrimi- 

nante.  Ver- Wert  A  —  1.      Dieselbe  Zahl,    zugleich   aber   auch  die  übrigen  Teile  des 

zweignng. 

Schnittes   von  f  mit   den   Polaren,    ergeben    sich    durch    die  Reihe    von 
quadratischen  Transformationen  dieser  Curven  (Noether  (2)  und  (3);  in 
mehr  geometrischer  Ausführung  bei  Bertini  (1),  (2)). 
Vermöge  y/x  =  y,  wii-d 

f(x,y)  =  x'>fXx,yJ,     4l  =  x'>-i-^; 
oy  cVi 

da  nun  df^/dj^  die  Polare  eines  Punktes  von  x  ^  0  ist,  so  unterschei- 
det sich  der  Schnitt  eines  Zweiges  von  i^^O  mit  öfj/öy,  =  0  von 
dem  mit  einer  beliebigen  Polaren  nach   dem   eben  erwähnten  Satze  um 
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h[  —  h|,    wenn    der  bezügliche  Zweig  von  f^   ein  h,-facher  ist,    aber  h'^ 
Schnittpunkte  mit  x  =  0  gemein  hat.     Somit  folgt : 

„Die  Multiplicität  des  Schnittes  von  f  mit  den  nicht-speciellen  Polaren 
lcköf/c5xk  =  0,  die  zu  einer  singulären  Stelle  von  f  gehört,  ist  gleich 
der  Multiplicität  des  Schnittes  daselbst  von  f  mit  den  zu  f  adjungirten 
Curven,  vermehrt  um  die  Zahl  a>o  =  ^y(A  —  1),  wo  .sich  die  Summe  2^ 
auf  die  verschiedenen  Zweige  jener  Stelle  bezieht."  Es  wird  tUg  =  h — •(, 
wenn  die  Stelle  eine  h-elementige  ist  und  zu  y  Zweigen  gehört. 

Für  die  vollständigen  Schnitte  von  f  mit  den  Polaren  lautet  die  For- 
mel, geschrieben  in  der  Bezeichnung  von  Nr.  10: 

n(n  — 1)  =  Vii(ii_i)4_v  (A  — l)4-n'  =  Ih(h-l)  +  (ü, 
die  Summe  2l  über  alle  mehrfachen  (getrennten  oder  benachbarten) 
Punkte,  Z,  über  alle  mehrfachen  Zweige  von  f  erstreckt.  2l\(.A  —  1) 
heisst  bei  Noether  die  „Verzweigung"  der  singulären  Stelle,  oder  die 
Anzahl  der  daselbst  liegenden  festen  einfachen  Verzweigungspunkte. 
i"j(A  —  l)-|-u'=(ü  ist  die  Zahl  der  Verzweigungspunkte  in  der  Rie- 
m an n 'sehen  x-Fläche,  wenn  x  der  Parameter  eines  gegen  die  Curve  f 
nicht  speciell  gelegenen  Strahlenbüschels  ist.  Dieses  tu  ist  der  Grad  des 
wesentlichen  Teilers  einer  nicht  speciell  genommenen  Discrirainante;  n' 
ist  der  Grad  seines  beweglichen,  ^^(A  —  1)  der  Grad  seines  festen  Tei- 
lers. 2h  (h — 1)  ist  der  Grad  des  ausserwesentlichen  Factors  jener  Dis- 
crirainante. 

Ein  anderer  Weg  zur  Ableitung  derselben  Zahlen  geht  von  der  De- 
finition der  Discriminante  durch  das  Differenzenproduct  n(yi — j^y  aus; 
für  alle  y  werden  die  Reihenentwicklungen  eingesetzt,  insbesondere  die 
eines  A-fachen  Zweiges,  so  dass  man  hier  für  den  festen  Teil  „das 
Doppelte  des  Schnittes  aller  partiellen  Zweige  der  Stelle  mit  sich  selbst" 
(im  Cayley 'sehen  Sinne,  s.  Nr.  8)  erhält.  Diese  Zahl  aber  wird,  ver- 
möge der  quadratischen  Substitutionen,  identisch  mit  Il-f-oi^,  wo 
H  =  2h(h — 1),  für  die  Stelle  genommen  (Nr.  10),  gleich  der  Reduction 
von  2p  ist  und  sich  durch  die  charakteristischen  Zahlen  der  Zweige  der 
Stelle  ausdrückt  (Nr.  13.  Halphen,  (2)  und  (10)). 

17.     Der  ausserwesentllche  Teiler  der  Discriminante,   oder  der  Re-Anwendun- 

■^Gn  des  W6- 

sultante  von  f  und  Zcköf/öx^,  tritt  auch  beim  Schnitt  von  f  mit  allen  "sentiichen 

...  Teilers   iu 

zu  f  adjungirten  Curven  anf.     Insofern  lassen  sich  diejenigen  Lehren  derder  Theorie 
Theorie  der  algebraischen  Functionen,  welche  an  die  zu  f  adjungirten  For-  braiscuen 

Functionen. 

men  anschliessen,  auf  jenen  Teiler  beziehen.  Zu  ihnen  gehören:  die  Herstel- 
lung der  Integranden  erster  und  der  höheren  Gattungen,  die  Aufstellung 
der  allgemeinsten   in   einer  gegebenen  Punktgruppe   von  f  zu  oo^  wer- 
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denden  Functionen,  insbesondere  der  cp-Quotienten,  also  ein  grosser  Teil 
der  Rie  mann 'sehen  und  Weierstrass'schen  Theorie  und  die  ganze 
Theorie  von  Brill-Noether. 

Verbindet  man   die   diesen  Theorien   gemeinsame  Formel   für  p   (s. 
oben  Nr.  11)  mit  derjenigen  der  Nr.  16,  so  ergiebt  sich 

2p  — 2  =  «)  — 2n. 
Dies  ist  die  Formel,  die  andererseits  denjenigen  Lehren,  welche  an  den 
wesentlichen  Teiler  der  Discriminante  anknüpfen,  zur  Definition  der  Zahl 
p  dient.  Zu  ihnen  gehören  die  von  der  Riemann'schen  mehrblättrigen 
Fläche  ausgehenden  Definitionen,  soAvie  diejenigen  Beweise  für  die  Er- 
haltung der  Zahl  p,  welche  von  den  f  berührenden  Curven  eines  Curven- 
büschels  Gebrauch  machen.  Die  Verbindung  zwischen  den  beiden  Be- 
trachtungsarten liegt  in  der  Bildung  der  endlichen  Integrale.  Nach  Weier- 
strass  (s.  Abschn.  VII)  erfüllen  diese  die  folgende  Bedingung:  es  sollen 
die  Integranden 


dj  dxk 

endlich  werden,  wenn  man  für  jedes  Element  des  Gebildes  die  Entwick- 
lungen der  Coordinaten  nach  dem  bezüglichen  Parameter  t,  welcher  den 
Punkten  des  Elementes  eindeutig  zugeordnet  ist,  einsetzt.  Der  ausser- 
wesentliche  Schnitt  von  f  mit  der  Polaren  im  Nenner  wird  durch  das  ad- 
jungirte  Verhalten  der  Zählerform  z>  aufgehoben,  der  wesentliche  Schnitt 
durch  den  zweiten  Zählerfactor  dx/dt,  bezw.  2zb  c^^x^dx^/dt.  Dieser 
zweite  Factor,  =  0  gesetzt,  liefert  die  «>  (eigentlich  und  uneigentlich) 
durch  c  gehenden  Tangenten  an  f. 

Die  auf  diese  Tangenten  sich  beziehenden  algebraischen  Beweise 
zweiter  Art  für  die  Erhaltung  der  Zahl  p  sind  hier,  soweit  sie  singulare 
Curven  f  betreffen,  noch  etwas  näher  zu  besprechen.  Es  handelt  sich  da- 
bei um  die  Ausdehnung  des  in  V,  Nr.  49  erwähnten  Bertini-Zeuthen- 
C  leb  seh 'sehen  Beweises.  Bei  einer  eindeutigen  Transformation,  welche 
die  Geraden  durch  den  Punkt  c  festlässt,  gehen  die  o)  Linien  in  sich  selbst 
über  (wobei  freilich  uneigentliche  Tangenten  sich  in  eigentliche  verwandeln 
können,  und  umgekehrt);  und  ebenso  bleibt  die  Anzahl  n  der  beweglichen 
Schnittpunkte  der  Geraden  durch  c  mit  f  unverändert.  Legt  man  c, 
statt  ausserhalb  f,  in  einen  nieht-singulären,  h-fachen  Punkt  der  Grund- 
cnrve,  so  gehen  n  und  cu  in  n^  :=:  n  —  h,  ui^^oi  —  2h  über,  sodass 
0)  —  2n  =  2p  —  2   erhalten  bleibt.     Auf  diesen  Fall  aber  kann  man  die 
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Zerlegung  einer  beliebigen  Transformation  in  zwei  successive,  wobei  man 
je  eine  Variable,  d.  h.  je  einen  Punkt  festlässt,  immer  zurückführen. 
Die  Invarianz  von  p  ist  damit  für  alle  Fälle  erwiesen. 

Die  Aenderung,  die  co  erführt,  wenn  der  Punkt  c  in  einen  be- 
liebig-singulären  h- elementigen  Punkt  von  f  verlegt  wird,  wo  wieder 
n^  =  n  —  h  ist,  hat  Noether  (2)  und  (3)  untersucht  und  gezeigt,  dass 
dann  auch  to^  ^  oj  —  2h  ist.  Smith,  welchem  dieser  Beweis  nicht  ge- 
nügend klar  erschien,  berechnet  die  Aenderungen  der  beiden  Teile  von 
to  =  n'H-2^(A — 1)  einzeln:  von  einem  A-fachen  Punktzweig  bei  c,  der 
die  Klasse  A'  hat,  herrührend,  gehen  durch  den  Punkt  c  A+A'  der  n' 
eigentlichen  Tangenten;  es  geht  daher  n'  über  in  n'^  =  n' — (A+A'), 
v^(^_l)  in  ^^^=:^^(^^—l)—(^—l)-^(^'—ly  Aus  der  Aende- 
rung von  (0  ergeben  sich  auch  die  Modificationen,  welche  eintreten,  wenn 
man  statt  der  Resultante  von  f  und  einer  allgemeinen  Polaren  diejenige 
aus  f,  di/dj  aufstellt,  sofern  x,  =  X3  =  0  (x  =  x^/x^,  y  =  x.^/Xg)  ein 
singulärer  Punkt  von  f  ist  (s.  Noether  (4)). 

Ein  zweiter  analoger  Bew^eis  für  die  Erhaltung  von  p  ist  von  Noether 
(2)  und  Halphen  (10)  gegeben  worden.  Dabei  wird  die  zu  c  gehörige  Zahl 
m  direct  verglichen  mit  der  Zahl  der  (eigentlichen  und  uneigentlichen)  Be- 
rührungscurven  an  die  transformirte  Curve  f^,  welche  den  Tangenten  an  f 
durch  c  entsprechen:  bei  Ersterem,  indem  er  f^  nochmals  in  eine  Curve 
ohne  Singularität  transformirt  sich  denkt  und  die  Fnnctionaldeterminante 
aus  fj  und  dem  den  Geraden  durch  c  entsprechenden  Curvenbüschel  be- 
nutzt; bei  Letzterem,  indem  die  Reihenentwicklungen  auf  den  Ausdruck 
^dzCjX.,  dXg/dt  („Differentialcovariante")  angewendet  werden.  —  Beide 
Verfahren  sind  also  nicht  wesentlich  verschieden. 

18.     Vermöge  der  Formeln   für  p   und  der  in  Nr.  16  bezeichneten Anwendnn- 
Formeln    ergeben   sich    an  Stelle   der  für  gewöhnliche  Curven  f  gültigen  xeiier  auf 

die  Plücker'- 

drei    unabhängigen    PI ücker 'sehen    Gleichungen    auch    bei   Curven    mitscheu  Glei- 
chungen, 
höheren  Singularitäten  drei  solche  Gleichungen.    Seien  n.  n   Ordnung  und 

Klasse  der  Curve,  so  wird  in  der  Bezeichnung  von  Nr.  10: 

n'  =  n(n  — 1)  — iMi(h  — 1)  — :i:,(A  — 1), 

n  =  n'(n'— 1)  — -''i'Oi'— 1)— -i(^'— 0- 
n(n  — 3)— Ih(h  — l)=n'(n'— 3)  — :i:'h'(h'— 1), 
wo  sich  Z    auf  alle  vielfachen  Punkte   von  f,    getrennte   oder    benach- 
barte, bezieht,  ^'  analog  auf  die  Linien  von  f,  2i!|  und  1\  auf  die  viel- 
fachen Punkt-,  bezw.  Linien  zweige  von  f.    Vermöge  der  charakteristischen 
Zahlenpaare  eines  Punktzweiges  (Nr.  13) 

A,  7.;     A. ,  C(,;     .  .  .;     Ah,  7.,,, 
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und  derjenigen  desselben  Zweigs  in  Linienauffassung  (Nr.  15) 

A' =  a — A,  a;     A,,  a^     .  .  .;     Ah,  «h 
werden  die  durch  diesen  Zweig  bewirkten  Reductionen  der  Klasse,  bezw. 
Ordnung 

K  =  2n+(A— 1)  =  aCA-O+locjCAj-l), 

'^^  (f.n  S.Nr.  13); 

K'  =  2n'+(A'-l)  =  a(A'-l)+^a,(Aj-l); 

die  Reduction  für  zwei  Zweige  derselben  Stelle  aber  wird  bezw. 

K+K  +  2M,     K'+K'+2M', 

wo  M  in  Nr.  13  angegeben  ist;  und  somit  werden  die  drei  Gleichungen: 

n'  =  n(n— 1)— 2jK— 2^,  JI, 

n  =  n'(n'-])— I;K'— 2i;^M', 

n(n— 3)— 22,n  — 2l,,M  =  n'(n'— 3)  — 22;n'— 22;jl'  (=  2p— 2), 

wo  sich  wieder  2j   auf  alle  vielfachen  Punktzweige  von  f,  2j.,  auf  die 
Combinationen   zu   zweien   von    denen   mit  gemeinsamer  Stelle  beziehen, 
1'^,  2Lj2   auf  die  reciproke  Auffassung. 
Smith-Hai-  19.     Smith  hat  zuerst  darauf  hingewiesen,  dass  in  diesen  Formeln 

Formeln.  Combinationen  vorkommen,  welche  nur  die  direct  ersichtlichen  Viel- 
fachheiten der  einzelnen  Stellen  (Punkte  oder  Linien)  von  f,  nicht  aber 
die  weiteren  Singularitätenzahlen,  enthalten;  und  Halphen  ((8),  p.  9) 
hat  in  Bezug  auf  die  Zeuthen'sche  Erweiterung  der  Geschlechtsformel, 
die  er  mittelst  der  Correspondenztheorie  auf  Curven  mit  höheren  Singu- 
laritäten ausdehnte,  dieselbe  Bemerkung  gemacht.  Hierdurch  ist  eine 
Gruppe  von  Formeln  gewonnen,  welche  den  Vorzug  haben,  „bei  ihrer 
Anwendung  keine  Untersuchungen  der  Ordnungen  des  Unendlichkleinen, 
oder  äquivalente  Processe,  nötig  zu  machen"   (Zeuthen  (2)). 

Für  einen  einzelnen  Zweig  gehört  hierher  zunächst  die  Formel 
a  =  A  +  A',     (Nr.  15) 
sodann  die  folgenden  (Nr.  18) 

n-n'  =  iA(A-i)-iA'(A'-i)  =  K— 1)(^-^')|  ^smith), 

K-K'  =  A^— A'^  J    ^  ^ 

oder,  statt  der  letzteren,  wenn  man  setzt 

K  =  A(A— l)+t  =  A(A— 1)+A'(A  — l)-h  J  aj(Aj  — 1), 

wo  dann  Ä  „die  Summe  der  Ordnungen  der  Berührungen  der  partiellen 
Zweige  des  Punktzweigs  unter  sich"  bedeutet: 
Ä— r  =  A— A'. 
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Für  zwei  Zweige  derselben  Stelle    erhält   man,   indem  man  die  in 
Nr.  13  angegebene  Miiltiplicität  M  in  der  Form  schreibt 

M  =  AA+9)I, 

wegen  A'/A  =  A'/A  die  Relation  (Smith) 

m'  =  Wi, 

welche  aussagt,  dass  —  ausser  den  unmittelbar  zu  findenden  Multipli- 
citäten  AA  und  A'A'  —  jeder  weitere  gemeinsame  Punkt  eine  weitere 
gemeinsame  Linie  hervorbringt.  Für  die  zweien  Curven  gemeinsamen 
Punkte  und  Linien  ergiebt  sich  hieraus  die  Relation  (wenn  sich  die  obe- 
ren Horizontalstriche  auf  die  zweite  Curve  beziehen) 

nn  — nV  =  Shh— S'h'F, 
wo  das  Zeichen  S  bedeutet,    dass  die  Summirung  auf  alle   gemeinsamen 
Punkt  stellen  (oder  auch  alle  Stellen  der  beiden  Curven),  jede  aber  nur 
mit  der  unmittelbar  gegebenen  Vielfachheit,  zu  erstrecken  ist;  S'  das- 
selbe für  die  Linienauffassung. 

Für  ein  und  dieselbe  Curve  liefert  die  analoge  Summirung  statt  der 
Geschlechtsformel  die  folgende: 

n(n  — 3)  — Sh(h  — 1)  =  n'(n'— .3)  — S'h'(h'— 1),     (Zeuthen) 
welche  von  der  früheren  ähnlichen  (Nr.  18)  dadurch  abweicht,  dass  sich 
S  auf  alle  h-elementigen  Stellen,  nur  mit  ihrer  unmittelbaren  Vielfachheit 
genommen,    bezieht,    und  S'  eine  analoge  Bedeutung  hat.     Eine  Combi- 
nation  der  beiden  ersten  PI  ück  er 'sehen  Gleichungen  giebt: 

n^— n'2  =  Sh(h  — 1)  — S'h'(h'— 1)  +  :^,  (A  — A'), 

wo   die    Summirung   1',    (=  1\  (A  —  1)  —  ^|  (A' — 1))    auf    alle    Zweige 

von  f,  oder  auch  auf  alle  solche  von  verschiedener  Ordnung  und  Klasse, 

auszudehnen  ist.     Aus  beiden  Formeln  folgt  noch 

3(n-n')  =  v^(A-A'). 

Die  analoge  Behandlung  der  Formel  m^ — 2n^  ■=  u), —  2n.,  von  Nr.  17 

war  der  Ausgangspunkt  von  Halphen  und  Zeuthen.     Dieselbe  ergiebt: 

2(n-nJ  =  S(v-v,); 

dabei  ist  angenommen,  dass  auf  f  zwei  bezw.  (n  —  nj-,  (n  —  n.,)- fache 
Punkte  Pj,  P^  ohne  weitere  Singularität  seien,,  dass  ferner  irgend  eine 
Stelle  von  f  für  die  sie  mit  P^  bezw.  P^  verbindenden  Geraden  die  Multipli- 
citäten  v,,  bezw.  v^  habe,  und  dass  die  Summirung  S  über  alle  Stellen  von 
f  (Pj,  P^  ausgenommen)  erstreckt  werde.  Wäre  P.  oder  P,  singuIär,  so 
träte  eine  Modification  ein,  welche  nicht  augegeben  wird,  die  aber  un- 
schwer zu  erkennen  ist. 

Diese  Formel   dient  dazu,    die  im  Anfans:   dieser  Nummer  erwähnte 
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Erweiterung  des  Gesclileclitssatzes  auf  das  mehrdeutige  Entspreclien  zweier 
singulären  Curven  f^  und  f^,  bezw.  vom  Geschlecht  p^  und  p,  vorzu- 
nehmen. Einem  Punkte  Qj  von  f^  mögen  7..,  Punkte  Q.,  von  f,,,  einem 
Punkte  Q,  von  f^  a,  Punkte  Q,^  von  f,  entsprechen.  Sei  ferner  Q,  Q' 
irgend  ein  Paar  correspondirender  Punkte  von  f^,  f^,  jeder  auf  seinem 
bestimmten  Curvenzweig  genommen;  sei  Vj  die  Zahl  derjenigen  Punkte  Q^, 
welche  consecutiv  in  die  Stelle  Q  rücken  (d.  h.  an  Q  auf  jenem  Zweige 
heranrücken),  wenn  Q.,  in  Q'  fällt;  und  ebenso  v^  die  Zahl  derjenigen 
Punkte  Q^ ,  welche  Q^  =  Q  entsprechen  und  zugleich  consecutiv  in  Q' 
rücken.     Dann  schreibt  sich  die  Formel 

S(v-v,)  =  2{x,(p^-l)-2fx,(p,,-l), 
wo  die  Summirung  S  auf  alle  Paare  correspondirender  Punkte  Q,  Q'  von 
fj ,  f^  ausgedehnt  wird,  oder  vielmehr  nur  auf  solche,  welche  von  Null  Ver- 
schiedenes geben,  d.  h.  auf  die  Fälle,  wo  zwei  oder  mehrere  der  einem 
Punkt  entsprechenden  Punkte  zu  einander  (auf  einem  und  demselben 
Zweige)  consecutiv  werden.  "Wenn  alle  v  <C  3  bleiben,  sowie  bei  nicht- 
singulären  Curven,  tritt  links  die  Differenz  zwischen  der  Zahl  der  Coin- 
cidenzpunkte  auf  f^  und  derer  auf  f^  auf,  was  dann  die  ursprüngliche 
Zeuthen'sche  Formel  darstellt. 

Die  Bestimmung  der  Zahl  Vj  ergiebt  sich,  bei  gegebener  singulärer 
Stelle  Q,  mittelst  der  Reihenentwicklung  oder  mittelst  der  Transforma- 
tionsmethode, welche  diese  Stelle  in  eine  einfache  auflöst.  Dieselbe  Be- 
merkung ist  hinsichtlich  der  Coincidenzstellen  von  zwei  sich  entsprechenden 
Punkten  bei  der  Correspondenzforrael  für  eine  auf  einer  Curve  gegebene 
Correspondenz  zu  machen  (Zeuthen,  Math.  Ann.  40,  p.  102,  s.  X.  Ab- 
schnitt Nr.  10). 
Aequiva-  20.     Unter   den  „notwendigen"  Singularitäten   einer  Curve   versteht 

lenzzahlea 

der  singnia-inan  diejenigen,  Avelche  entweder  in  der  gegebenen  Curve  oder  in  ihrer 
Reciprokalcurve,  wenigstens  für  n  und  n'>3,  immer  vorkommen,  näm- 
lich gewöhnliche  Doppel-  und  stationäre  (Rückkehr-)Punkte,  Doppel-  und 
stationäre  (Wende-)Tangenten.  Cayley(l)  hat  —  mit  einem  Induc- 
tionsschluss  —  hinsichtlich  der  Plück  er 'sehen  Formeln  und  der  Maximal- 
zahl der  Doppelpunkte  einer  irreductibeln  Curve  jeder  Singularität  eine 
Combiuation  von  o  Doppel-,  s  stationären  Punkten,  6'  Doppel-,  s'  statio- 
nären Tangenten  äquivalent  gesetzt  und  die  Formeln  zur  Berechnung 
dieser  vier  Indices,  welche  von  den  weiteren  Eigenschaften  der  Curve, 
wie  Ordnung  etc.,  unabhängig  werden,  angegeben;  der  Gesamtheit  aller 
Singularitäten  der  Curve  f  sind  dann  vier  Zahlen  äquivalent: 
D,  E  =  H  £,  D',  E'  =  2  s'. 
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Für  einen  Zweig  von  der  Ordnung  A,  Klasse  A'  nimmt  Cayley  den  Bei- 
trag zu  E  gleich  3  =  A  —  1,  zu  E'  gleich  s'  =  A'— ] ;  ferner  ist  2D-f-3E 
gleich  der  Gesamtzahl  der  „festen"  Schnittpunkte  von  f  mit  den  ersten 
Polaren  von  f,  und  2o-{-.3s  erhält  man  für  jeden  einzelnen  Zweig,  indem 
man  die  Entwicklungen  von  x  und  y  nach  dem  Parameter  des  Zweigs 
in  2cuöf/5xt  einsetzt;  analog  2D'H-3E',  2o'+3£'.  Um  diese  Betrach- 
tungen streng  zu  machen  und  ihre  Tragweite  zu  bestimmen,  war  es  nötig 
(s.  Smith)  festzustellen, 

a)  dass  diese  Aequivalente  für  die  PI  ücker "sehen  Gleichungen 
gültig  sind; 

b)  ob  solches  auch  für  andere  Beziehungen  der  Fall  ist; 

c)  ob  ein  singulärer  Zweig  mit  den  Indices  0.  s,  0',  z'  durch 
Grenzübergang  aus  einer  Curve  erhalten  werden  kann,  welche  die  ge- 
wöhnlichen Singularitäten  0,  s,  0',  s'  in  der  Xähe  eines  Punktes  in  auf- 
gelöster Form  enthält. 

Ad  a)  Man  hat  nur  drei  unabhängige  PlückerV^che  Gleichungen  und 
in  denselben  nur  drei  Combiuationen  von  D,  E,  D',  E',   etwa 

2D+3E  =  n(n  — l)-n',  2D'4-3E' =  n'(n'— l)-n.  E— E' =:  3(n-n'), 
z\nschen  denen  eine  von  n,  n'  unabhängige  Relation  besteht.  Soweit 
also  jene  Gleichungen  in  Betracht  kommen,  ^ird  man,  ohne  n  und  n' 
zu  ändern,  eine  der  vier  Zahlen  ganz  willkürlich  wählen  können.  Die 
drei  Gleichungen  für  einen  Zweig: 

2o-f-33  =  K,  2Ö'+3V  =  K',  £— s'  =.  A— A', 
wo  K,  K'  in  Xr.  18  auf  mehrfache  Weise  berechnet  sind,  erlauben 
£  =  ^—1  zu  setzen,  wonach  auch  s'  =  A'— 1  folgt;  und  die  beiden 
ersten  Gleichungen  dienen  dann  zur  Definition  von  6  und  0'.  Zwischen 
diesen  vier  Zahlen  besteht  dann,  wegen  K— K'  =  A-— A'-  (Nr.  18),  die 
Relation   (Smith): 

ö-o'  =  K£-l)_is'(3'-l). 
Für  Y  sich  berührende  Zweige  hat  man  so,  wenn  ^,  ^,  7,  7  deren  Ge- 
samtäquivalente nach  Cayley  sind,  eine  Relation  (Zeuthen): 
1-5^  =  M3-h2Y-3)-^?(c:^4-2-— 3). 
Diese  „Principaläquivalente-    (nach  Zeuthen  (1))   haben  den  Vor- 
zug,   für   jeden   Zweig    immer    ganze   Indices    zu    liefern.      Die    „allge- 
meinen Werte"    der   Aequivalente,    welche    den   PI  ücker  "sehen  Formeln 
genügen,  sind 

2+-r'  -— ?'  ^'+^'  -'  — ß,  (ß  beliebig). 
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So  nimmt  Plücker  für  einen  Riickkehrpunkt  zweiter  Art:  o  =  2-^,  s  =  0, 
o'  =  2-|,  c'  =  0,  Cayley  aber  o  =  £  =  o'  =  £'=  1.  Die  gewöhnlichen 
projectiven  Processe,  insbesondere  die  Polarenbetrachtung  geben  keine  Ent- 
scheidung in  Bezug  auf  diese  verscbiedenen  Arten  von  Aequiralenzbestim- 
mungen  (Smith);  denn  die  Hesse 'sehe  Determinante  liefert  nur  die  Zahl 
3d+2](A'  —  A)  von  Schnittpunkten  an  der  singulären  Stelle  S,  wo  d  die 
Multiplicität  des  Schnittes  von  f  mit  einer  beliebigen  Polaren  in  S  ist 
(übrigens  ein  an  der  Hesse'schen  uocli  nicht  direct  bewiesener  Satz);  die 
Polare  eines  Punktes  auf  der  Tangente  (ausserhalb  S)  einiger  sich  berühren- 
der Zweige  dieser  Stelle  liefert  d+IA',  die  Polare  von  S  d-i-2(AH-A') 
Schnittpunkte.  Es  würde  also  weiter  mindestens  die  Zerlegung  der  sin- 
gulären Stelle  in  einzelne  Zweige  erforderlich  sein. 

Ad  b)  Die  Aufgabe  b)  führt  zu  der  weiteren  Frage,  in  welchem 
Gebiete  man  die  Gültigkeit  von  Aequivalenzzahlen  prüfen  wUl;  erst  hier- 
durch wird  das  Problem  ein  bestimmtes.  Cayley  hat  selbst  schon  die 
durch  einen  singulären  A-punktigen  Zweig  au  der  Geschlechtszahl  p  der 
Curve  hervorgebrachte  Reduction  gleich  o-f-s  gesetzt,  ohne  aber  den 
Schluss  explicit  völlig  anzugeben  (s.  Stolz  (1)):  wegen 

p  =  i[n'+2(A-l)]-(n-l), 
ergiebt  sich  für  p  die  Reduction 

i[(2o-+-3£)-(A-l)]  =  o-^£, 
was  £  =  A — 1  liefert.  Die  Zahl  2(oH-£)  bezieht  sich  auf  den  Schnitt 
von  f  mit  den  allgemeinen  zu  f  adjungirten  Curven,  o  +  £  auf  die  Re- 
duction, welche  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  adjungirten  Curven 
(n — 3)ter  und  höherer  Ordnung  erfährt.  Man  kann  also  sagen:  die 
Principaläquivalenzzahlen  Cayley 's  ersetzen  die  Singularitätszahlen  nicht 
nur  in  den  Plücker'schen  Gleichungen,  sondern  in  allen  Fragen,  welche 
sich  auf  rational- eindeutige  Transformation  der  Curve  beziehen.  Weiter 
aber  erstreckt  sich  ihre  Geltung  zunächst  nicht. 

Die  Frage,  ob  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Aequivalenzzahlen  für 
eine  gegebene  Singularität  finden  lässt,  deren  Definition  sowoh^  von  der 
Curve,  welcher  die  Singularität  angehört,  als  von  dem  besonderen  Problem, 
in  welches  letztere  eintritt,  unabhängig  ist,  ist  überhaupt  in  diesem  all- 
gemeinen Sinne  unstatthaft.  Für  diejenigen  Relationen,  welche  Differentiale 
der  Coordinaten  der  Curve  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  enthalten, 
existiren  nach  Halphen  (10)  keine  solche  Aequivalenzzahlen.  Dasselbe 
gilt  für  die  Berührungsaufgaben  mit  nicht-adjungirten  Curven,  wo  sich 
z.  B.  ein  gewöhnlicher  dreifacher  Punkt  nicht  mehr  genau  wie  drei  Doppel- 
punkte verhält  (W.  Weiss,  Ueber  gewisse  Berührungscurven-Scharen  einer 
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algebraischen  Curve,  Prager  deutsche  math.  Ges.  1892);  und  Zeuthcn 
(1)  hat  schon  früher  in  den  Formeln  über  Rcciprocalfläclien  die  Princi- 
palzahlen  Cayley's  durch  die  obigen   „allgemeinereu"  Zahlen  ersetzt. 

21.     (Ade)  Nr.  20).     Was  die  Aufgabe  c)  von  Nr.  20  betrifft,  so  J^^"«"g""s 

'         der  Singula- 

sagen  die  Aequivalenzzahlen  an  sich  nichts  aus  über  die  Fraije,    ob  die  "'='' '''""c'' 

1  ..,  c,.         ,      .  ,  Grenziiber- 

liuhere  bingularität  als  Grenze  von  zugehörigen  niedrigeren  Singularitäten,     g="'g- 
welche  in  gewisser  Weise  zusammengerückt  sind,  aufgefasst  werden  kann. 
Ist  umgekehrt  die  letztere  Frage  gelöst,  so  ist  nach  dem  ad  b),  Nr.  20 
Gesagten  zunächst  allerdings  noch  die  Art  der  Probleme,  für  welche  die 
Aequivalenz  gelten  soll,  zu  ermitteln. 

Mittel  zur  Ersetzung  einer  Curve  durch  eine  nicht-  oder  weniger 
singulare  geben  sowohl  die  Reihenentwicklungen  als  die  Transformations- 
folge an  die  Hand.  Beiderlei  Verfahren  führen  dazu,  an  Stelle  der 
grossen  Mannigfaltigkeit  von  möglichen  Deformationen  der  Curve,  d.  h. 
von  Variationen  der  Coefficieuten  ihrer  Gleichung,  einen  bestimmten  Weg 
hierfür  vorzuschreiben. 

Das  Mittel  der  Reihen  ist  zuerst  von  Brill  systematisch  verwendet 
worden  (Brill  (1),  (4)).  Bricht  man  die  Entwicklung  für  einen  Zweig 
x  =  t-'^  y=:'^(t),  an  einer  genügend  hohen  Stelle  ab,  so  erhält  man 
eine  rationale  Curve  C  (p  =  0),  welche  die  gegebene  Singularität  mit 
beliebiger  Annäherung  zeigt.  Nun  variirt  Brill  diese  Ausdrücke  in  t 
derart,  dass  sich  Aveder  Ordnung,  noch  Klasse,  noch  Geschlecht  von  C 
ändern,  so  dass  die  Gay ley 'sehen  Principaläquivalenzzahlen  erhalten 
bleiben.  Er  gelangt  hierbei  zu  einer  Curve  mit  nur  „elementaren" 
(den  sogenannten  „notwendigen")  Singularitäten,  und  zwar  ergeben  sich 
ihm  für  die  stationären  Punkte  und  Tangenten  von  C  noch  (innerhalb 
des  ursprünglichen  Convergenzgebietes)  beliebig  vorzugebende  Parameter- 
werte t,  während  die  Werte  von  t  für  die  Doppelpunkte  und  -Tangenten 
hierdurch  bedingt  sind. 

Die  Curve  C  ist  ein  specieller  Fall  einer  „rational-ganzen",  d.  h. 
einer  Curve  von  gleicher  Ordnung  und  Klasse,  für  welche  sowohl  die 
Punktcoordinaten  X,  y,  als  die  Liniencoordinaten  u,  v  (aus  ux — y  — v  =  0) 
rational-ganze  Functionen  von  t  sind.  An  solche  knüpft  Brill  die  Be- 
trachtung an  und  stellt  sie,  wenn  p(t)  =  0  und  (ü(t)  =  0  die  Glei- 
chungen für  die  Parameter  der  stationären  Punkte,  bezw.  stationären 
Tangenten  sind,  in  der  Form  dar 

x=/pdt,     u  =_/'«,  dt,     y=/pudt,     v=/(uxdt. 
In  p(t)  tritt  t  als  (A  — l)-facher,  in  «>(t)  als  (A'—l)-facher  Factor  auf, 
wenn  der  Zweig  die  Ordnung  A,   die  Klasse  A'  hat.     Die  Variation  be- 
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steht  dann  darin,  die  Coefficienten  von  p(t)  und  u)(t)  so  zu  ändern, 
dass  beide  Ausdrücke  keine  vielfachen  Factoren  mehr  enthalten.  Nimmt 
man  diese  Variationen  genügend  allgemein,  so  werden  zugleich  auch  die 
beiden  Gleichungen  in  t,  welche  die  in  den  Doppelpunkten  vereinigten 
Punktpaare,  bezw.  die  in  den  Doppeltangenten  vereinigten  Tangentenpaare 
liefern  (und  welche  nach  der  Methode  von  Clebsch,  J.  f.  Math.  64, 
zu  bilden  sind),  nur  einfache  und  verschiedene  Wurzeln  besitzen.  Die 
Zahl  dieser  Wurzeln  hängt  jedoch  nicht  nur  von  A  und  A'  ab,  sondern 
auch  von  den  Exponenten  weiterer  Glieder  in  p  und  u),  welche,  wenn 
p  =  At  ~,  genau  in  die  kritischen  Exponenten  von  Smith  übergehen. 
Brill  bestimmt  für  alle  „rational-ganzeii"  Curven  direct  die  Indices 
6,  8',  ohne  erst  durch  Elimination  von  t  die  Entwicklung  y  =  ^(xV-^) 
herzustellen.  Es  entspricht  dies  dem  Umstände,  dass  man  aus  jeder 
Curvengleichung  die  charakteristischen  Zahlen  auch  ohne  ReihenentA\ick- 
lung  finden  kann,  nämlich  mittelst  rationaler  Transformationen;  aber  diese 
Bemerkung  sagt  nicht  etwa  aus,  dass  sich  in  der  Darstellung  x  =  ipj(t), 
y  =  ^2(0  ^^®  charakteristischen  Exponenten  unmittelbar  zeigen.  Seien 
diese  Reihen: 

x  =  t^^[t-^i]+t'''[r^^]  +  ...,  y  =  t"[t-^^]-ht^'[f^^;|  +  ..., 
wo  die  Exponenten  A,  a.  den  grössten  gemeinsamen  Factor  A,  haben; 
ßp  Yj  die  ersten  nicht  durch  Aj  teilbaren  Exponenten,  aber  mit  dem 
grössten  gemeinsamen  Factor  Ajj  etc.  Dann  sind,  wie  die  in  (1),  §  9 
aufgestellten  Formeln  zeigen,  nicht  immer  A,  a;  A,,  ßj,  \\  A^...  die  cha- 
rakteristischen Zahlen  der  Entwicklung  von  y  nach  x;  vielmehr  können 
Teiler  Aj  ganz  ausfallen,  indem  die  bezüglichen  Coefficienten  der  Reihe 
von  y  nach  x  zu  0  werden,  andere  Teiler  können  zutreten,  es  kann  sogar 
vorkommen,  dass  A  überhaupt  nicht  der  kleinste  gemeinsame  Nenner 
der  Exponenten  dieser  Entwicklung  ist. 

Auch  dass  sich  jenes  Mittel  der  Variation  auf  mehrere  Zweige  einer 
Stelle  ausdehnen  lässt  und  sich  rückwärts  auf  die  Variation  der  niedrigeren 
Glieder  der  Gleichung  der  ursprünglichen  Curve  überträgt,  wird  nachge- 
wiesen. —  Brill  benutzt  übrigens  die  rationale  Curve  auch  noch  zu  einem 
algebraisch-functionentheoretischen  Zweck:  zur  Herstellung  von  Curven,  die 
sich  in  einer  gegebenen  Singularität  adjungirt  verhalten.  Damit  die  Coor- 
dinaten  x  und  y  einer  rationalen  Curve  f^  durch  den  Parameter  t  eines 
Curvenbüschels  ^ — 1-/=  0  rational  ausgedrückt  werden  können,  muss 
sich  ^/y^  wie  der  Quotient  aus  zwei  zu  f  adjungirten  Curven  verhalten; 
bildet  man  nun  aus  den  Ausdrücken  für  x  und  y 

t2n-2.  t2n-3  ^  .  ,  ,  .  t  ;  1   =  ^^  ;  ^^   ;  .  .  .  :  ^2„_3  :  T2n-2, 
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wo  die  -j'ii  ganze  Functionen  (n — l)ter  Ordnung  von  x  und  y  werden, 
so  erhält  man  in  2hahYii  =  0  alle  zu  fn  adjungirten  Curven  (n  —  l)ter 
Ordnung,  woraus  sich  das  Verhalten  der  allgemeinsten  adjungirten  Curve 
iu  Bezug  auf  eine  beliebige  Singularität  irgend  einer  algebraischen  Cur^'C 
ergiebt,  sofern  niu:  für  die  substituirte  rationale  Curve  der  Grad  n  genügend 
hoch  angenommen  wird. 

Auch  die  Folge  von  quadratischen  Transformationen,  welche  die  Süi- 
gularität  einer  Stelle  auflösen,  lässt  sich  mit  bestimmten  Variationen  ver- 
binden. Man  braucht  nur,  wenn  man  eine  Stelle  S  von  f  und  die  suc- 
cessiv  entsprechenden  Stellen  Sj  von  fj,  S^  von  f^,  ...  betrachtet,  diese 
Stellen  S,,  S.^,  ...  je  aus  den  zugehörigen  (bezw.  S.  Sj,  .  .  .  entsprechen- 
den) Fundamentallinien  etwas  herauszurücken,  ohne  sonstige  Aenderung 
der  Singularitäten,  was  durch  kleine  Aenderungen  der  Coordinaten  von 
S,,  dann  von  S.,,  etc..  geschehen  kann.  Geht  man  von  solchen  Curven 
direct  zum  ersten  Coordinatensystem  x,  y  zurück,  so  erhält  man  an  Stelle 
von  f  eine  Curve  F,  welche  die  in  Nr.  10  bezeichneten  h-,  hj-,  h.,-,  .  .  . 
fachen  Punkte  von  gewöhnlicher  Vielfachheit,  denen  man  die  Singularität 
äquivalent  setzen  kann,  Avirklich  in  der  Nähe  von  x  =  y  =  0  besitzt, 
ohne  dass  diese  Punkte  unendlich  nahe  zusammengerückt  sind  (s.  Noether 
(3)  S.  171).  Freilich  haben  sich  die  Verzweigimgen  hierbei  aufgelöst. 
Eine  geometrisch-anschauliche  Verfolgung  dieses  Processes,  verbunden  mit 
weiterer  Auflösung  der  vielfachen  Punkte,  findet  sich  bei  Scott,  Amer. 
J.  Bd.  14,  1892. 

Der  Aufsatz  von  Baker,  1894,  liefert  durch  eine  graphische  Con- 
struction  am  Newton 'sehen  Parallelogramm  eine  untere  Grenze  für  die 
Anzahl  der  einem  singulären  Punkte  in  Bezug  auf  die  Geschlechtszahl 
äquivalenten  Doppelpunkte,  und  für  den  Ausdruck  der  in  einem  solchen 
Punkte  zu  adjungirenden  Curven  o  eine  erste  Annäherung. 

22.  Von  weiteren  auf  die  Singularitäten  bezüglichen  Fragen  kann  Reaiitäts- 
die  nach  der  Realität  der  Zweige  und  der  zugehörigen  Discriminanten- 
factoren  nur  berührt  werden,  wenn  wir  nicht  die  allgemeineren  Realitäts- 
fragen für  die  Gestalt  der  ganzen  Curve  f  überhaupt  in  unsere  Besprechung 
einbeziehen  Avollen,  während  doch  die  Theorie  sich  bisher  von  dieser 
Frage   gänzlich   unabhängig  entwickelt  hat. 

Was  die  figürliche  Realität  angeht,  so  sei  beiläufig  bemerkt,  dass 
Klein  aus  Curvengestalten  Rie  mann 'sehe  Flächen  für  die  zugehörigen 
algebraischen  Functionen  hergestellt  (Math.  Ann.  7,  10,  etc.)  und  daraus 
Schlüsse,  auf  Moduleigenschaften  gezogen  hat  (Math.  Ann.  10  etc.).  — 
Nach   dem  Vorgange   von  Zeuthen  bei   der  Curve   vierter  Ordnung   hat 

Jahresber.  d.  Deutschen  Matheui.- Vereinigung.     III.  26 
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ferner  Klein  (Ber.  d.  Erl.  Ges.  1875,  Math.  Ann.  10)  zwischen  den  Zahlen 
der  Curve:  n  =  Ordnung,  n' =  Klasse,  r' =  Zahl  der  reellen  Spitzen, 
w'  =  Zahl  der  reellen  Wendungen,  d"  =  Zahl  der  reellen  isolirten 
Doppelpunkte,  t"  =  Zahl  der  reellen  isolirten  Doppeltangenten  —  aus 
der  Deformation  der  Curve  die  Relation  nachgewiesen: 

n4-w'+2t"  =  n'4-r'+2d".  > 

Die  algebraische  Grundlage  des  Satzes  hat  Brill  (1)  angegeben  (Math. 
Ann.  16),  indem  er  die  Discriminante  der  Doppelpunkts-  und  der  Doppel- 
tangentengleichung einer  rational- ganzen  Curve  (s.  Nr.  21)  in  Factoren 
zerlegte,  wobei  er  auch  für  höhere  Singularitäten  reelle  Aequivalente  in 
reellen  elementaren  Singularitäten  erhielt. 
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2.  Nachschrift  von  L.  Wedekind,  1869; 

3.  Excerpt  von  J.  Lüroth  nach  einer  Nachschrift  von  E.Jürgens 
aus  1874/5; 

4.  Ausarbeitung  von  H.  v.  Mangoldt,  nach  Nachschriften  von 
G.  Hettner  (algebraischer  Teil)  und  J.  Knoblauch  (transcen- 
denter  Teil)  aus  1875/6;  mit  Zusätzen  aus  einer  Nachschrift 
von  F.  Schottky  1873/4  und  weiteren  Zusätzen  aus  den  Nach- 
schriften von  G.  Hettner,  J.  Knoblauch  und  F.  Schiir  der 
Vorlesungen  über  hyperelliptische  Functionen  1876/7. 

5.  Nachschrift  von  0.  Holder  1879/80. 

(4)  Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen sich  beziehende  Sätze.  Lithogr.  1879;  Abhandlungen  aus 
der  Functionenlehre,  Berlin  1886  (Abh.  5).  „Vorbereitungssatz "  dieser 
Abhandlung  seit  1860  in  Vorlesungen  mitgeteilt. 

Dazu: 
0.  Biermann,  Theorie  der  analytischen  Functionen.     Leipzig  1887. 
E.  Netto,    De   transformatione   aequationis   y°=R(x),  designante  R(s)  func- 

tionem  integram  rationalem  variabüis  x,  in  aequationem  tj-^Ri(;).  Dissert. 

Berlin  1870. 


*)  Für  den  ersten  Teil  s.  Abschn.  III,  E  des  Referats. 
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F.  Schottky, 

(1)  Ueber  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  ebener 
Flächen.     Dissert.  Berlin  1875. 

(2)  Ueber  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  ebener 
Flächen.     J.  f.  Math.  83.  1877. 

G.  Hettner, 

(1)  Ueber  die  Reduction  der  Integrale  einer  besonderen  Klasse  von  alge- 
braischen Differentialen  auf  die  hyperelliptischen  Integrale.  Dissert. 
Berlin  1877. 

(2)  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  veränder- 
lichen Grössen,  welche  eine  Schaar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer 
Transformationen  in  sich  zulassen.     Gott.  Nachr.  1880. 

G.  Valentin,  De  aequatione  algebraica,  quae  est  inter  duas  variabiles,  in 
quandam  formam  canonicam  transformata.     Dissert.  Berlin  1879. 

F.  Kötter,  Anwendung  der  Abel'schen  Functionen  auf  ein  Problem  der 
Statik  etc.     J.  f.  Math.  103,  1885. 

Allgemeines.  1.     Die  Bedeutung  der  Arbeiten  (I)  von  Weierstrass  für  die  Ent- 

wicklung der  Theorie  der  AbeFschen  Functionen  haben  wir  im  III.  Ab- 
schnitt besprochen;  auch  werden  wir  im  Abschnitt  IX  noch  einmal  darauf 
zurückkommen.  Hier  wenden  wir  uns  zu  dem  algebraischen  Inhalt  der 
Vorlesungen  (3).  Ueber  ihre  Stellung  zur  Theorie  der  siugulären  Punkte 
haben  wir  bereits  in  Abschnitt  VI,  Nrn.  5,  8,  referirt.  Diese  Vorlesungen, 
gehalten  unter  dem  Titel  „Theorie  der  Abel'schen  Functionen",  ent- 
halten so  viel  Material  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
und,  bei  Verschiedenheit  in  der  Form  und  den  einzelnen  Beweismit- 
teln, mit  so  charakteristischen  Zügen,  dass  man  von  einer  Weier- 
strass'schen  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale 
sprechen  kann,  ohne  übrigens  damit  auszuschliessen,  dass  Weierstrass 
seine  Theorie  in  jenen  Vorlesungen  nur  soweit  dargelegt  hat,  als  es  für 
seine  Behandlung  der  Abel'schen  Transcendenten  erforderlich  war.  Einige 
von  den  Methoden  und  Resultaten  von  Weierstrass  sind  in  den  citirten 
Arbeiten  von  Netto,  Schottky,  Hettner,  Valentin  und  Kötter  veröffent- 
licht und  angewendet  worden;  von  d.en  Vorlesungen  selbst  existirt  bis  jetzt 
keine  von  Weierstrass  autorisirte  Nachschrift.  Indessen  standen  uns  die 
oben  genannten  Bearbeitungen  zur  Verfügung  [vgl.  Vorrede  des  Ref.]. 
Im  i^Iittelpunkte  des  ganzen  Weierstrass 'sehen  Ideenkreises  steht 
der  Begriff  der  „analytischen  Function":  die  Gesamtheit  der  Functions- 
elemeute  (Potenzreiheu),  die  sich  aus  einem  gegebenen  durch  analytische 
Fortsetzung  ableiten  lassen.  Zwei  Functionselemente  sind  dann  in  ein- 
ander fortsetzbar,  wenn  sie  ein  gemeinschaftliches  Convergenzgebiet  be- 
sitzen, innerhalb  dessen  unendlich  viele  Punkte  sich  angeben  lassen,  für 
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welche  die  beiden  Reihen  dieselben  Werte  liefern.  Ein  einzelnes  Func- 
tionselement  genügt  also  zur  Definition  der  Function,  aber  die  Untersuchung 
der  Fortsetzbarkeit  geschieht  bei  "Weierstrass  jedesmal  in  der  Weise 
dass  eine  Functionaleigenschaft  des  Functionselements  nachgewiesen  und 
benutzt  wird,  welche  die  Reihe  an  einer  gegebenen  Stelle  definirt:  etwa 
eine  algebraische  Differentialgleichung.  Unter  Ausdehnung  dieses  Begriffs 
auf  mehrere  Variable  hatte  Weierstrass  in  den  im  III.  Abschnitt  be- 
sprochenen Arbeiten  (1)  im  J.  f.  Math,  den  Weg  zur  Erledigung  des 
Umkehrproblems  der  hyperelliptischen  Integrale  eingeschlagen;  dabei  bil- 
det das  Additionstheorem  das  Mittel  zum  Beweise  der  analytischen  Er- 
weiterung der  Umkehrnngsfunctionen ,  während  die  wirkliche  Darstellung 
der  letzteren  von  anderer  Seite  her,  aus  den  Ausdrücken  und  Eigen- 
schaften der  zum  ursprünglichen  Problem  gehörigen  Integrale  der  ver- 
schiedenen Gattungen,  bewirkt  vnvd.  In  der  Einleitung  zu  den  Vor- 
lesungen über  AbeFsche  Functionen,  eingehender  insbesondere  in  denen 
der  letzten  Jahre,  giebt  nun  Weierstrass  eine  sehr  bedeutende  Verall- 
gemeinerung dieses  Gedankenganges.  Für  eine  Anzahl  r  von  Functions- 
elementen  von  ebensovielen  unabhängigen  Variabein  u,,  ...,  Ur,  welche  ein 
algebraisches  Additionstheorem  besitzen  sollen,  weist  er  die  Existenz  eines 
Systems  von  r  algebraischen  Differentialgleichungen  nach,  sowie  ihre  alge- 
braische Abhängigkeit  von  analogen  r  eindeutigen  Functionen  p^,  ...,  p^, 
ferner  ihre  Fortsetzbarkeit  für  alle  Wertsysteme  der  unabhängigen  Variabein, 
und  die  Eigenschaft  der  Functionen,  dass  sie  im  allgemeinen  2r-fach  perio- 
disch sind.  Der  analytische  Charakter  jener  r  eindeutigen  Functionen  p^ 
wird  noch  dadurch  festgelegt,  dass  ihre  Darstellbarkeit  durch  Quotienten 
von  Potenzreihen  erwiesen  Avird,  die  in  beliebig  grossem  Bereich  conver- 
giren.  Es  gelingt  aber  Weierstrass  auch  noch,  den  Zusammenhang  mit 
den  Integralen  über  algebraische  Functionen  einer  Variabein  zu  erkennen. 
Führt  man  solche  p„  ein,  deren  Glieder  niedrigster  Dimension  bezw.  u^ 
sind,  und  specialisirt  nun  die  u  dahin,  dass  die  p«  rationale  Functionen 
einer  Variabein,  g«(x),  werden,  wo  g^(0)=  0  ist,  so  erhält  man  zwischen 
diesen,  und  einer  (r+l)ten  der  Functionen,  y,  eine  algebraische  Glei- 
chung G(xy)=0*);  und  die  Ausdrücke  du„/dx  werden  dann  rationale 
Functionen  von  xy;    für  nicht  specialisirte  u  aber  ergiebt  sich  jedes  u„ 

r       Ai 

als   eine  Summe   von  Integralen    y  (R„Csy)dx,    die   sich  auf  r  Punkte 


i  /Rl(xy)dx, 


*)  Wir  lassen  der  kürzeren  Darstellung  ^egen  im  Folgenden  das  Komma 
zwischen  den  Variabein  eines  Paars  weg. 
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von  G(xy)  =  0  erstreckt.  Würde  man  umgekehrt  A'on  einer  beliebigen  alge- 
braischen Gleichung  G(xy)  =  0  ausgehen,  so  wären  für  die  R«  nicht  beliebige 
rationale  Functionen  von  xy  zu  wählen,  sondern,  svie  erst  das  Abel'sche 
Theorem  lehrt,  solche,  die  auf  Integrale  erster  Gattung  führen.  Die  Schlüsse 
über  Periodicität  führen  endlich  auch  auf  die  6-Function  und  die  Ausdrücke 
jener  r  Functionen  durch  dieselbe.    Dies  bildet  den  Abschluss  der  Theorie. 

Diese  grossartig  angelegte  Theorie  ist  in  den  Weierstrass'schen 
Vorlesungen  nur  Entwurf  geblieben,  indem  die  Entwicklungen,  besonders 
in  den  späteren  Partien,  nur  angedeutet  Averden.  Obwohl  sie  in  den  Gang 
der  Theorie  der  algebraischen  und  AbeTschen  Functionen,  welcher  den 
eigentlichen  Gegenstand  der  Vorlesung  bildet,  nicht  direct  eingreift,  haben 
wir  sie  hier  doch  erwähnen  zu  müssen  geglaubt:  einmal  weil  sich  an  ihr 
einige  der  analytischen  Hülfsmittel  der  Functionen  von  mehreren  Va- 
riabein heranbildeten,  welche  auch  weiterhin  verwendet  werden,  und  die 
in  dem  wiederholt  citirten  Aufsatze  (4)  zusammengestellt  sind;  sodann  weil 
sie.  das  ältere  und  neuere  Gedankengebiet  von  Weierstrass  verbindend, 
nicht  nur  auf  die  treibenden  Gedanken  seiner  Untersuchungen,  sondern 
zugleich  auf  die  grössten  ErAveiterungen  hinweist,  welche  Weierstrass 
in  dem  Begriff  und  der  Theorie  der  AbeTschen  Transcendenten  ange- 
strebt hat;  endlich,  weil  ihr  Gang  zeigt,  dass  Weierstrass  auch  bei  der 
grössten  Verallgemeinerung  immer  die  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen und  zum  Teil  auch  die  ihrer  Integrale  als  erledigt  voraussetzt. 

Für  den  Begriff  der  algebraischen  Function  einer  Variabein  selbst 
aber  gebraucht  Weierstrass  als  ursprüngliche  Definition  nicht  das  Func- 
tionselement  und  dessen  analytische  Fortsetzung;  vielmehr  ist  die  einzige 
bekannte  Functionalgleichung  allgemeiner  Art,  welche  jene  Definition  er- 
möglicht, nichts  auderes,  als  die  endliche  algebraische  irreductible  Gleichung 

f(xy)  =  0, 
und   diese  wird,  indem  sie  schon  das  ganze  Wertgebiet  der  Variabein  x 
und   der  Function  y   für   sich   definirt,   von  Weierstrass    seinen   alge- 
braischen Untersuchungen  ausschliesslich  zu  Grunde  gelegt. 

Den  Gegenstand  der  Untersuchung  bilden  die  Eigenschaften  der 
Gesamtheit  der  Wertsysteme  xy  („ Wertepaare "),  welche  die  Gleichung 
f(^xy)  =  0  befriedigen,  —  des  „algebraischen  Gebildes  f=0".  Dabei 
wird,  wie  schon  in  dem  VI.  Abschn.  über  die  singulären  Punkte,  Nr.  7, 
berichtet  wurde,  dieses  Gebilde  in  „Elemente"  zerlegt,  wobei  zu  jeder 
„Stelle"  ein  oder  mehrere  Elemente  gehören.  Erst  für  die  transcendenten 
Anwendungen  wird  hinterher  der  Satz  bewiesen,  dass  die  sämtlichen  zu- 
gehörigen „Functionselemente"  y  von  x  sich   auch  in  analytischer  Fort- 
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Setzung  zu  einer  einzigen  analytischen  Function  y  von  x  zusammen- 
schliessen  (dass  also  das  Gebilde  „monogen"  ist).  Obwohl  zu  diesem 
Beweise  die  Differentialeigenschaften  von  f=0  genügt  hätten,  wird  doch 
—  abweichend  von  Puiseux,  der  auf  directera  Wege  gezeigt  hatte,  dass 
man  ohne  Berührung  einer  für  y  kritischen  Stelle  x  von  jedem  Wertsystem 
xy,  wo  f(xy)  =  0  ist,  zu  jedem  anderen  übergehen  kann  —  ein 
algebraischer  Satz  der  Theorie  benutzt,  so  dass  die  Functionseigen- 
schaften  bei  Weierstrass  in  der  That  erst  nach  Behandhing  der  Eigen- 
schaften des  Gebildes  f=0  herangezogen  werden  (s.   unten  Nr.  IG). 

2.     Was  von  functionentheoretischen  Grundlagen  für  den  aiyebraischen  i^uQ^tionen- 

~-  theoretische 

Teil  benutzt  wird,  soll  zunächst  angegeben  werden.  Wie  in  Abschn.  VI,  Nr.  7  finmJiageD. 
erwähnt  ist,  wird  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme  xy,  welche  die  Glei- 
chung f(xy)^0  in  der  „Umgebung"  einer  nicht-singulären  Stelle  ab  be- 
friedigen—  d.h.  für  welche  die  absoluten  Werte  |x  —  a|,  [y  —  bj  unter 
gewissen  endlichen  Grenzen  bleiben  — ,  durch  ein  Paar  Potenzreihen 
X  ^  a-l-^^s(t),  y  =  b-l-ip^(t),  wo  5p  und  p,  für  t  :=  0  verschwinden 
(bezeichnet  durch  x^,  y['),  dargestellt  [^  bedeutet  hier  und  im  Folgenden 
eine  Reihe,  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  Argumente  aufsteigt,  P 
eine  Potenzreihe  nach  ganzen  Potenzen  überhaupt].  Die  Berechtigung  hierzu 
wird  vermittelst  des  a.a.O.  erwähnten  „Vorbereitungssatzes"  nachgewiesen. 
Von  hier  aus  wird  auf  dieselbe  Eigenschaft  für  eine  beliebig  singulare 
Stelle  geschlossen,  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  letzterem  Falle  eine 
endliche  Zahl  solcher  Entwickhingen  nötig  werden  kann.  Eine  Stelle 
X  ^  oo  macht  hier,  wie  in  der  ganzen  Theorie,  keine  Schwierigkeit,  da 
es  genügt,  x=  1/^  zu  setzen  und  ^  =  ^(t)  zu  betrachten;  ebenso,  wenn 
y  ^  oo  wird.  [Will  man,  statt  x  und  y  getrennt  zu  betrachten,  von 
hier  den  Uebergang  zur  ternären  projectiven  Auffassung  der  Curve  f=0 
machen,  so  genügt  es,  wenn  x  =  oo  ist,  die  lineare  Substitution  x  =  1/c, 
y  =  7j/S  auszuführen.]  Der  Convergenzbereich  einer  Entwicklung  y  —  b 
=  ^(x — ay/^'  wird  als  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  a  nachgewiesen,  der 
mindestens  bis  zur  nächsten  singulären  Stelle  reicht;  und  hieraus  folgt 
schon  unmittelbar,  dass  das  Gesamtgebiet  der  der  Gleichung  f(xy)  =  0 
genügenden  Wertsysteme  xy  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Elementen  des 
algebraischen  Gebildes  verteilt  werden  kann. 

Vor  allem  aber  sind  es  die  Sätze  über  die  Teilbarkeitsverhältnisse 
der  Functionen  von  mehreren  Variabein,  welche  für  eine  Theorie,  die  sich 
wesentlich  auf  Grund  der  Entwicklungen  von  rationalen  Functionen  von 
mehreren  Variabein  aufbaut,  von  entscheidender  Bedeutung  sind,  und  deren 
strenge  Erledigung  man  auch  erst  Weierstrass  (4),  §  5  verdankt.    Für 
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eine  ganze  rationale  Function  F  von  n+1  Variabein  x,  x, ,  ...,  Xu  hat 
man  den  Satz,  dass  sie  durch  eine  zweite  solche,  G,  die  irreductibel  ist, 
dann  teilbar  ist,  wenn  F  =  0,  G  ^  0  für  alle  Werte  von  x, ,  .. .,  Xu,  die 
in  der  Cmgebung  einer  Stelle  (a^ ,  . . . ,  a,i)  liegen,  eine  Wurzel  x  gemein- 
sam haben.  Von  den  aus  dem  „ Vorbereitungssatz "  abgeleiteten  Sätzen  wird 
besonders  der  folgende  benutzt:  Wenn  die  Potenzreihen  F(x, ,  ...,Xn), 
G(Xj ,  . . . ,  Xn),  ohne  x^ ,  x, ,  ...  oder  x„  zu  Factoren  zu  haben,  für  Xj  =  0, 
....  Xn  ^  0  beide  verschwinden,  und  der  Quotient  F/G  mit  abnehmenden 
X  ,  . . . ,  Xn  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert  —  oder  auch : 
wenn  es  nicht  unendlich  viele  Wertsysteme  in  der  Umgebung  von  x,  =  0, 
...,Xn  =  0  giebt,  für  die  F/G  unendlich  wird — ,  so  ist  dieser  Quotient 
selbst  in  eine  Potenzreihe  ^  (Xj ,  . . . ,  Xn)  entwickelbar. 

Sätze  der  letzteren  Art  werden  angewendet,  wenn  es  sich  um  das 
Verhalten  einer  rationalen  Function  R(xy;x'y')  von  zwei  Stellen  xy, 
x'y'  handelt,  die  beide  der  Gleichung  f(xy)  =  0  genügen,  und  welche 
beide  in  die  Xähe  derselben  Stelle  ab  von  f  =  0  rücken  sollen.  Das 
Verfahren,  dessen  sich  Weierstrass  hierbei  bedient,  ist  das  folgende: 

Sei  Xt"  Yt  ein  Functionselement  mit  dem  „Älitteipunkt"  ab  (das  sich 
für  t  =  0  auf  ab  reducirt);  so  werden  in  R(xy;  x'y')  xy  durch  Xtyt, 
x',  y'  durch  x^y^  ersetzt,  wobei  x^y^  sich  von  xfyt  nur  durch  die  Be- 
zeichnung -  statt  t  unterscheiden.  Das  Ergebnis,  ein  Quotient  zweier 
Potenzreihen  von  t  und  x,  wird  dann  nach  den  eben  erwähnten  Prin- 
cipien  (vgl.  unten  Nr.  8  ff.)  untersucht.  —  Das  hieraus  zu  erschliesseude 
Verhalten  von  R  wird  in  keiner  Weise  geändert,  wenn  man  die  für  ein 
Functionselement  immer  erlaubte  Substitution  t  =  s^(s)  macht,  wo  ^(s) 
mit  einem  nicht  verschwindenden  Gliede  beginnt,  sofern  man  nur  eben- 
dieselbe Substitution  gleichzeitig  auf  x  anwendet. 

Ausser  diesen  Sätzen  spielt  eine  wichtige  Rolle  der  auf  die  gewöhn- 
liche Partialbruchzerlegung  gegründete  Cauchy'sche  Residuensatz,  nach 
welchem,  in  der  Weierstrass'schen  Ausdrucksweise,  die  Summe  der 
Coefficienten  der  ( — l)ten  Potenz  von  x  in  den  Entwicklungen  des  ratio- 
nalen Ausdrucks  R(x'y').dx'/dx  an  denjenigen  Stellen  des  Gebildes 
f(x'y')=0,  wo  derselbe  unendlich  wird,  verschwindet. 

Für  den  transcendenten  Teil  der  Theorie  kommen  noch  die  folgen- 
den Sätze  aus  der  Functionentheorie  in  Betracht: 

Wenn  zwei  Grössen  x  und  y  derartig  einander  zugeordnet  sind,  dass 
1)  zu  jedem  x  n  verschiedene  y  gehören,  eine  endliche  Zahl  von  singu- 
lären  Werten  von  x  ausgeschlossen;  2)  in  der  Umgebung  eines  nicht- 
singulären  Wertes  x^a  die  n  Werte  von  y  sich. als  ^^(x  —  a)  darstellen; 
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3)  in  der  Umgebung  eines  singulären  Wertes  x  =  a  die  zugehörigen  Werte 
von  y  sich  durch  eine  endliche  Zahl  von  Potenzreihen  P(x  —  a)^'-"  dar- 
stellen, welche  negative  Potenzen  nur  in  endlicher  Zahl  enthalten,  so  ist 
y  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  nten  Grades  hi  y,  deren  Coeffi- 
cienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  z  eine  eindeutige  Function  der  Stelle  xy  des  algebraischen  ir- 
reductibeln  Gebildes  f(xy)  =  0  ist,  derart,  dass  für  ein  beliebiges  Element 
Xtyt  eine  Entwicklung  z  =  P(t)  existirt,  die  convergirt  und  negative  Po- 
tenzen nur  in  endlicher  Zahl  enthält,  so  ist  z  eine  rationale  Function  von 
xy.     (Beweis  aus  der  interpolatorischen  Darstellung  von  z  abzuleiten.) 

Wenn  das  Integral  u  =/F(xy)dx,  wo  F(xy)  eine  rationale  Function 
der  Stelle  xy  des  irreductibeln  algebraischen  Gebildes  f(xy)  =  0  ist, 
selbst  algebraisch  ist,  so  ist  es  eine  rationale  Function  von  xy.  —  Der 
Beweis  dieses  Abel-Liouville'schen  Satzes  ist  bei  Weierstrass  mit 
dem  von  Stickelberger,  J.  f.  Math.  82,  angegebenen  identisch. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  Weierstrass'  algebraischer  Theorie. 

3.  Eine  rationale  Function  r=RCxy')  der  Variabein  x,  y,  zwischeni'''änsforma- 
denen  die  irreductible  Gleichung  f(xy)  =  0  besteht,  genügt  einer  Gleichung ''i'<^«s  mit- 
F(x7])  =  0,  deren  Coefficienten  rationale  ganze  Functionen  von  x  sind:  in  «''•e'^  Func- 

^      '^  '  ®  tionen. 

7]  von  demselben  Grade  n,  wie  f  in  y,  in  x  vom  Grade  K,  wenn  K  den 
„Grad"  der  Function  tj,  d.  h.  (s.  VI,  8)  die  Anzahl  der  Stellen  von  f  =  0 
bezeichnet,  in  denen  tj  irgend  einen  gegebenen  W^ert  je  in  erster  Ordnung 
annimmt.  Weierstrass  beweist  hierbei  streng  den  von  Riemann  ausge- 
sprochenen Satz,  dass  F  von  der  Form  G"  (x,  v])  wird,  wo  G  irreductibel,  v 
ein  Teiler  von  n  ist,  und  zeigt,  dass  man  den  Fall  v  >  1  auf  v  ^=  1  mittelst 
einer  vorgängigen  linearen  Transformation  von  x,  y  zurückführen  kann. 

Nach  Einführung  der  einen  rationalen  Function  yj  wird  eine  zweite  solche, 
-?,  verwendet,  um  die  eindeutige  Transformatio-n  des  Gebildes  f(xy)=^0  in 
ein  solches  F(c-r^)  =  0  durchzuführen.  Wenn  S,  q  die  Eigenschaft  haben, 
immer  in  Gruppen  von  r  für  c.  und  q  gleichen  Stellen  von  f  =  0  gege- 
bene Werte  anzunehmen,  wird  F  die  rte  Potenz  einer  irreductibeln  Form. 
Wie  Riemann  stützt  Weierstrass  auf  diese  Transformationen  den  Be- 
griff einer  „Klasse"  (bei  Weierstrass  „Geschlecht")  von  algebraischen 
Gebilden,  spricht  (wie  Brill-Noether,  Abschnitt  V,  E,  Nr.  GO  ff.)  von 
der  Aufgabe,  die  Invarianten  gegenüber  den  rationalen  Transformationen 
—  und  zwar  sowohl  die  der  Gleichung  f  =0  wie  die  der  Form  f,  d.  h. 
die  absoluten  und  nicht-absoluten  Invarianten  —  festzustellen,  zu  welchen 
er  durch  Reduction  von  f  =  0  auf  eine  Normalform  der  Klasse,  mit  einem 
Minimum  von  Constanten  —  den  Moduln  —  zu  gelangen  gedenkt.     Was 
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aber  die  Ausführung  betrifft,  so  findet  sich  nur  in  dem  Hefte  von  1873/4 
eine  eingehende  Discussion  der  Fälle  p^p=l.  2,  3,  über  die  unten 
Nr.  16  berichtet  wird.  Der  Verzicht  auf  ein  Verfolgen  dieser  Richtung 
erklärt  sich  vielleicht  aus  einer  gewissen  Abneigung  gegenüber  der  ge- 
wöhnlichen Eliminationstheorie  für  rationale  Formen. 

Die  Elimination  ersetzt  Weierstrass  überhaupt  durch  Product- 
bildung  aus  den  auf  die  einzelnen  Wurzeln  sich  beziehenden  Factoren, 
wie  in  der  Theorie  der  singulären  Punkte,  so  in  der  der  rationalen 
Transformation.  So  kommt  z.  B.  die  Gleichung  f(xy)  =  M.G(xr|), 
welche  das  gegebene  Gebilde  mit  dem  durch  y  =  R^  (^x  ri)  transformirten 
verbindet,  und  die  zu  Betrachtungen  über  die  Bedeutung  des  Factors  M 
Anlass  giebt,  bei  Weierstrass  gar  nicht  vor,  sondern  wird  durch 
die  umgekehrte  Gleichung  Y[{r^  —  R(xyi))  =  G(x,  rj)/GQ  (x)  ersetzt; 
noch  weniger  die  von  Clebsch-Gordan  discutirte  Schlussgleichung 
f(^xy)  =  M.F(^rj).  Ueberhaupt  gehören  identische  Umformungen,  mit 
denen  Andere  erfolgreich  operirt  haben,  nicht  zu  Weierstrass'  Hülfs- 
mitteln:  Weierstrass  construirt  seine  Resultate  mehr  der  Form  nach, 
als  dass  er  sie  herausrechnet. 
Die  Voile-  4.     Den  Kernpunkt  aller  algebraischen  Theorien    bildet   die  Frage 

1869°:  Die  der  Herstellung  der  allgemeinsten  rationalen  Function  R(xy)  der  Va- 

allgemein- 

sten  ganzen  riabelu  X,  y,   welcho   an    gegebenen   Stellen   des  Gebildes   f  (xy)  ^  0   in 
sehen  Fnnc-  gegebenen  Ordnungen  unendlich  wird.    Hinsichtlich  der  Erledigung  dieser 

tionen. 

Aufgabe  Aveichen  bei  Weierstrass  die  späteren  Vorlesungen  von  der 
von  1869  ab;  wir  berichten  zunächst  über  diese,  mit  Beziehung  auf  das 
in  Abschnitt  VI  Nr.  4  und  5  darüber  bereits  Mitgeteilte. 

Im  Anschluss  an  Kronecker  sucht  Weierstrass  zuerst  die  all- 
gemeinste ganze  algebraische  Function  von  x,  @(x),  und  zwar  in  der 
Krone cker'schen  Form,  welche  zugleich  auf  die  Anzahl  dieser  Func- 
tionen schliessen  lässt.     Diese  hat  die  Gestalt  2)  in  VI,  4: 

@(x)  =  B/x)-t-B/x)  G,(xy)H |-B„_a(x)  G„_i(xy), 

wo  die  B  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  und  die  Grössen  Gq(=1), 
Gj(xy),  ...,  Gn_i(xy)  ein  „Fundamentalsystem"  von  n  ganzen  algebrai- 
schen Functionen  von  x  bilden.  Die  G^  sind  dabei  aus  Ausdrücken 
hergeleitet,  welche  gewisse  Nenner  N^  haben,  die  Factoren  des  ausser- 
wesentlichen  Teilers  D^  (x)  =  N^  (x)  •  •  •  ^n-i  (x)  der  Discriminante 
D(x)  =  A(x)D^  (x)  von  y  sind  (s.  VI,  4),  bezüglich  deren  aber,  ebenso 
wie  bezüglich  der  G^,  bei  Kronecker  nur  die  Existenz,  nicht  die  Bil- 
dung, nachgevdesen  ist.  Durch  Division  der  B  mit  diesen  Nennern  wird 
dann  jede  ®(x)  auf  die  Form  gebracht: 
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1)  ®(x)  =  h„(x)+hXx)GXxy)H ■}-h„-i(x)G„_,(xy) 

+go(-^)+giW  U^y)H hga-i(x)f„-,(xy), 

wobei  die  h  und  g  ganze  Functionen  von  x  sind,  die  h^  von  niedrigerem 
Grade  als  die  entsprechenden  ^'^,  und  wo  die  ganzen  algebraischen 
Functionen  f/^(xy)  von  x  aus 

f(xy)  =  f/x)y"  +  f,(^)y"-'H hfn(x), 

f„_,(xy)  =  f„y"-i  +  fj"--H hfn-i 

definirt  sind.  Diese  letzteren  Functionen  entstehen  bekanntlich,  indem 
man  den  Ausdruck: 

2)  i&itl^-l)-  =  f^(x).z"-i+f.(xy).z-^^+  ...  4-f„-i(xy) 

=  f(xyz)  ee;  f(xzy) 
bildet,  also  diejenige  Form  in  z,  welche,  gleich  0  gesetzt,  bei  gegebenen 
X  und  f(xy)  =  0,  mit  f (x  z)  =  0  die   von  z  =  y  verschiedenen  Wur- 
zeln z  gemein  hat. 

Die  letztere  Form  von  ©(x)  liefert  unmittelbar  die  Anzahl  aller 
willkürlichen  Gonstanten.  Die  Zahl  der  in  der  ersten  Zeile  von  ©(x) 
enthaltenen  wird  r  =  }Ln^,  wenn  n^  der  Grad  von  N^  ist;  also  gleich 
dem  Grad  r  des  ausserwesentlichen  Factors  D.,(x)  der  Discriminante  von 
y,  d.h.  r  =  m(n  —  1) — -^co,  wenn  f  (x  y)  in  x  auf  den  mten,  in  y 
auf  den  nten  Grad  steigt  und  o)  der  Grad  des  wesentlichen  Teilers  A(x) 
ist.  Alle  Functionen  der  zweiten  Zeile  von  1)  sind  rationale  ganze 
Functionen  von  x  y,  also  „nicht-adjungirte''  Functionen,  aus  welchen  man 
die  allgemeinsten  @(x)  erst  durch  Zufügen  von  beliebigen  linearen  Ver- 
bindungen aus  den  r  unabhängigen  „adjungirten"  Functionen  der  ersten 
Zeile  erhält.  Die  Zahl  r  stimmt  mit  der  Zahl  r  der  im  allgemeinen  be- 
stehenden Bedingungen  überein,  durch  die  eine  im  Endlichen  „adjungirte" 
Function  zu  einer  nicht-adjungirten  specialisirt  wird  (s.  IV,  Xr.  14;  V,  Nr.  55). 

5.     Der  nun  bekannte  Ausdruck   für   die   allgemeinsten   ganzen  al-  Ableitung 

der  übrigen 

gebraischen  Functionen    von  x  wird    von  Weierstrass    zur  Herstellung  aus  den  gan- 
zen Func- 

der  allgemeinsten  in  vorgeschriebener  Weise   unendlich  werdenden  Func-    tionen. 
tionen  verwendet. 

Wenn    x' y'    eine    nicht -singulare    Stelle    des    Gebildes   f  (x  y)  =  0 
öf(xy) 


ist,    an  der  ( — ^^\       =  f'C^'y')^  +  <^  ist,  so  stellt 

fo(^y)y'"-^+f.(^^ 


3)  f(xy;xy)  =  -J— {f„(xy)y'"-^  +  f,(xy)y'"-2+...  -^f„_i(xy)}, 
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eine  Function  von  xy  vor,  welche,  ausser  im  Unendlichen,  nur  für 
X  =  x',  y  =  y' unendlich  wird,  und  zwar  wie  f'(x'j')^/(x — x').  Jede 
höchstens  in  x^^y,,,  x^y^,  ...,  X;,y;;  zu  oo'  werdende  Function  muss  sich 
daher  in  die  Form 

4)  R(xy)  =  JcAf(xy;  x;.y;.)  +  ®(x) 

A=Ü 

setzen  lassen,  wobei  aber  in  @(x)  alle  g^(x)  der  zweiten  Zeile  von  1), 
Nr.  4  verschwinden  müssen,  ausser  go(x),  das  sich  auf  eine  Constante  c 
reducirt.  Die  Forderung,  dass  dieser  Ausdruck  in  x  =  oo  nicht  unend- 
lich wird,  ergiebt  —  indem  man  ausdrückt,  dass  die  n  —  1  Functionen 
C|(x),  ...,  C„_i(x)  in  der  Anordnung 

R(xy)  — c  =  S'Cifi(xy), 

mit  x"^  multiplicirt,  für  x  =  c»  endlich  bleiben  —  ein  System  von 
(m — l)(n — 1)  homogenen  linearen  Bedingungsgleichungen  für  die  x+l  H-r 
Constanten  c,,,  c,,  ...,  c^,  c^+i  ,  ...,  c^+rC^on  denen  die  r  letzteren  in 
@(x)  vorkommen).     Setzt  man 

— (n — 1)  =  p  [^  p],  also  auch  p  =  (m — l)(n — 1) — r, 

so  existiren  also  die  gesuchten  Functionen  sicher,  wenn  x-|-i>p;  und 
zwar  wird  R  in  allen  x+1  Stellen  wirklich  oo^,  wenn  zwischen  den 
x-j-l  Wertsystemen  x;.  y;.  nicht  gewisse  Relationen  stattfinden.  Im  Falle 
X  =  p  existirt  dann,  von  einer  additiven  und  multiplicativen  Constanten 
abgesehen,  nur  eine  solche  Function;  für  x<p  keine. 

Aber  auch  der  Charakter  der  Ausnahmefälle  lässt  sich  durch  genauere 
Discussion  der  (m — l)(n — 1)  Gleichungen  zwischen  den  c  erkennen. 
Sie  liefern  für  x  =  p : 

5)  Cp:Cj:...:Cj,:c^,+i:...:c„+r  =  — D„:D, :  ...:D^  :D^  +  i: . .  .:D„+r, 
wo  B^  nur  die  Wertsysteme  x,  y^ ,  ...,  x^y^  enthält  und  in  allen  x^  vom 
Grade  m  —  2,  in  den  y;.  vom  Grade  n  —  2  ist;  wo  ferner  D;.  eine  Deter- 
minante ist,  die  aus  D^  durch  Vertauschung  von  x;.  y;.  mit  x^^  y^  entsteht 
(X=  1,  ...,  p),  ebenso  D^+^  aus  D^  durch  Ersetzen  einer  anderen  Colonne 
durch  die  erste,  x^^  y^^  enthaltende.  Nach  dem  geometrischen  Sprachge- 
brauche drückt  Dg  =  0  die  Bedingung  dafür  aus,  dass  Xjy^,  ...,  x^y,,  auf 
einer  zu  f  adjungirten  Curve  cp  liegen.  D^+^u  =  0  sagt,  im  Falle  dass 
f==:0  r  endliche  Doppelpunkte  a'^bj,  ...,  a^bj.  hat,  aus:  dass  x^y^^, ..., 
x„yo  auf  einer  Curve,  von  der  Ordnung  der  <p,  liegen,  welche  in  allen 
Punkten  a'b',  ausgenommen  a^b^,  zu  f  adjungirt  ist. 
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In  der  That  lassen  sich  in  diesem  Falle  die  r  Zusatzglieder  in  dem 
Teil  @(x)  der  Function  R(xy)  in  die  Form 

r 

6)  ^  c„+^f(xy;   a;,!);) 

setzen,  wo  f  endlich  ist  für  x  =  a^,,  y  =  b^.    Die  Bedingungsgleichungen 
werden  dann: 

7)  2:  Ca  x«-i  y»-'?-i  +  J  c,+„  a';-i  b'"-.?-i  =  0 

/a  =  1.  ....  ra  — 1\ 
V,J  =  1 11-1/ 

Die  hier  von  Weierstrass  angenommene  invariante  Auffassung  einer 
zum  Gebilde  f(xy)  =  0  gehörigen  Zahl  p,  welche  er  den  Rang  des  Ge- 
bildes (das  Riemann'sche  „Geschlecht''  p)  nennt,  ist  die:  dass,  bei 
x+l  willkürlich  angenommenen  Wertsystemen  des  Gebildes,  Functionen, 
welche  darin  je  zu  oo^  werden  sollen,  für  x^p  existiren,  nicht  aber 
für  x<:p. 

Die  weiter  zu  bildenden  Functionen  R(xy),  welche  höchstens  für 
p  +  .i.  Wertsysteme  x^y^,  ...,  x„+^  y^+^  zu  oo^ ,  für  .i.  weitere  zu  0 
werden,  setzt  Weierstrass  aus  den  vorher  für  tj,  ^  1  gebildeten  zu- 
sammen, indem  er  p  festgewählte  Wertsysteme  a,  b,,  ...,  a^b«,  für  welche 
Dq  +  0  ist,  d.  h.,  welche  selbst  nicht  die  co^-Stellen  einer  Function  sind, 
zu  Hülfe  nimmt.     Man  bildet  erst  die  p-|-[x  Functionen 

H(xy;  x^y;),  (X  =  1,  . ..,  p  +  jx), 
welche  je  in  a,  b,,  ...,  a^b^,,  x^y^  zu  oo'  werden  sollen  und  es  in  x;.y^ 
bei  jeder  Lage  dieser  Stelle  auch  wirklich  werden;  und  hieraus 

8)  R(xy)-c  =  V-c,H(xy;  x,y,). 

Für  jedes  der  p  Systeme  ab,  wo  R  endlich  bleiben  soll,  und  für  jeden 
der  [j,  Nullpunkte  von  R  erhält  man  eine  Bediugungsgleichung  in  den  c; 
und  die  ersteren  p  Gleichungen  liefern  zwischen  den  2(p+}x)  Werte- 
paaren, der  p4-[jL  Unendlichkeits-  und  p-|-fx  Nullstellen  von  R(xy)  p 
algebraische  Relationen,   welche   von   der  Natur  von  R  unabhängig  sind. 

Die  in  vorgeschriebener  Weise  unendlich  werdenden  Functionen 
f(xy;  x'y'),  Gj,  ...,  G„_i  (s.  Nr.  4),  oder  besser  H(xy;  x^y^.),  ersetzen 
hinsichtlich  der  Zusammensetzung  aller  algebraischen  Functionen,  wenig- 
stens derjenigen,  die  überall  nur  in  erster  Ordnung  unendlich  werden,  die 
Riemann'sche  Summe  von  Integralen  zweiter  und  erster  Gattung.  Wäh- 
rend die  p  Bediugungsgleichungen  für  die  algebraischen  Functionen  bei 
Riemann  aus  dem  Verschwinden  aller  Periodicitätsmoduln  gefolgert  wer- 
den, ergeben  sie  sich  bei  Weierstrass  aus  dem  Verhalten  in  den  p  will- 
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kürlich  angenommenen  Stellen  ab.  Obwohl  jede  einzelne  Gleichung  von 
je  einer  dieser  p  Stellen  abhängig  ist,  werden  gewisse  p  lineare  Combi- 
nationen  derselben  von  den  ab  unabhängig  und  drücken  (indem  man  zu- 
zugleichx<p  nicht  ausschliesst)  nichts  anderes  aus,  als  die  Bedingungen 
des  Riemann-Roch'schen  Satzes: 

9)  ^  CAH(x;.yO«  =  0 

I  a  =  1,  ...,  p;  wo  n(x'y')a  das  Riemann'sche    ^V.  ,   ,.      istj, 

die  indessen  in  Weierstrass'  Vorlesungen  nicht  eingehender,  als  bereits 
erwähnt  ist,  discutirt  werden.    Netto  entwickelt  aus  diesen  Relationen  für 
x-<p  umgekehrt  den  von  Riemann  ausgesprochenen  Satz,  dass  die  be- 
treffenden Functionen  (die  also  in  einer  „Specialgruppe"  unendlich  wer- 
den) sich  als  Quotienten  zweier  Formen  H(xy)„  (oder  cp)  darstellen  lassen, 
und    leitet    daraus    auch    die   Riemann'sche  Minimalzahl  i(p+2)    der 
Punkte   ab,   in   denen,  bei  nicht  speciellen  Moduln  des   Gebildes,   eine 
Function  zu  oc^  werden  kann. 
Methode  der         6.     Die  Späteren  Vorlesungen  weichen   von  denen  von  1869  darin 
voriesu'n-  ab,  dass  sie  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Functionen  nicht  mehr 
°'"'      voraussetzen.     Statt  dessen  wird  zuerst   die  analoge  Aufgabe   behandelt: 
alle  algebraischen  Functionen  aufzustellen,  welche  in  den  n(m— 1)  festen 
Stellen  aibj"^  (i  =  l,  2,  ...,  m— 1;  v  =  1,  2  ...,  n)  höchstens  zu  cx)^ 
werden,  während   sie  für  x  =  oo   endlich  bleiben   sollen.     Die  Durch- 
führung stimmt  insoweit  mit  der  früheren  überein,  als  zu  m— 1  unmittel- 
bar angebbaren  (aber  nicht-adjungirten)  solchen  Functionen  die  Existenz 
von  r  Zusatzgliedern   (adjungirten   Ausdrücken)   nachgewiesen  wird,    aus 
welchen  r+m  — 1  Ausdrücken  alle  jene  Functionen  sich  zusammensetzen 
müssen.     Eine  wirkliche  explicite  Darstellung  dieser  r  Glieder  wird  nicht 
gegeben,  so  wenig  wie  es  hinsichtlich  der  G  in  1)  Nr.  4  der  Fall  war;  wohl 
aber  eine  solche  von  R>r  Güedern,  die  sich  auf  die  singulären  Stellen 
von  f  (xy)  =  0   beziehen  (eine  Erweiterung  der  Glieder  von  4),    Nr.  5), 
und  welche  in  jedem  einzelnen  Falle  auf  ihre  unabhängigen  linearen  Com- 
binationen  zurückgeführt  werden  können.    Die  Anzahl  r  dieser  Combina- 
tionen  bleibt  aber  bei  dieser  Ent^^icklung  im  allgemeinen  Falle  zunächst 
unbestimmt,  während  die  Zahl  p,  mit  der  invarianten  Definition,  wie  in 
Nr.  5   angegeben,    eingeführt,   mit  r  in   die  dort  angegebene   Beziehung 
p  =  (m— l)(n— 1)  — r  tritt.     Erst  nachträglich  und  indirect  stellt  sich 
dieses  r  als  der  Grad  des  ausserwesentüchen  Factors  D,  der  Discriminante 
von  y  heraus.    Dieser  Umstand,  welcher  die  Theorie  weniger  übersichtlich 
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maclit,  als  es  bei  der  von  18G9  der  Fall  war,  hängt  damit  zusammen,  dass 
Weierstrass  seiner  ganzen  Untersuchung  eine  Gleichung  f(xy)  =  0  zu 
Grunde  legt,  für  welche  er  noch  beliebige  Singularitäten  zulässt,  während 
er  doch  von  den  die  Singularitäten  auflösenden  Transformationen  von 
f=0  nicht  Gebrauch  machen  kann,  weil  sich  dadurch  m,  n,  r  und  alle 
einzelnen  von  ihm  betrachteten  Functionen,  welche  durchaus  an  die  spe- 
cielle  Gestalt  von  f  =  0  geknüpft  sind,  ändern. 

An  Stelle  des  aufgegebenen  Beweisapparats  der  Theorie  der  ganzen 
algebraischen  Functionen,  insbesondere  der  Basisdeterminanten-  und  Dis- 
criminantenuntersuchung,  führt  nun  Weierstrass  neue  Bew^eismittel 
in  die  Theorie  ein.  Der  Hauptgedanke  ist  der,  dass  er  Ausdrücke  wie 
f(xy;x'y')  oder  H(xy;x'y')  nicht  nur  als  rationale  Functionen  von  xy, 
sondern  auch  in  ihrer  Abhängigkeit  von  x'y',  welche  von  ganz  anderer 
Art  ist  als  die  von  xy,  betrachtet.  Als  Ausdrücke  in  x'y'  traten 
dieselben,  multiplicirt  mit  dx'/dt :  f'(x'y')„,  schon  in  der  früheren  Vor- 
lesung als  Integranden  auf;  hier  aber  wird  diese  Abhängigkeit  zur 
Aufstellung  jener  auf  die  singulären  Stellen  bezüglichen  Zusatzglieder  be- 
nutzt, und  zum  Beweis  ilirer  Vollständigkeit  kann  nun  der  Cauchy'sche 
Residuensatz  herangezogen  werden.  Die  Zurückführung  der  übrigen  Func- 
tionen auf  jene  speciellen  geschieht  wieder  so,  wie  in  Xr.  5  berichtet  ist. 

7.     Wir  beginnen  mit  der  neuen  Definition  der  Zahl  o.  Definition 

'  von  o. 

Weierstrass  beweist  die  Existenz  einer  Zahl,  welche  der  in 
Nr.  5  mitgeteilten  Definition  von  p  entspricht,  auf  folgende  Weise:  Hat 
man  x  feste  Stellen  ajb^,  .  .  ,,  a^hx,  derart,  dass  es  eine  Function  % 
giebt,  die  in  x'y'  zu  oo^  und  sonst  nur  in  den  von  x'y'  unabhängigen 
X  Stellen  zu  höchstens  cx)^  wird,  so  kann  man,  wenn  es  x  —  p  linear 
unabhängige  Functionen  @j,  ...,  &x-„  giebt,  die  nur  in  den  x  Stellen 

zu  höchstens  cx)'  werden,  in  g(xy;  x'y')  =  g-  —  1,®^ — l;f_^@;,_^ 

eine  Function  bilden,  welche  nur  in  x'y'  und  höchstens  p  der  x  Stellen 
zu  oo^  wird,  während  in  diesen  p  Stellen  allein  keine  Function  zu  oo' 
wird.    Die  so  gefundene  Zahl  p  ändert  sich  aber  bei  Aenderung  der  Stellen 

p'     

ab   und   ihrer   Anzahl    x    nicht;    denn    die    Function    ^  Chg(xy;  a;.b;,) 

lässt  sich  für  p'  I>  p  stets  so  bestimmen,  dass  sie  nur  an  Stelleu,  die  unter 
aib'i,  .  .  .,  a'o-hly  enthalten  sind,  zu  oo^  wird,  p  ist  hiernach  definirt  durch 
die  Anzahl  der  Stellen  aj  bj ,  für  welche  keine  Function  existirt,  die  in  den 
ajbi  allein  zu  oo'  wdrd,  wohl  aber  eine  solche,  die  in  den  aibi  und 
einer  von  diesen  unabhängigen  Stelle  x'y'  zu  oo^  wird. 

Die  specielle,  nicht  adjungirte,  Function,  von  der  Weierstrass  hier 
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ausgeht,  und  die  der  Function  f(xT:x'y')  von  Nr.  5  analog  gebildet  ist, 

ist  die  folgende: 

f(xyy').n(x') 
F(xy;  x'y')  =   /,       \  y.}^- 
(x — x).ll(x) 

[für  die  Definition  yon  f(xyy')  s.  Xr.  4].   oder  die   wenig  abweichende: 

[wo  n(x)  =  (x  — aj  .  .  .  (x— a^_i)], 

also  eine  Function  von  x  y,  die  für  x  =  oo  nicht  mehr  unendlich  wird, 
sondern  nur  noch  oo'  in  x'y',  und  ebenso  an  Stellen,  die  unter  den 
n(m — 1)  Stellen  ajbi  ^  (ir=:  1.  .  .  .,  m — 1:  v  =  1.  .  .  .,  n)  enthalten 
sind.  Hierbei  ist  p^n(m — 1)- — (m  —  1)  =  (^n  —  l)(ui — 1),  da  man 
sogleich  m — 1  unabhängige  (nicht-adjungirte)  Functionen  angeben  kann, 
welche  nur  an  den  Stellen  ajbi     zu  höchstens  oo-'  werden,  nämlich 

c,         I        <^2         j j         Cm-i       ^   g(x) 

X — a,         X  —  a^  X — a,u_i  n(x) 

wo  g(x)  höchstens  auf  den  (m — 2)ten  Grad  in  x  steigt. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  allgemeinsten  Zusatzglieder  für  die 
Functionen,  die  nur  in  den  ajbi''^  zu  oo'  werden  sollen.  Während  in 
den  Vorlesungen  bis  zur  Mitte  der  70er  Jahre  nur  diejenigen  Eigenschaften 
derselben  und  ihrer  Summen  angegeben  werden,  welche  zur  Aufstellung 
der  Integranden  der  verschiedenen  Gattungen  notwendig  sind,  enthalten 
die  weiteren  Vorlesungen  eine  eingehendere  Discussion  der  Gestalt  jener 
Glieder,  welche  wir  (nach  dem  Hölder'schen  Hefte)  zunächst  besprechen 
wollen. 
Gesamtheit  g.    Weierstrass  betrachtet  hier  —  unter  der  Annahme  (die  nachträg- 

der  in  den 

jjjjW     lieh  leicht  Avieder  fallen  gelassen  werden  kann),  dass  f(xy)  =  0  vorher 

zu  aoi  wer- durch  lineare  Transformation  auf  die  _Normalform"  gebracht  sei,  in  wei- 
denden "  *  ' 
Functionen,  eher   ZU   X  =  OO  u   endliche   von   einander  verschiedene  Werte  y,    und 

aus  den 

Tntegranden-zu  v  =  OO  m   endliche,  verschiedene  x  gehören  —  die  Entwicklungen 

Entwicklun-  .;  '  &  o 

gen  abgelei-  deS    Ausdrucks 

tet.  — 

F(xy;xy)     dx' 

f'(x'y'),        dT   ' 

wenn  man  für  xy;  x'y'  verschiedene  Elemente  Xtyt;  ^zJt  einsetzt.  Eine 
fundamentale  Eigenschaft   dieser  Entwicklungen  nach  t,  t  (die  schon  für 

f(xyy')  dx' 

(x'-x)f'(x'y'),     d- 

besteht)  ist  die,  das  für  zwei  verschiedene   „Mittelpunkte"  xy  und  x'y': 
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gesetzt  werden  kann,  für  denselben  Mittelpunkt  x"y''  aber,  wenn  x°y° 
ans  x"yi    durch  Vcrtauscliung  von  t  mit  t  hervorgeht: 

F(xt"yt";x^yO    dx?  _     i 

f'(x^y?X        dT  -  t-t  -^'  ^''  ^^' 

wo  P  und  P'  Potenzreihen  sind,  in  welchen  negative  Potenzen  von  t 
und  T  nur  in  endlicher  Anzahl  vorkommen. 

Daraus    gehen    nun    die    von   Weierstrass    benutzten    Functionen 

hervor.     Die  Entwicklunsj:  von   — ^7^-^    l^-^ r^  nach  Potenzen  von  t 

f'(x;,y;X      cit 

giebt  als  Coefficienten  von  -f^  ([J- =  0)  eine  Function:  — F(xy;  x'y')^ 
von  X,  y,  welche  für  xy=:x'y'  in  der  ([xH-l)ten  Ordnung  unendlicli 
wird  (wie  — 1~"~'  für  xy^(x'y')t)  und  ausserdem  nur  zu  00^  an  Stellen 
aibi  .  Solange  x'y'  von  einer  singulären  Stelle  von  f=0  verschieden 
ist,  enthält  wenigstens  die  Entwicklung  von 

(F(xy;x;y;)-F(x^y„;x;yO)     d< 
f'C^yV),  clx 

nach  T,  wenn  x'y'  von  xy  und  x^y^  verschieden,  und  x^y^  eine  nicht- 
singuläre     Stelle     ist,     nur    positive    Potenzen     von    x     (analog    einem 

m— 2  n-2 

G(x'     y')      dx' 

Ausdruck    — ,^  .    ;^^     );    an    einer    singulären    Stelle    x'y'  =  a'b' 

f(x'y ),       dx 

FCxy;  x^'y^')        dx-^' 
aber    crgiebt   die   Entwicklung  von    — ^^ — ' ,  . ,  ^  -^ ,    — :, —   negative   Po- 

f'(4y^),         dx       - 

tenzen  von  x  in  endlicher  Zahl.    In  den  Coefficienten  von  x~^([j.  =  1,  2,  . . .) 
ergiebt  sich  so  eine  Reihe  von  Functionen  F(xy;  a'b')_^  von  xy,  welche,  da 
auch  die  Entwicklung  von  l/(x  —  t)  keine  negativen  Potenzen  von  x  liefert, 
an  der  singulären  Stelle  a'b'  nicht  mehr  unendlich  werden,  dagegen  zu  00' 
anstellen  aib;    .     Diese  Functionen,  gebildet  für  alle  singulären  Stellen  des 
Gebildes,  werden  also  nur  an  den  Stellen  ajbi '•*  zu  oo^  Dass  sie,  mit  der  obi- 
gen rationalen  Function  g(x)/n(x)  von  x  linear  verbunden,  auch  die  Ge- 
samtheit aller  in  diesen  n(m  —  1)  Stellen  zu  00^  werdenden  Functionen 
von  xy  liefern,  wird  nun  mit  Hülfe  des  Residuensatzes  bewiesen. 
Sei  nämlich  R(xy)  eine  solche  Function;  so  ergiebt  dieser  Satz,  auf 
Prv'v'^     F(xy;x'y')-F(x,y,;x'y')     ^ 
^^^'  f'(xyX  dx 
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angewendet,  wobei  die  Stellen  x'y'  =  xy,  ^y^,  ferner  die  singulären 
Stelleu  von  f  =  0  und  endlich  die  ajbi      Beiträge  liefern,  die  Beziehung: 

wo  die  ^  über  alle  singulären  Stellen  a^b^  und  diejenigen  Werte  von  jx  aus- 

zudehnen  ist,  welche  bezw.  bei  a'^h'^  zu  einer  Function  F(xy;  a'^h'^)-^  Ver- 
anlassung geben,  und  wo  Ri'       der  Coefficient  von  x'*"^  in  R(x*^y'^^)  ist. 
Die  Function  R(xy)  setzt  sich  hierbei,  wenn  die  ^  r'  Glieder  ent- 

hält,  aus  r'-|-m — 1  Gliedern  zusammen  (von  der  additiven  Constanten 
abgesehen),  welche  aber  noch,  wenn  zwischen  ihnen  r' — r  lineare  Rela- 
tionen bestehen,  auf  ihre  geringste  Anzahl  r-f-m — 1  linear-unabhängiger 
Glieder  zu  reducireu  sind,  wobei,  nach  dem  am  Anfange  von  Nr.  7  Ge- 
sagten, r-l-m  —  1  ^  (m  —  l)n  —  p,  oder  p  =  (m  —  l)(n  —  1)  —  r  ist. 
Reduction  9_     Weierstrass  führt  die  Discussion  dieses  Systems  von  r'" — r  Iden- 

auf  die  •' 

Function  titäten    insoweit   durch,    dass    er   an  Stelle   der  von   den  Punkten   aib-''^ 

Ton  Nr.  5.  ' 

abhängigen  r'+m  —  1  Glieder,  unter  Zurückgreifen  auf  die  alte,  in  Nr.  5 
bezeichnete  Function  f(xy;  x'y'),  ebenso  viele  davon  unabhängige  einführt. 
Da  die  Formeln  dann  einfach  werden  und  auch  weiterhin  (s.  Nr.  13)  zu  einem 
wichtigen  Schlüsse  dienen,  so  wollen  wir  sie  besprechen.     Es  wird: 

Die  Entwicklungscoefficienten  der  Klammergrössen  links  in  folgenden  Aus- 
drücken mögen  bezeichnet  werden  durch: 

WO  x^y'  sich  auf  die  singulare  Stelle  aljb^  als   Mittelpunkt  beziehen. 
Für 

n(x)  =  x™-i-i-A,x™-2H hA^_i, 

—  (x;  X,  — u)^?  =  x""-- (•/.,  — [i)oß  + 

-j-x-^-^Kx,  — [x)i^-|-Aj(x,  — |x).,^0! 


hAm-2(x,  —]i'\ß\ 

wird   dann 
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1         n-2 

^X-^y;  <K)-,.  =  f(x y)., -,,-+- j77".~  ^(x;  x,_jj.X,f„_^j^,(xy). 
Man  schliesst  hieraus,  dass  jeder  Relation  von  der  Form 

2!,  C;f,  ^F(xy;  a^L)!,)_^,  =  ^    ^  ,      (g(x)  hüclistcns  vom  Grade  m  —  1) 

da  wegen  der  Grade  dieser  Functionen,  bei  willkürlicher  Wahl  der  m — 1 
Werte  aj, 

3)  Z Cx, ^ (x;  X,  -[i-X,  =  0,      ^j^^^  =  C 

sein  muss,  eine  Relation  von  der  Form 

4)  ^^..^f(xy).. -^  =  C 

x.li 

entspricht,  und  umgekehrt.  Da  aber  die  3)  sich  in  die  folgenden  auf- 
lösen: 

3')     ^c..,(K,-[x).,  =  ()  Gi;;:;;:;:;;;r;), 

so  ist  die  Bestimmung  der  C^,.  „  auf  die  Discussion  des  von  den  ajbf'^ 
unabhängigen  Systems  3'),  entsprechend  7)  von  Nr.  5,  zurückgeführt.  Die 
Lösung  foruiulirt  Weierstrass  so: 

Sei 

^)  gCxy)  =  2^g«,jx«y/5     (et,  ß  wie  vorher) 

aß 

irgend  eine  ganze  Function  von  x-y,  von  den  Graden  ni — 2,  n — 2  bezw. 
in  x,y,  und  sei: 

^)  Z  g'«,J (x^  —  \^)a,3  =  (g)  ^.  f,  ■ 

aß 

Von  den  r' Grössen  (g)^^  werden  r  unabhängig  sein.     Diese  seien: 
7)     [g],-  =  ^cW    (g)^^  =  Z(s)o.ß^aß  (r  =  1,  2,  ...,  r) 

Jf,  jU  aß 

mit  willkürlichen  ci']^  als  Coefficienteu. 
Bildet  man  dann 
f«(xy)  =  ^c«    f(xy).,_^, 

f(')(xy)  =  Sg«.-,jfn_;y-i(xy), 
wo 

%{^\ß  =^c«(x;/,— ji.)^ 

ist,  so  wird: 

R(^y)  =  i;c,{fO.(xy)  +  -jA_f<0(xrt}  +  |g  +  c. 

27* 
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Gesamtheit  10.     An  die  Darstellung  der  allgemeinsten  in  den  aibi*"   zu  oo^  wer- 

aller  ratio-  _ 

uaien  Func-  deuden  Functiouen  von  xy  schliesst  sich,  wie  in  Nr.  5,  die  Bildung  der 

tionen. 

rationalen  Functionen  R(xy)  von  xy,  die  an  s  vorgeschriebenen  Stellen 
'^iji  in  vorgeschriebenen  Ordnungen  ^  1;.  unendlich  werden  sollen.  Es 
dienen  dazu  Summen  von  Functionen  F(xy;  X/y;,)^,  [x  =  0,  1,  ...,  1>. —  1, 
(12>1),   und   von   solchen  Functionen   von   xy,   die   nur  in   den   aibj'^ 

zu  höchstens  oo'  werden.    Zwischen  den  ^  1/H-r+m  —  1    verfügbaren 

Coefficienten  ergeben  sich,  wie  in  9)  Nr.  5,  durch  die  Bedingung,  dass 
dieser  Ausdruck  in  den  ajbi  ^  nicht  mehr  unendlich  wird,  (m — l)n  li- 
neare homogene  Gleichungen,  welche  also  für 

^l,>(m— l)(n— 1)— r  =  p 

immer  erfüllbar  sind. 

Statt  dessen  erhält  man  durch  Umwandlung  in  einen  von  den  aib-' ^ 
unabhängigen  Ausdruck,  wie  in  Nr.  8: 

R(xy)  =  ^    2:   Ci")f(xy;  x,y,)^+^c,f»(xy)+c, 
wo 

ist,  mit  den  (m —  l)(n — 1)  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  ^l;.H-r 

/. 

Grössen  Cy\  c^: 

i  V c^)  (x,y,,  ji.x,+ i  c,(r)„,  =  0  c^;X:::X^, 


(^Xjh  \i-)a,i  =    ~-^7Zr^ jf       ('"^"1  Mittelpunkt  x'y'  =  x;y;.). 

Damit  hat  man,  nur  auf  höhere  Unendlichkeitspunkte  und  singulare  Stellen 
ausgedehnt,  eine  Zusammensetzung  der  Function  R(xy),  welche  wieder  ge- 
nau mit  der  von  4),  6),  Nr.  5  übereinstimmt.  Auch  die  weiteren  auf  den 
Fall  21a=  p+l  bezüglichen  Schlüsse  aus  den  Determinanten  von  der  Form 
5),  Nr.  5,  bleiben  bestehen:  R(xy)  kann  man  als  Quotienten  F(xy)/Dg 
zweier  Determinanten  von  bezw.  r+p  +  l  und  r-f-p  Reihen  ausdrücken, 
als  dessen  Nenner  die  Determinante  Dp(Xjyj,  ... ,  x^y«)  genommen  werden 
kann,  die  sich  auf  p  von  den  p  + 1  Wertsystemen  bezieht,  und  die  nicht 
identisch  verschwindet.    Es  werden  wieder  p  Wertsysteme  a^  bj ,  . . . ,  a^  b^ 
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fest  gewählt,    für  die  D^  +  O,   und  als   (p+l)tes   ein   beliebiges   x'y'; 
und  es  wird  die  (eindeutig  bestimmte)  Function  von  xy: 

H(xy;  x'y') 
^  _  F(xy;  x'y',  a,b,,  ...,  a^b^)— F(x^y^;  x'y',  a,b,,  ...,  a^b») 
D/a.b.,  ...,a„b„).f'(x'y'X 
gebildet,  welche  ausser  in  den  aabß(a  =  1,...,  p)  in  x'y'  wirklich  zu  oo^ 
wird,  in  xy  =  x,^y„  verschwindet  und  in  xy  =  x'y'  sich  wie  l/(x' — x) 
verhält.    —    Um   zu   dem   noch   fehlenden   Hauptglied    der   Schlusskette, 
dem   wirklichen  Betrage   der   nur  begrifflich   definirten  Zahlen   r   oder  p, 
zu  gelangen,   wird  nun  eine  noch  eingehendere  Untersuchung  der  Inte- 
granden -  Eigenschaften    des   Ausdrucks   II (xy:  x'y'),    also   hinsichtlich 
seiner  Abhängigkeit  von  %'j',  notwendig. 

11.  Nach  Nr.  8  hat  das  in  Nr.  10  definirte  H(xy;  x^yQ.dx'/dt,  Die  inte- 
als  Function  von  x'y'  aufgefasst,  die  Eigenschaft,  nur  in  x'y'  =  xy  und 
^x^y^j  und  zwar  wie  t^^  bezw\  — -~*,  unendlich  zu  werden;  denn  in  den 
singulären  Stellen  verschwindet  der  Coefficient  von  ~~^ .  wie  die  Deter- 
minantendarstellung zeigt,  in  welcher  die  erste,  x'y'  allein  enthaltende 
Verticalreihe  nach  der  Entwicklung  in  den  negativen  Potenzen  durch  die 
übrigen  Reihen  zerstört  wird.  Dies  sieht  man  auch  so  ein:  dieser  Coeffi- 
cient würde,  wenn  er  von  null  verschieden  wäre,  eine  Function  von  xy 
vorstellen,  die  nur  in  den  p  Stellen  a„b„  zu  c>c'  würde,  die  aber  nach 
Definition  nicht  existirt  (Nr.  7). 

H(xy;  x'y')  ist  also,  in  x'y',  der  Integrand  dritter  Gattung, 
mit  den  beiden  Parameterpaaren  xy,  x^y^. 

Aus  H(xy;  x'y')  ergeben  sich,  wenn  man  xy  durch  XtV,  ersetzt 
und  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  t  nimmt,  neue 
Integranden  in  x'y'.  Die  positiven  Potenzen  von  t  führen  zu  den 
Integranden  zw^eiter  Gattung:  setzt  man  aber  für  xy  das  Element  x'^y'^ 
mit  dem  Mittelpunkte  a„b(^(a=  L  ...,  p)  ein,  so  tritt  auch  die  ( — l)te 
Potenz  von  t  auf,  als  deren  Coefficient  ein  Ausdruck 

H(x'y')„ 
erscheint,  für  welchen  II(x'y')a.dx'/d-  an  keiner  Stelle  x'y'  mehr  zu  un- 
endlich wird.    Dieser  Coefficient  ist  also  der  Integrand  erster  Gattung. 
Dieselben  Ausdrücke  H (x'y ')ß  erhält  man  in  der  Darstellung  von  Nr.  10: 

H(xy;   x'y')  =  C-^^^-^+  iH(x'y'),,f(xy:  a„b,.) 


^  Z  E'(x'y'),f«(xy), 
1=1 


und   zwar  wird 
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wo  Da  aus  Dp(ajbj,  ...,  a^b^)  entsteht,  indem  man  die  Stelje  a«b„  durch 
x'y'  ersetzt.  Die  E(x'y')a  sind  p  ganze  Formen  in  x'y',  welche  in  x' 
nur  bis  zum  Grad  m  —  2,  in  y'  bis  zum  Grad  n  —  2  ansteigen.  Sie 
sind,  ihren  Verschwindungspunkten  nach,  nicht  nur  linear-unabhängig  von 
einander,  sondern  haben  auch  die  Eigenschaft,  dass  jede  Form  E(x'y'),  für 
welche  E(x'y')/f'(x'y')2.dx7dT  nirgends  unendlich  wird,  eine  homogene 
lineare  Function  der  p  Formen  E(x'y')a  ist.  Das  Letztere  zeigt  sich, 
wenn  man  den  Residuensatz  ^nf  E(j.Tjj;x'j').E(\jyj)/i'(xjjj)^.dXjläT 
anwendet.  In  der  Zahl  der  linear-unabhängigen  Integranden  erster  Gat- 
tung hat  man  also  eine  neue  Definition  der  Zahl  p.  Die  Bedingungen  für 
E(x'y')  ergeben  sich,  indem  man  E(x'y')  mit  der  Form  g(x'y'),  5),  Nr.  9 
identificirt,  in  der  Gestalt  der  r'  Gleichungen  (s.  6),  Nr.  9)  (g);,.^  ==  0, 
welche  sich  auf  die  r  unabhängigen  Gleichungen  [g]r  =.-  0  (r  =  1 ,  . . . ,  r) 
(s.  7)  Nr.  9)  reduciren. 
Bestimm.iiig  12.     Während  jede   Function   von   xy,    die  in   den   Punkten   einer 

^'uDd  n"  „Specialgruppe"  (Abschn.  V,  E  Nr.  58),  insbesondere  in  weniger  als  p-f-l 
Stellen,  zu  oo'  wird,  sich  in  der  Form 

-^c„H(xy)„ 


^c;H(xy), 

a 

darstellen  lässt,  die  völlig  invariant  ist,  und  während  auch  der  Integrand 
H(x'y')a.dx'/dT  invariant  definirt  ist,  hat  der  Ausdruck 
H(xy)  =  ^c„H(xy)„, 

a 

als  Function  von  xy  aufgefasst,  Eigenschaften,  die  sich  auf  die  Aus- 
zeichnung der  Variabein  x  beziehen.  Diese  Eigenschaften  dienen  zur  Be- 
stimmung der  Zahl  r,  bezw.  p,  für  ein  vorgelegtes  Gebilde.  Da  H(xy) 
in  den  n  verschiedenen  Stellen  des  Gebildes,  für  die  x  =  oo,  mindestens 
je  in  zweiter  Ordnung  verschwindet  und  mindestens  weitere  2(p — 1) 
endliche  Nullstellen  besitzt  (weil  sich  sonst  eine  nicht  constante  Function 
H(xy)/H(xy)  herstellen  Hesse,  die  nur  p — 1  willkürliche  Unendlichkeits- 
stellen besässe),  so  wird  für  den  Grad  s  von  H(xy): 

s  >  2n  +  2p  — 2; 

und  da  H(xy)  nur  in  Verzweigungsstellen  unendlich  werden  kann,  so 
wird  auch,  wenn  deren  -/  bezw.  (s,,  —  l)-fachc  existiren: 

X 

s  <  ^(s,— 1)  =  (ü,     also     (o  >  2n-|-2p  — 2. 
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Eine  Ungleichung  in  entgegengesetztem  Sinne  erhält  man,  wenn  man 
II (xy)  nach  Nr.  10  darstellt.  H(xy)  setzt  sich  dann  aus  tu+r  Func- 
tionen zusammen;  zunächst  mit  u)-|-r  Constanten,  zwischen  denen  r-j-p 
homogene  Gleichungen  bestehen,  oder,  wenn  man  statt  der  dortigen  Func- 
tionen zuerst  die  II(xy;  x^y;,),  n(xy;  x>.y;i)^  einführt:  mit  o)  Constanten  Ci, 
(ausser  der  additiven  C^),  zwischen  denen  p  lineare  homogene,  auf  die  a^^b^ 
bezügliche  Gleichungen  bestehen.  Weil  aber  in  H(x7yj).dx^/dt  niemals 
negative  Potenzen  von  x  auftreten  können,  so  erhält  man  für  die  n  Stellen 
X  ^  oo  2n  lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  C^^,  C,,  .  .  .,  Cj^ 
und  für  die  p  Stellen  a,  b,,  .  .  .,  a^b,,  die  genannten  p  Gleichungen,  wo- 
bei aber,  nach  dem  Residuensatze,  von  n-hp  dieser  im  ganzen  2n-f-p 
Gleichungen  eine  die  Folge  der  übrigen  ist.  So  hat  man  zwischen  den 
(o  +  l  Constanten  2n-f-p  —  1  homogene  lineare  Gleichungen;  und  wenn 
o>-f-l  >2n-|-2p  —  1  wäre,  so  könnte  man  n(xy)  noch  vorschreiben,  in 
p  willkürlichen  Stellen  zu  null  zu  werden,  was  unmöglich  ist  (Nr.  7). 
Somit  wird  cu  =  2nH-2p  —  2 

oder  cu  =  2m(n  —  1) — 2r. 

Diese  Bestimmung  von  p,  aus  u),  gehört  also,  indem  sie  in 
II (xy)  an  die  Verzweigungseigenschaften  der  Function  y  anknüpft,  zu 
denjenigen  Definitionen  von  p,  welche  in  Nr.  17  Abschn.  VI  [über  die 
singulären  Punkte]  an  den  wesentlichen  Factor  Dj  der  Discriminante  an- 
geschlossen sind.  Die  letzte  Gleichung  zeigt  zugleich,  dass  r  der  Grad 
des  ausserwesentlichen  Factors  D.,  der  Discriminante  wird. 

Betrachtet  man  statt  dessen  das  Verhalten  des  Zählers  E(x'y')  von 
H(x'y'),  der  überall  zu 

1  dx'   _  1  dy' 

f'(x'y'X  'ir~~  f'(x'y'),  "dT 
ein  endliches  Verhältnis  haben  muss,  so  erhält  man  direct  die  andere  Be- 
stimmung von  p  aus  r,  die  zu  dem  ausserwesentlichen  Factor  D.^  gehört. 
Man  hat  hierbei  nämlich  nur  die  singulären  (bei  der  „Normalform"  Nr.  S 
endlichen)  Stellen  des  Gebildes  f(xy)  =  0  zu  beachten.  Beginnt  für 
eine  solche  eine  Entwicklung  von  l/f(x7y'j^).,  .dx',/d-  mit  T~''>-(k,,  >  0), 
so  muss  die  von  E(x'j^y^)    mit  t  *'  beginnen,   was  ^k,,  Bedingungsglei- 

V 

chungen  für  die  ganze  Form  E(x'y'),  vom  Grade  m  —  2  in  x,  n  —  2  in 
y,  liefert.-  Nun  erhält  k>,  für  ein  Element,  das  eine  (s,.  —  l)-fache  Ver- 
zweigung von  y  darstellt,  den  Wert  k,,  =  1,,  —  s„+l,  wenn  !,,  die  Ord- 
nung des  Elements  für  f'(x'y').,   angiebt;  und  da 

Z\.  =  2m(n-.l),     j;(s,-l)  =  0)  =  2m(n-l)-2r, 
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wo  r  den  Grad  von  D^  bezeichnet,  so  erhält  man 

2:K  =  j;i.  — ^(s.  — 1)  =  2r, 
p  =  (m_l)(n-l)  — i2;k.. 

V 

Man  sieht  zugleich,  dass  die  ^k^  Bedingungsgleichungen  für  die  allge- 

meine  Form  E(xy)  (vom  Grade  m — 2  in  x,  n  —  2  in  y),  welche  aus- 
sagen, dass  in  jedem  Elemente  x'y'  der  Ausdruck  E(x'y')/f' (x'y').,.dx7dT 
endlich  werden  soll  (die  r'  Gleichungen  (g);^.^  =  0  von  Nr.  1 1),  in  der 
That  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  sondern  sich  auf  nur  ^^ky  =  r 

V 

unabhängige  reduciren:  es  sind  die  „Adjunctionsbedingungen"  für  E(xy) 
in  den  singulären  Stellen  des  Gebildes.  An  jeder  Stelle  ist  die  eine 
Hälfte  der  Bedingungsgleichungen  Folge  der  anderen. 

Dass  man  die  Berechnung   von  2k,,    für  jede   singulare  Stelle   des 

Gebildes  mit  Hülfe   quadratischer  Transformationen    ausführen   kann   und 

dabei   einen   Ausdruck  der  Art  2h(h  —  1)  erhält,    beweist  Weierstrass 

ebenfalls,  wie  schon  in  dem  Abschn.  VI,  Nr.  11  besprochen  worden  ist. 

ueber  die  13.     Mit  dioseu  Betrachtungen,   welche   mit   einer  neuen  Definition 

Bilduuf;  der  n   i  i     i      c 

iiitegranden  von  r  Zugleich  die  Bestimmung  dieser  Zahl  liefern,  ist  auch  insofern  ein 

und  Fiinc- 

tioneri.  erstcr  Abschluss  der  Weierstrass'schen  Theorie  erreicht,  als  sich  nun 
erst  eine  Bedeutung  für  die  r  unabhängigen  Ausdrücke  [%\  (s.  Nr.  11)  er- 
giebt,  und  damit  eine  noch  mehr  explicite  Darstellung  der  Functionen 
H(xy;x'y')  von  xy.  Während  früher  die  Darstellung  an  die  Functions- 
eigenschaften  in  xy  anknüpfte,  und  nur  die  Beweise  an  die  Integranden- 
eigenschaften  in  x'y',  schliesst  jetzt  auch  die  Darstellung  selbst  an  die 
in  x'y'  an.  Für  den  Integrandenfactor  erster  Gattung,  E(x'y'),  hat  man 
r  unabhängige  Gleichungen  [g]t  =  0 ;  die  Bedeutung  dieser  Gleichungen : 
dass  sie  nämlich  dem  Ausdruck  E(x'y')  =  0  vorschreiben,  in  den  vielfachen 
Stellen  von  f(x'y')  =  0  „adjungirt"  zu  f=0  zu  sein,  liest  man  be- 
sonders aus  der  in  Nr.  12  (am  Ende)  erwähnten  Transformationsmethode 
ab,  welche,  im  Gegensatze  zu  den  übrigen  Methoden,  die  Reihenent- 
wicklungen von  y'  nicht  voraussetzt.     Für  die  Bildung  von 

H(,y.,'y')=F.(xy;xY)_ 

ü(xy,xy;  f'(x'y'), 

genügt  es  ebenfalls,  dem  Ausdruck  Fj,  in  seiner  Abhängigkeit  von  x'y', 
vorzuschreiben,  dass  er  zu  f(x'y')  =  0  adjungirt  ist,  in  den  p  festen 
Stellen  a^bj,  ...,  a^,b^  verschwindet,  und  in  den  beiden  Stellen  xy  und 
x„y„  in  bestimmter,  früher  bezeichneter  Weise  zu  oo'  wird.     Hierdurch 

0  </  0  ' 
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ist  der  Ausdruck  F^   hinsichtlich  x'y',  und  damit  auch  in  xy,  festgelegt 

E(xy;x'y')  „    ,      , 

und  kann  in  die  Form  -^-^      .  .  . — ^^— r-    gesetzt  werden,   wo  h   höch- 
(x_x)(x— xj 

stens  vom  Grade  m  in  x',  n  —  1   in  y'  ist. 

Dass  in  den  expliciten  Bildungen  von  Weierstrass  die  Inte- 
granden in  den  Vordergrund  treten,  hat  auch  in  den  anderen  bisher 
besprochenen  Theorien  der  algebraischen  Functionen  sein  Analogen.  Die 
algebraischen  Functionen  des  Gebildes  sind  zwar  als  Summen  bestimm- 
ter Elementarfunctionen  des  Gebildes,  wie  der  II(xy;  x;.y;i)^,  eindeutig  dar- 
stellbar; diese  letzteren  aber  sind  nicht  nur  in  ihrer  Definition  von  der 
Gleichung  des  Gebildes  abhängig,  sondern  auch,  vermöge  der  Gleichung 
des  Gebildes,  in  ihrer  Bildung  als  Quotienten  einer  mannigfachen  Abände- 
rung fähig.  Während  solche  Quotienten,  also  Functionen  von  xy,  be- 
grifflich und  absolut  invariant  definirt  sein  können,  hängen  Zähler  und 
Nenner  einzeln  immer  von  der  aus  der  algebraischen  Klasse  ausgewälilten, 
zu  Grunde  gelegten  algebraischen  Gleichung  f=0  ab.  Sie  sind  Formen 
des  Gebildes,  deren  von  f  abhängige  Eigenschaften  bei  jeder  wirklichen 
Bildung  zuerst  festzustellen  sind.  So  treten  in  der  Theorie  von  Brill- 
Noether  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  zu  f=0  „adjungirten  Cur- 
ven"  unmittelbar  als  ganze  Formen  auf,  und  zwar  als  -, volle  Systeme"  von 
Formen  in  der  Invariantensprache.  Ausgezeichnet  sind  diejenigen  ganzen 
oder  gebrochenen  Formen,  welche  zugleich  Integranden  sind,  als  Cova- 
rianten  des  Gebildes,  insbesondere  die  ganzen  Formen  erster  Gattung  cp 
(bei   Weierstrass  E(x'y'))  und  die  Weierstrass'schen  Formen  dritter 

E  Tx  V '  X  V  ^ 
Gattung  in  x'y':  ^  ,       \'     ,  — — r-.      Riemann    stellt    wenigstens    die 
(x'-x)(x'-xj 

„Specialfunctionen"  als  Quotienten  von  Integranden  cp  dar,  während  er  sonst, 
in  der  Repräsentation  durch  Integralsummen,  den  Functionsbegriff  vor- 
anstellt, wenn  er  auch  nachträglich  die  Functionen  durch  Integration  von 
Integranden  ableitet.  —  Eine  Weiterführung  dieser  Formenbegriffe  wird 
teilweise  in  Abschn.  VIII  noch  zur  Besprechung  kommen. 

Den  tiefgreifenden  Unterschied  zwischen  den  beiden  Variabeinsystemen 
xy  und  x'y'  bei  Weierstrass  kann  man  namentlich  daran  erkennen,  dass 
Ausdrücke  wie  F,(xy;  x'y')  in  xy  immer  direct,  durch  Einsetzen  von  Xt  yt 
für  xy,  nach  t  entwickelt  werden,  während  eine  Entwicklung  nach  -  mit- 
telst Xjj[  für  x'y'  immer  erst  an  den  Integranden  F^  (xy;x'y')/f'(x'y').,.dx'/dT, 
E(x'y')/f'(x'y')., .dx'/d-  vorgenommen  werden  kann.  F|(xy;  x'y')  wird, 
als  Ausdruck  in  x'y',  oben  nicht  in  der  Weise  einer  „Function"  etwa 
durch   die  Unendlichkeits-    und   die  Nullpunkte   (bis  auf  rj  der  letzteren) 
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definirt;  sondern  Fj   sowohl,  als 

hat  ausser  xy,  \Jq,  aib,  noch  Unendlichkeitspunktc  an  besonderen 
Stellen  (im  Unendlichen),  H  auch  an  Stellen,  die  von  der  Auszeich- 
nung der  einen  Variabein  x'  herrühren  (in  den  Verzweigungspunkten). 
Wenn  von  diesen  Unstetigkeiten  in  der  Definition  nicht  —  so  wenig,  wie 
es  bei  <p(x'y')  ^  E(x'y')  oder  <p(x'y')/f'(x'y')2  geschieht  —  die  Rede  ist, 
so  hat  dies  darin  seinen  Grund,  dass  die  Ausdrücke  in  x'y',  mit  ihren 
nicht-invarianten  Eigenschaften  und  Definitionen,  als  solche  keine  Rolle  in 
der  Theorie  spielen,  sondern  nur  da  auftreten,  wo  diese  Eigenschaften  von 
selbst  ausser  Betracht  bleiben,  nämlich  als  Quotienten,  wie  ^J<f^,  oder 
als  Factoren  von  dx7f'(x'y')^,  bezw.  dx',  mit  nachheriger  Integration, 
was  die  Unstetigkeiten  aufhebt  —  mit  einem  Worte:  dass  sie  hinsicht- 
lich x'y'  Formen  sind,  als  welche  sie  auch,  mit  einer  von  null  verschie- 
denen Dimension,  beim  Homogenmachen  erscheinen. 

Zusammenfassend  können  wir  also  sagen,  dass  sich  die  obigen  Aus- 
drücke in  ihrer  Abhängigkeit  von  x'y',  gegenüber  der  von  xy,  in  folgen- 
der Weise  auszeichnen:  1)  durch  nicht-invariante  Eigenschaften;  2)  durch 
ihr  nur  mittelbares  Eintreten  in  die  Theorie;  3)  durch  ihr  Verhalten  beim 
Homogenmachen;  lauter  Beziehungen,  welche  dieselben  als  „Formen"  in 
x'y'  charakterisiren. 

Die  Bildung  von  H(xy;  x'y')  nach  der  in  Nr.  10  bezeichneten  Art 
als  Quotient  zweier  Determinanten  ist  übrigens  auf  dem  in  vorliegender 
Nummer  bezeichneten  Wege,  d.h.  indem  man  von  x'y'  ausgeht,  genau 
ebenso  in  Clebsch-Gordan's  Abel'schen  Functionen  §6  enthalten;  sie 
Avird  hier  bloss  an  einem  Gebilde  f  =  0  mit  nur  gewöhnlichen  Singulari- 
täten und  bei  schon  feststehenden  Zahlen  r,  p  ^  p  vorgenommen. 

Die  an  sich  bedeutsame  Thatsache,  dass,  sobald  H(xy;  x'y').dx'/dT 
als  Function  von  x'y'  in  den  singulären  Stellen  von  f=0  endlich  ge- 
macht wird,  H(xy;  x'y')  auch  als  Function  von  xy  sich  von  selbst  in  diesen 
Stellen  wie  der  Quotient  zweier  adjungirten  Formen  verhält,  wird  durch 
das  im  zweiten  Satze  von  Nr.  1 1  Gesagte  verständlich. 
Vertäu-  14.    Die  algebraischen  Betrachtungen  der  Weierstras  s 'schen  Theorie 

Argument  enthalten  noch  zwei  wichtige  Teile,  von  denen  der  eine  sich  auf  die  Inte- 
Parameter.  granden  Zweiter  Gattung,  der  andere  auf  die  Functionen,  die  nur  an  einer 
formein.    Stelle  uncndUch  werden,  bezieht.   Wir  berichten  zunächst  über  den  ersteren. 
functionen  Schou  in  der  Programmschrift   von   1849    hatte  Weierstrass  nach 

dem  Vorgange  Abel's  durch  algebraische  Umformungen  die  Gleichung 
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Vr(5  d  l/R(^  _        2F(x,y) 


öx     (y_x)]/R(y)  dy     (x-y)]/R(x)  |/R (x)  |/R (y)  ' 

wo  F(x,y)  eine  rationale  ganze  Function  von  x,y  i.st,  aufgestellt,  die,  nach 
X  und  y  integrirt,  den  Satz  von  der  Vertau-sclibarkeit  von  Argument  x  und 
Parameter  y  für  Integrale  dritter  Gattung  im  hyperelliptischen  Falle  begrün- 
det, nicht  integrirt  aber  eine  Relation  zwischen  Ausdrücken  darstellt,  welche 
sowohl  in  X  als  in  y  Integranden  zweiter  Gattung  sind.  Während  diese 
Formel  dort  (s.  Weierstrass'  erster  Teil,  Abschn.  III,  Nr.  33),  ebenfalls 
nach  dem  Vorgange  Abel's  in  einem  speciellen  Falle,  nur  zur  Ermittlung 
der  Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  dient,  andere  —  functionentheoretische  —  Anwendungen 
aber,  ohne  besonders  aufgeführt  zu  werden,  nur  als  möglich  bezeichnet 
werden,  stellt  sie  Weierstrass  jetzt,  wie  er  in  der  Note  (2)  bereits  ange- 
deutet hatte,  in  den  Mittelpunkt  der  Darstellung  von  Relationen  zwischen 
Integranden  beliebiger  algebraischer  Functionen,  insbesondere  ihrer  Re- 
duction  auf  Normalformen,  sowie  aller  auf  Periodeneigenschaften  bezüg- 
lichen Schlüsse. 

Unter  den  Integranden  zweiter  Gattung   zeichnet  Weierstrass  die- 
jenigen p  Ausdrücke 

H'(x'y').     (a=l,2,  ...,f>) 
aus,    welche    je    als    Coefficienten    der    Potenz   t^    in    der   Entwicklung 
von  H(x^''y^';  x'y')  bei  xy  =  a(jba  auftreten.     H'(x'y')„.dx7d-   wird  in 
x'y'  =  a„ba  zu  oo^  und  bleibt  sonst  endlich.    Indem  Weierstrass  den 
Residuensatz  auf 

II(?r,;x'y')~H(^r,;xy), 

anwendet,  als  Ausdruck  in  cr^  (für  f(;,  r^)  =  0)  betrachtet,  erhält  er  die 
gemeinte  Formel: 

-A_H(xy;x'y')-^^II(x'y';xy) 

=  i|H'(xy).H(x'y').-H(xy),,H'(x'y')«}, 

in  welcher,  sowohl  hinsichtlich  xy,  als  hinsichtlich  x'y',  nur  noch  Inte- 
granden zweiter  Gattung  auftreten,  sofern  man  auch  die  erster  Gattung 
zu  diesen  zählt.  Nach  dieser  Gleichung  kann  man  zunächst  Integranden 
zweiter  Gattung 

G(xy;  xV)=  ^H'(xy),II(x'y')„--^-Il(xy;  x'y') 
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einführen,  welche  sich  bei  Vertauschung  von  xy  mit  x'y'  nicht  ändern, 
und  für  welche  G(xty,;  Xjyy).dx/dt.dx'/dT  nur  für  x'y'  =  xy  zu 
— 1/(- — t)^H-^(t,  t)  wird,  und  sonst  endlich  bleibt.  Die  allgemeinste 
Form  Gj  dieser  Art  ergiebt  sich  aus  G  durch  Zufügen  einer  Summe 
2caßE(xj)aE(x'j')ß,  Ca^=C5a,  mit  |-p(p  +  l)  Coustauten.  Man  kann 
die  Formel  ferner  auffassen  als  die  Reduetion  eines  Integranden  zweiter 
Gattung  in  x'y',  dH(xy;  x'y')/dx,  der  nur  in  x'y'  =  xy  einen  Unstetig- 
keitspunkt  erster  Art  besitzt,  auf  den  Differentialquotienten  nach  x'  einer 
algebraischen  Function  von  x'y'  und  eine  Summe  von  2p  auf  festge- 
gebene Stellen  a,  b^,  ... ,  a^b^  sich  beziehende  Integranden  zweiter  und 
erster  Gattung  in  x'y';  oder  auch:  als  die  Zurückführung  des  Differential- 
quotienten nach  X  von  einer  algebraischen  Function  H(xy;  x'y')  von  xy, 
die  in  p-j-l  Stellen  höchstens  zu  oo'  wird,  auf  eine  Summe  von  p-f-l 
Integranden  zweiter  Gattung  in  xy,  die  in  diesen  Stellen  einzeln  unend- 
lich werden,  und  von  p  Integranden  erster  Gattung  in  xy. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Reductionsformel  auf  den  allgemein- 
sten Integranden  F(x'y')'  ergiebt  sich,  indem  man  denselben  aus  den 
Entwicklungstermen  G(xy;  x'y')^  von  G(xtyt;  x'y').dxt/dt,  aus  Formen 
H(x;,y;!;  x'y')  und  aus  den  p  Formen  erster  Gattung  H(x'y')ß  additiv  zu- 
sammensetzt. Nach  Anwendung  der  obigen  Formel  für  G  folgt  dann, 
dass  sich  ein  beliebiger  Integrand  in  x'  y'  durch  eine  Summe  von  Inte- 
granden dritter  Gattung  II(x;y;;  x'y'),  durch  die  2p  festen  Integranden 
H(x'y')a,  II'(x'y'),_(  und  den  Differentialquotienten  nach  x'  einer  alge- 
braischen Function  von  x'y'  ausdrückt;  der  Differentialquotient  nach  x' 
einer  beliebigen  algebraischen  Function  von  x'y'  drückt  sich  durch  eine 
Summe  von  Integranden  zweiter  Gattung  und  der  p  Integranden  erster 
Gattung  aus. 

"Wir  wollen  nur  noch  kurz  erwähnen,  welche  weitere  Verwendungen 
der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Argument  und  Parameter  bei  Weier- 
strass findet.  Sie  beziehen  sich  auf  die  Theorie  der  Periodicität.  Eine 
Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  erhält  Weierstrass  immer  dadurch,  dass  er  die  Gleichung  jenes 
Satzes  nach  xy  über  einen  geschlossenen  Weg  S  und  nach  x'y'  über 
einen  zweiten  geschlossenen  Weg  S'  integrirt.  Dass  die  bei  der  Inte- 
gration  über  S  entstehenden  Ausdrücke 

^|2r,„.H(x'y'),-2(ü„H'(x'y')„|  =  L(x'y') 

a 

nicht  Ableitungen  einer  rationalen  Function  von  x'y'  sind,  dient  zum  Be- 
weise dessen,  dass  zu  S  stets  ein  den  Weg  S  nur  an  einer  Stelle  positiv 
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schneidender  Weg  S'  gefunden  werden  kann;  und  daraus  folgt  weiter, 
dass  es  genau  p  Wegpaare  S^^.  S'ß  dieser  Art  giebt,  bei  denen  zwei 
verschiedene  Paare  sich  nicht  schneiden.  Hierauf  berulit  wieder  die  Be- 
stimmung der  Zahl  der  linear-unabhängigen  Perioden  und  der  Perioden- 
relationen, die  hier  in  anderer  Combination  als  bei  Riemann  und 
Clebsch-Gordan  erscheinen;  und  auf  letzteren  Relationen  weiter  der  Be- 
weis, dass  die  Einführung  von  pi  „kanonischen"  Integralen  erster  Gattung 
(für  welche  die  eine  Hälfte  der  Periodicitätsmoduln  aus  1,  0,0,  ...,  0; 
0,  1,  0,  ...;  ...  besteht)  für  das  gegebene  Netz  Sß,  S'ß  möglich  ist. 
Den  Functionen 

E,(x  y)  =  ey"^  ^^(-'■•)-',      E>(x  y)  =  ,P'^^ß^-y'^'^' 
(ß=  1,  ...,  p;    Lß,  Vß  genommen  auf  dem  Wege  8ß,   bczw.  S'ß), 

i-<  /  \  ,/v   V     H(xy;  X' V')  ds' 

E(xy;  x.,y,,x,y,)  =  e-'^.>' 
weist  Weierstrass  in  seiner  Theorie,  besonders  in  derjenigen  der  alge- 
braischen Functionen,  eine  hervorragende  Stelle  an.  Denn  es  zeigt  sich 
durch  Periodicitätsbetrachtungen,  dass  jede  rationale  Function  von  xy, 
welche  in  x,y,,  ...,  Xryr  ihre  Null-,  in  x'^y', ,  ...,  x[.j[  ihre  Unendlich- 
keitsstellen hat  (jede  so  oft  genommen,  als  die  Ordnung  der  Stelle  an- 
zeigt), sich  durch  ein  Product  von  Functionen: 

r 

77E(xy;x,,y^,  x;,y'^) 

v  =  l 

darstellt;  sodass  die  E(xy;  x^y^,  x^y^,)  bezüglich  der  rationalen  Func- 
tionen der  Stelle  xy  des  Gebildes  f(xy)^0  die  Rolle  von  Primfunc- 
tionen  in  xy  spielen.  Ferner  liefern  die  oben  besprochenen  Formeln  den 
Ausdruck  eines  Integrals  dritter  Gattung,  mit  der  oberen  Grenze  xy, 
durch  Logarithmen  von  E-Functionen  (und  zwar  von  beiden  Arten)  in  xy. 

Die  eingeführten  Functionen  E  haben  die  Stellen  a^b^  zu  wesent- 
lich .singulären;  ausserdem  wird  E(xy;  x.^y.,,  x^  y,)  nur  noch  in  einem 
der  beiden  Punkte  x^y,,  x^y^   zu  0\  im  anderen  zu  oo\ 

Auch  das  Abel 's  che  Theorem  lässt  sich  aus  den  genannten  Dar- 
stellungen ableiten.  Entwickelt  man  aus  dem  Ausdruck  einer  rationalen 
Function  R(xy)  durch  das  E-Product  die  Function  dlgR(x,yt)/dt  nach  t, 
so  liefert  an  der  Stelle  a,J)„  die  Potenz  t^^  das  AbeTsche  Theorem 
für  Integrale  erster  Gattung  /  II  (xy)„dx.  Bestehen  umgekehrt  die  p  Glei- 
chungen des  Theorems  für  Integrale  erster  Gattung,  so  kann  man  —  aus 
dem  functionentheoretischen  Satze,  der  als  vorletzter  Satz  der  Nr.  2 
oben  angegeben  ist  —  durch  das  E-Product,  genommen  auf  den  gleichen 
Wegen,  die  Existenz  der  rationalen  Function  R(x,  y)  beweisen. 
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Beziehung  15.      Die   lii   Nr.  14    besprochenen   Sätze    bilden    ein    vollständiges 

duensaTzes  Acquivalent  für  diejenigen  Theoreme,  welche  Clebsch-Gordan  im  fünften 
liiiifsrauteiu Abschnitt  ihrer  Abel' sehen  Functionen  über  „Vertauschung  von  Parameter 
TheoHe'n.  und  Argument"  ausgesprochen  haben.  Nur  scheint  auf  den  ersten  Anblick 
ein  tiefer  Unterschied  darin  zu  bestehen,  dass  das  Werk  von  Clebsch- 
Gordan  einen  transcendenten,  Weierstrass  aber  einen  wesentlich  alge- 
braischen Weg  einschlägt.  Dementsprechend  wird  auch  das  Clebsch- 
Gordan'sche  Normalintegral  dritter  Gattung,  welches  die  Vertauschung 
zulässt,  transcendent  normirt,  ist  aber  unter  den  Integralen  dritter  Gat- 
tung, welche  bei  Weierstrass  aus  den  algebraisch  normirten  allgemein- 
sten Integranden  G^  (Nr.  14)  zweiter  Gattung  mit  der  Vertauschungs- 
eigenschaft  durch  zweifache  Integration  folgen,  enthalten.  Während 
Clebsch-Gordan  in  diesem  Theile  ihrer  Theorie  von  der  Periodicität, 
den  kanonischen  Wegsystemen  etc.  Gebrauch  machen,  wird  bei  Weier- 
strass umgekehrt  die  erstere  für  die  zweite  Theorie  verwertet. 

Beachtet  man  jedoch  das  Hauptbeweismittel,  so  beschränkt  sich  der 
Unterschied  auf  die  äussere  Erscheinung  und  die  Reihenfolge  der  Sätze. 
Denn  Weierstrass  benutzt  den  Residuensatz,  angewendet  auf  das  Product 
einer  Function  R(xy)  in  einen  Integranden  F(xy).dx/dt;  Clebsch- 
Gordan  integriren,  wie  Riemann,  ein  ebensolches  Product  über  die 
ganze  Begrenzung  der  Riemann'schen  Fläche.  Beide  Methoden  sind 
aber,  nach  der  Cauchy'schen  Form  des  Residuensatzes,  völlig  äqui- 
valent. 

Wie  die  Verwendung  des  Residuensatzes  für  die  Integranden- 
darstellung  die  Weierstrass'sche  Theorie  mit  der  Clebsch-Gordan'- 
schen  in  Parallele  setzt,  so  giebt  die  Verwendung  des  nämlichen  Satzes 
für  die  Darstellung  der  Gesamtheit  von  Functionen,  welche  gege- 
benen Bedingungen  genügen  (Nr.  8  ff.),  die  Beziehung  der  Weierstrass '- 
sehen  Theorie  zu  der  Brill-Noether'schen.  Brill-Noether  benutzen  in 
der  Absicht,  von  einer  speciellen  Punktgruppe  zur  allgemeinsten  zu  dieser 
corresidualen  Gruppe  überzugehen,  den  Restsatz,  der  als  geeignetes  Mit- 
tel die  zum  Gebilde  „adjungirten"  Curven  ergiebt.  Namentlich  wird  diejenige 
Modification  des  Restsatzes  verwendet,  nach  welcher  auf  „feste"  Punkte  ge- 
schlossen wird(s.  Abschn.  E,Nr.  56),  anders  ausgesprochen  (vgl.  Abschn.  VIII, 

/x-y 
F(x'y')dx'  giebt,   die  nur 

in  einem  Punkte  x'y'  =  xy  logarithmisch  unendlich  werden.  Dieser  Satz 
aber  führt  (1.  c.)  wieder  direct  zum  Residuensatz.  So  ist  also  dieser  Satz  in 
dem  Restsatze  für  feste  Punkte  enthalten,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
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der  letztere  sich  als  ein  von  Differentiationen  oder  Reihenentwicklungen  un- 
abhängiger, rein  algebraischer  Satz  darstellt,  der,  da  er  sich  auf  <p-Forraea 
bezieht,  für  die  Klasse  invariant  ist.  Auch  wenn  man  eines  der  Ziele, 
das  AbeTsche  Theorem,  in  Betracht  zieht,  erkennt  man  den  Zusammen- 
hang. Denn  der  Restsatz  ist  dem  Sinne  nach  mit  diesem  Theorem  iden- 
tisch und  führt  algebraisch  auf  das  „directe"  Theorem  (nicht  auf  die 
Umkehrung);  andererseits  wird  dieses  sowohl  von  Abel,  als  von  Clebsch- 
Gordan  und  Weierstrass  mit  Hülfe  des  Residuensatzes  bewiesen. 
Indessen  verwenden  Weierstrass  und  implicit  auch  Clebsch-Gordan 
hierbei  noch  functionentheoretische  Hülfsmittel.  Man  kann  hiernach  den 
Residuensatz,  verbunden  mit  einfachen  functionentheoretischen  Sätzen,  dem 
Satze  für  feste  Punkte,  oder  auch  dem  Restsatze  selbst  als  äquivalent 
ansehen. 

IG.     Eine  besondere  Betrachtung  widmet  Weierstrass.   wegen  der ^""ctiouen 

^  '  '^  mit  nur 

daraus   zu  ziehenden   wichti(i;en   Folgerungen,    denjenigen  Functionen  dcreinerunead- 

*  o  o       >  J        ö  Hchkeits- 

Klasse,  welche  nur  an  einer  Stelle  des  Gebildes  unendlich  werden.  «teile. 

Lückensatz. 

Stellt  man  eine  solche  Function  f„   von  xy,  die  nur  in  xy  =  x'y', Kanonische 
und  zwar  in  der  Ordnung  a,  unendlich  werden  soll,  etwa  (s.  Nr.  10)  durch  Gebildes, 
die   Function  11  (xy;  x'y')    und   durch   die   Entwicklungscoefficienten   von 
H(xy;  x;y;).dx7dT,    nämlich  die   ll(xy;  x'y')^  (1^  =  0,  1,  ...,  a  — 1), 
dar,  so  liefert  die  Discussion  der  zwischen  den  Coefficienten  bestehenden 
p  Bedingungsgleichungen  (analog  9),  Nr.  5)  die  Sätze: 

Für  eine  nicht-specielle  Stelle  x'y'  existiren  solche  Functionen  ^g 
bei  jeder  Ordnung  a  =  p-\-l,  p-|-2,  ...  wirklich,  bei  ö^p  nicht;  für 
jede  Stelle  x'y'  aber  giebt  es  eine  wirklich  existirende  Function  zi  von 
niedrigstem  Grade  l^p  +  l;  ferner  eine  kleinste  Zahl  x  derart,  dass  die 
Functionen  z>c+i,  ^x+2,  •••  alle   existiren. 

Eine  weitere,  übrigens  von  Weierstrass  nicht  vorgenommene  Dis- 
cussion jener  Gleichungen  würde  auch  noch  seinen  „Lückensatz"  liefern: 
Für  jede  Stelle  x'y'  befinden  sich  unter  den  geforderten  Functionen 
c, ,^25^3'  •••  göriau  p,  die  nicht  existiren. 

In  der  That  ist  dies  nur  eine  andere  Form  des  bekannten  Satzes: 
dass  die  Constantenzahl  derjenigen  Functionen,  welche  höchstens  in  einer 
Gruppe  von  Q:>2p  —  1  Stellen  zu  oo'  werden  sollen,  Q  —  p-f-l  beträgt. 
Denn  da  man  diese  Functionen  additiv  zusammensetzen  kann:  a^)  aus 
einer,  welche  wirklich  in  allen  Q  Stellen  zu  oo^  wird,  a^)  aus  einer, 
welche  nur  in  Q  —  ex,  dieser  vorher  beliebig  geordneten  Stellen  zu  oo' 
wird,  a^)  aus  einer,  welche  nur  in  Q — a,  —  n^  der  letzteren  zu  oo^  wird, 
•  .  . ,  aQ_j,^j)  aus  einer,  welche  gar  nicht  unendlich  wird,  so  fehlen  unter 
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den  in  dieser  Reihenfolge  bestimmten  Q+l  Graden  Q,  Q — 1,  ...,  1,0 
gerade  p.  Man  braucht  nur  die  Q  Stellen  auf  f  =  0  consecutiv  werden 
zu  lassen,  um  den  Lückensatz  vor  sich  zu  haben. 

Der  Lückensatz  giebt  eine  neue  invariante  Definition  von  p,  welche 
aber,  wie  man  sieht,  mit  der  aus  der  Constantenzahl  einer  algebraischen 
Function  von  genügend  hohem  Grade  fliessenden  zusammenfällt. 

Aber  auch  die  einzelnen  Lückenzahlen  x, ,  x^,  ...,  x„  hängen  mit  den 
cp-Formen  zusammen  (nach  dem  Satze  für  feste  Punkte,  s.  Noether, 
J.  f.  Math.  97).  Weierstrass  erkennt  diesen  Zusammenhang  an  einer 
kanonischen  Darstellung  des  Gebildes  f(xy)  =  0,  die  eben  auf  der  Be- 
nutzung zweier  Functionen  ^  =  C>,,  r^  =  q^  jener  Reihe  zur  Transforma- 
tion beruht.  Nimmt  man  X  und  [x  relativ  prim  an  (z.  B.  =  p-hl  und 
p-f-2    für    eine    nicht-specielle   Stelle  x'y'),    so    wird    die    transformirte 

Gleichung  f  (^,  tj)  =  0  irreductibel  und  hat  die  besondere  Eigenschaft,  im 
Unendlichen  nur  ein  Element  zu  besitzen  (ct"==t  ^^,  •/jj'^  =  t~^^(t)). 
Für  diese  transformirte  Gleichung  {(q,  tj)  =  0  werden  die  nach  der 
Methode  der  ganzen  algebraischen  Functionen  (Nr.  4,  5)  zu  bildenden 
Ausdrücke  besonders  einfach.  Diejenigen  (ganzen  algebraischen)  Func- 
tionen ,  welche  nur  in  ^  =  oo ,  tj  =  oo  unendlich  werden ,  seien ,  ihren 
Graden  (VI,  Nr.  8)  nach  geordnet: 

h^,  i).2^  hsy  ■■■■      (\'<K  0^3  <.■•■) 
Man  hat  dann  in 

W->i)(=-£)f'(£'V),       '       ■      ° 

eine  Function  von  zt]  vor  sich,  welche  nur  in  ^'yj'  (wie  H(crp  ^'r^'))  zu 
oo^  und  im  Unendlichen  unendlich  wird,  und  zwar  können  und  sollen 
die  Aj  so  bestimmt  werden,  dass  für  ^■q  =  i^ri^  (in  der  Umgebung  der 
unendlich  fernen  Stelle)  die  Potenzen  t~'^i,  t""''-',  t~^^,  ...  alle  heraus- 
fallen, Aq  so,  dass  auch  das  constante  Glied  fehlt: 

n^'ri'l  f'(l'V). 

Diese  eindeutig  definirte  Function  H(^r^;^'r/)  von  Crj,  welche  in 
^'yj'  Integrand  dritter  Gattung  ist,  vertritt  vollständig  die  frühere  H(xy;  x'y'). 
An  Stelle  der  früheren  p  Integranden  erster  Gattung  H(x'y')o,  treten  da- 
bei die  Ausdrücke: 


H(er 


/t , 
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und  an  Stellender  Integranden  zweiter  Gattung  die  obigen  Entwicklungs- 
coefficienten    H('')(c'r/)  (v  =  1,  2,  3,  . ..).     Entwickelt  man 

nach  t  und  t,  so  wird  der  Coefficient  von  i"""- 

(?r  ^^^)«-^  =  "       H • 

Aus  diesem  Verhalten  der  Integranden  erster  Gattung  H(c'r/),^  im  Unend- 
lichen crschliesst  Weierstrass  nicht  nur  ihre  Unabhängigkeit,  sondern 
auch  die  Anzahl  p  der  Lücken  /.,,  x,,  ...,  und  damit  eine  weitere  Be- 
deutung dieser  p  Lückenzahlen. 

Auch  die  Aufstellung  eines  „Fundamentalsystems"  (s.  Abschn.  VI, 
Nr.  4)  für  die  ganzen  algebraischen  Functionen  $;^,  c;.,,,  ...  gestaltet  sich 
hier  einfach  (cf.  Schottky,  1.  c).  Sei  \  =  \  die  niedrig.ste  der  Zah- 
len; seien  ij-^,  p,^,  ...,  tx;^_i  der  Reihe  nach  die  ersten  weiteren  Zahlen, 
von  denen  jede  mit  den  vorhergehenden  und  mit  X  incongruent  mod.X 
ist:  dann  kann  man  jede  der  Zahlen  Xi  in  der  Form  darstellen: 

Xi  =  li.X  +  iX;,     (u.,^  =  0  eingeschlossen,  1;  >  0) 
und  für  |^.  wählen: 

Alle  ganzen  algebraischen  Functionen  erhält  man  also  durch  den  Ansatz: 

S  =  A„+A,  e^,H hA,_ic%^_j, 

wo  die  A  rationale  ganze  Functionen  von  z>.  sind. 

Die  Zahlenreihe  Xj.  X,,  X,,  ...  charakterisirt  unter  den  demselben 
p  zugehörigen  Klassen  von  Gebilden  besondere  Klassen,  welche  weniger 
als  3  p  —  0  willkürliche  Modulwerte  enthalten  können.  Indem  man  über  die 
ausserdem  noch  ^\^llkürlichen  Constanten  in  den  Functionen  der  verschiedenen 
Grade,  zunächst  etwa  in  ^;.  und  den  ^^^,  in  bestimmter  Weise  verfügt, 
erhält  man  ein  System  von  Functionen,  das  für  die  ganze  durch  f(^/))  =  0 
definirte  Klasse  invariant  ist.  Die  zwischen  zwei  invarianten  Functionen 
c.  7j  bestehende  Gleichung  ?(c7j)  =  0,  die  Weierstrass'sche  Normal- 
gleichung, enthält  nur  noch  die  Moduln  der  Klasse  in  ihren  Coeffi- 
cienten. 

In  den  niedrigsten  Fällen  p=l,  2,  3  benutzt  Weierstrass  die 
obige  Darstellung  aller  ganzen  algebraischen  Functionen  c  auch  zur  Auf- 
findung von  Normalgleichungen   mit   rational   eingehenden  Moduln   und 
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erhält  so  für  p  =  3  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  Undulationspuiikt 
oder  den  hyperelliptischen  Fall.  Weierstrass  hält  diese  Methode, 
welche  die  Kenntnis  der  vielfachen  Stellen  nicht  voraussetzt,  einer  Aus- 
dehnung auf  den  allgemeinsten  Fall  für  fähig,  ohne  dass  sich  dies  jedoch 
aus  den  behandelten  Fällen  klar  erkennen  Hesse.  Jedenfalls  scheint  es 
erwünscht,  die  von  Weierstrass,  Schottky  und  Valentin  (1.  c.)  er- 
ledigten Beispiele  (bei  Letzterem  insbesondere  die  Fälle  X  =  2,  3,  4)  um 
andere  zu  vermehren  und  die  Methode  in  der  Richtung  zu  erweitern, 
dass  man  sich  zur  Unterscheidung  der  Klassen  nicht  gerade  auf  Gebilde 
mit  einem  Element  im  Unendlichen  beschränkt.  —  Eine  andere  Frage  ist 
freüich  die,  wie  man  für  vorliegende  Gebilde  f(xy)  =  0  die  Moduln 
aus  den  Coefficienten  von  f  =  0  zusammensetzt,  d.  h.  wie  man  f  :^  0 
auf  jene  Normalform  f(^r^)  =  0  transformirt.  Eine  rationale  Lösung  dieser 
Frage  kann  im  allgemeinen  nicht  existiren,  vielmehr  müssen  immer  — 
auch  von  den  Bedingungen  für  die  zu  suchenden  Formen  in  den  singu- 
lären  Stellen  von  f(xy)  =  0  abgesehen  —  gewisse  höhere  Gleichungen, 
welche  die  Stelle  x'y'  isoliren,  als  gelöst  vorausgesetzt  werden.  Adjungirt 
man  in  analoger  Weise  auch  die  „ Specialpunktgruppen ",  deren  Brill- 
Noether  bei  der  Bestimmung  ihrer  Normalformen,  in  welchen  nur  die 
Moduln  vorkommen,  bedürfen,  so  enthalten  diese  Nomialformen  die 
Moduln  ebenfalls  nur  in  rationaler  Form;  alsdann  ist  sogar  für  die 
„Normalraumcurve  (2  p  —  2)ter  Ordnung  der  cp'^  überhaupt  keine  höhere 
Gleichung  zu  lösen. 

Die  Weierstrass'schen  Functionen  ?x,5  ?i,?  ■••  lassen  sich  auf  einer 
berandeten  Riemann'schen  Fläche,  die  durch  geschlossene  Curven  aus 
der  gewöhnlichen  Ebene  ausgeschnitten  wird,  als  solche  eindeutige  Func- 
tionen der  Fläche  definiren,  welche  am  Rande  reell  sind,  im  Inneren  überall 
den  Charakter  von  rationalen  Functionen  haben  und  nur  an  einer  Stelle 
unendlich  werden.  Wir  verweisen  deshalb  und  wegen  ihres  dabei  hervor- 
tretenden Zusammenhanges  mit  der  Existenz  der  Periodenwege  u.  s.  w.  auf 
Schottky's  Schrift.  Sie  beweist,  dass  die  Weierstrass'schen  Sätze 
über  algebraische  Functionen  auch  in  den  auf  Riemann'schem  Wege  zu 
behandelnden  Problemen  über  conforme  Abbildung,  welche  der  neuen 
Theorie  der  „automorphen"  (Fuchs 'sehen  etc.)  Functionen  zu  Grunde 
liegen,  ihre  Bedeutung  haben. 

Aus  dem  Normalgebilde  mit  einem  unendlich-fernen  Element  schhesst 
Weierstrass  auf  die  Monogeneität  des  irreductibeln  algebraischen  Ge- 
bildes. Denn  zwei  Elemente,  welche  zu  irgend  zwei  Stellen  der  Umge- 
bung von  c  =  oo,  r^  =  oo  gehören,   lassen  sich  in  einander  fortsetzen; 
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und  somit  auch  zwei  beliebige  Elemente  des  Gebildes.  —  Auch  in  den 
transcendenten  Teilen  der  Theorie  spielt  das  Normalgebilde  eine  Rolle,  in- 
dem die  Integrationswege,  die  um  die  unendlich -ferne  Stelle  desselben 
führen,  leicht  deformirbar  sind.  Dies  vereinfacht  die  Theorie  der  cykli- 
schen  (Perioden-)  Wege. 

In  der  Vorlesung  von  1874/5  hat  Weierstrass  den  Functionen  ^„ 
eine  noch  mehr  systematische  Stellung  zugewiesen.  Er  leitet  dieselben 
aus  den  in  Nr.  4  und  5  bezeichneten  Functionen  ab  und  definirt  die 
Zahl  p  als  Lückenzahl.  Die  Stelle  der  in  Nr.  8  besprochenen  Functionen 
nehmen  die  ^g  ein;  und  der  Beweisgang,  nur  bezogen  auf  das  kanonische 
Gebilde  f=0,  ist  analog  dem  in  Nr.  8 — 13  angegebenen.  Diese  Vor- 
lesung bildet  also  eine  Zwischenstufe  zwischen  denen  von  18G9  und  von 
1875/G. 

17.  Nachdem  wir  über  den  wesentlichen  Inhalt  der  Weierstrass'- Rückblick, 
sehen  algebraischen  Theorie  berichtet  haben,  hätten  wir  noch  deren  Stel- 
lung zu  der  Riemann'schen  und  zu  der  späterer  Autoren  principiell  und 
historisch  zu  beleuchten.  Einzelne  Beziehungen  sind  indessen  in  dem  Be- 
richte selbst  angedeutet  worden  (vgl.  VI,  Nrn.  5,  8, 1 1, 1 7;  VII,  Nrn.  4, 13, 15, 
auch  16);  andere,  welche  die  systematische  Anordnung  betreffen,  gehen 
aus  der  bisherigen  Besprechung  unmittelbar  hervor.  Sie  sind,  Riemann 
gegenüber,  mehr  negativer  Art,  insofern  die  Art  der  Begründung  von 
Weierstrass,  nämlich  durch  Operation  an  einer  bestimmt  vorliegenden 
algebraischen  Gleichung,  von  derjenigen  Riemann's,  die  sich  auf  die 
Fläche  stützt,  wesentlich  abweicht,  auch  weil  die  functionentheoretischen 
Schlüsse  —  Definition,  Fortsetzung  eines  Elements  —  verschiedene  Grund- 
lage haben.  Weierstrass  entbehrt  wohl  dabei  des  Vorzuges  der  An- 
schaulichkeit in  der  Beweisführung,  indem  bei  ihm  überall  das  Geome- 
trische hinter  dem  Analytischen  zurücktritt,  wie  er  denn  selbst  die  Existenz 
der  Periodenwege  aus  analytischen  Relationen  erschliesst;  aber  die  Be- 
schränkung auf  vorliegende  algebraische  Functionen  und  analytische  Aus- 
drücke gestattet  ihm  auf  der  anderen  Seite,  solcher  unsicheren  Existenz- 
beweise, wie  sie  aus  dem  Dirichlet'schen  Princip  oder  dessen 
Aequivalenzen  folgen,  ganz  zu  entraten.  Mit  Clebsch-Gordan  hat 
Weierstrass  zunächst  den  Ausgangspunkt  gemein;  ebenso  mit  Brill- 
Noether;  die  Letzteren  verzichten  jedoch  für  den  algebraischen  Teil  auf 
functionentheoretische  Hülfsmittel,  während  sie.  Wie  Weierstrass,  die 
geometrisch-anschaulichen  nicht  heranziehen. 

Die  Frage,  ob  und  in  welchem  Umfange  Riemann's  Arbeit  auf 
die  Ausgestaltung  der  Weierstrass'schen  Theorie   eine  Einwirkung  aus- 
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geübt  hat,  ob  und  inwieweit  etwa  eine  solche  in  Bezug  auf  andere 
Autoren  stattgefunden  hat,  muss,  da  Weierstrass  seit  jenen  ersten 
Arbeiten  sich  jeder  zusammenfassenden  Publication  enthalten  und  seine 
Theorie  erst  ein  Jahrzehnt  nach  dem  Erscheinen  von  Riemann's  Arbeit 
seinen  Schülern  mitzuteilen  begonnen  hat,  hier  dahin  gestellt  bleiben.  Auf 
jeden  Fall  ist  in  seinen  Methoden  ein  originaler  und  durchaus  einheit- 
licher Zug  zu  erkennen,  wie  denn  auch  seine  Beweismittel  sich  auf  die 
consequente  Ausbildung  derjenigen  beschränken,  welche  er  schon  in  den 
frühesten  Arbeiten  augedeutet  hatte.  Dazu  gehört  vor  allem  das  Abel'- 
sche  Theorem,  welches  ihm  zum  Erkennen  einmal  der  Existenz  mehrfach 
periodischer  Functionen  und  dann  der  Form  ihrer  Darstellung  dient;  in 
zweiter  Linie  das  Theorem  von  der  Vertauschung  von  Argument  und  Pa- 
rameter, dessen  Bedeutung  schon  in  der  Programmschrift  1849  und  in 
(2),  1857  hervorgehoben  wird;  für  die  Zusammensetzung  der  Functionen 
und  Integranden  aus  einfacheren  der  Cauchy'sche  Residuensatz;  für  die 
wirkliche  Darstellung  jener  Formen,  aus  deren  Quotienten  die  periodischen 
Functionen  entstehen,  —  ein  Grundproblem,  auf  das  Weierstrass 
immer  wieder  zurückkommt  —  das  schon  im  J.  für  Math.  Bde.  47  und 
52  entwickelte  Verfahren. 

Die  Ausbildung  dieser  Hülfsmittel  ist  zugleich  im  Sinne  einer  stei- 
genden Verallgemeinerung  und  immer  schärferen  Beweisführung  vor  sich 
gegangen.  So  ist  zuletzt  eine  algebraische  Theorie  entstanden,  welche, 
wenn  auch  nur  in  der  Form  einer  Einleitung  zur  transcendenten  übermit- 
telt, doch  in  sich  abgerundet  und  gleichförmig  durchgearbeitet  erscheint, 
überall,  auch  in  den  Eliminationspartien,  streng  begründet  ist  und  die  all- 
gemeinsten algebraischen  Gebilde  f(xy)  =  0  umfasst.  Was  den  letzteren 
Umstand  angeht,  so  muss  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  Allge- 
meinheit der  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  die  Gleichung  f  (xy)  =  0  in 
jedem  Beweise  einzeln  in  Rechnung  gezogen,  und  nicht  etwa  das  Ge- 
bilde vorher  auf  ein  nicht-singuläres  transformirt  wird.  Trotzdem  bleiben 
die  Beweismittel  an  sich  verhältnismässig  einfache,  und  die  wirklichen 
Bildungen  der  algebraischen  Functionen  werden  wenigstens  zum  Teil 
weiter  durchgeführt,  als  in  den  übrigen  Theorien.  Aber  die  Entwick- 
lungen sind  mitunter  weitläufig  und,  verbunden  mit  Excursen  in  das 
Gebiet  der  Functionentheorie,  nicht  immer  leicht  zu  übersehen.  Wir  haben 
deshalb  versucht,  den  verwickelten  Aufbau  der  Formeln  der  Weier- 
strass'schen  Theorie  durch  Trennung  der  Functions-  und  Integranden- 
Eigenschaften,  die  bei  Weierstrass  nicht  explicit  vorgenommen  wird,  zu 
gliedern. 
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In  wieweit  den  von  Weicrstrass  aufgestellten  Bildungen  die  Eigen- 
scbaft  der  Invarianz  zukommt,  wird  noch  unten  zu  besprechen  sein 
(Abschn.  VIII,  Nr.  7). 

Von  den  angeführten  Arbeiten  abgesehen,  ist  die  Weicrstrass'- 
schc  Theorie  der  algebraischen  Functionen  bisher  nicht  weiter  auf  alge- 
braische Probleme  angewendet  worden. 


1].    E.  B.  Christoffel.    Erster  Teil.*) 

Algebraischer  Beweis  des  Satzes  V(»u  der  Anzahl  der  liuearunalihiingigon  Inte- 
grale erster  Gattung.  Annaii  di  ülaternatica,  Ser.  2,  t.  X,  p.  81  — 100. 
Febr.  1880. 

18.     Diese    kurze   Abhandhuiir   Christoffers   hat   den    Zweck,    an  ^cf «'u  Ab- 

^  zahlunj;  der 

einem    der    Sätze    der    Theorie    der    algebraischen    Functionen    die    alge-   integrale 

°  °      erster  Gat- 

braiscben  Beweismethoden  anzuzeigen ,  welche  er  in  seinen  Vorlesungen  '«ng. 
ausgebildet  hat,  und  die  er  der  in  der  Fussnote  citirteii  Arbeit  ohne 
Beweis  zu  Grunde  legt.  Die  Betrachtungen  sind  den  Weierstrass'- 
schen  verwandt,  aber,  weil  dircct  nur  das  einzelne  Problem  der  Dar- 
stellung der  Integranden  erster  Gattung,  und  dies  nur  bei  nicht-singulärer 
Grundcurve,  angegriffen  wird,  einfacher  und  durchsichtiger  gehalten. 
Eine  Curve  mit  höheren  Singularitäten  denkt  sich  Christoffel  mit 
Riemann  durch  Grenzbetrachtung  aus  einer  solchen  mit  gewöhnlichen, 
getrennten  Doppelpunkten  abgeleitet;  dagegen  lässt  er  die  Reductibilität 
der  Grundcurve  zu.  Wir  beschränken  uns  in  unserem  Bericht  auf  den 
Fall  einer  irreductibeln  Curve,  weil  der  Einfluss  der  Reductibilität  auf 
die  Zahl  der  Integrale  erster  Gattung  auch  hierbei  schon  ersichtlich  wird 
(wie  übrigens,  nebenbei  bemerkt,  auch  in  dem  Brill-Noether'schen 
Beweise). 

II        Ml 

Christoffel  geht  von  einer  Gleichung  F(s,  z)  =  0  mit  r  Doppel- 
punkten aus,  für  welche  angenommen  wird,  dass  die  n  Werte  von  s  für 
z  =  oc  und  die  ni  Werte  von  z  für  s  =  cxd  endlich  und  von  einander 
verschieden  seien.  Ihre  über  der  Z-Ebene  ausgebreitete  Riomann'sche 
Fläche  besitze  o)  Verzwcigungspunkte;  Christoffel  dcfinirt  alsdann  die 
Geschlechtszahl  p  durch  die  Gleichungen: 

p  =  (m  — l)(n  — 1)  — r  =  ^  — (n  — 1)  =  ü>  +  r_(m  +  lX'>  — 1), 


*)  Die  Arbeit  „Ueber  die  kanonische  Form  der  Riemann 'sehen  Inte- 
grale erster  Gattung",  t.  IX  der  Annali  di  Mat.,  wird  im  VIII.  Abschnitt  zur 
Besprechung  kommen. 


438  VII.     Die  Weierstrass'sche  Richtung.     B.  Christoffel. 

und  beweist  auf  algebraischem  Wege,  dass  die  Zahl  der  linear -unabhän- 
gigen Integranden   erster  Gattung  w'  gleich  p   ist.      Wir  teilen   den  Ge- 
dankengang mit,  der  zu  diesem  Ergebnisse  führt. 
Ist 

w  =/w'dz  =/t]^(s,  z)dz 
ein  endliches  Integral,  so  wird  ^o'  =  (^(s,  z)  in  den  tu  Verzweigungs- 
punkten zu  oo\  in  den  r  Doppelpunkten  zu  ^.  Christoffel  setzt  da- 
her w'  additiv  aus  m-\-x  linear  -  unabhängigen  Termen  zusammen,  die 
sich  einzeln  auf  je  eine  dieser  Stellen  s  =  «j,  z  =  ßi  (i  =  1,  2,  . . . ,  to-l-r) 
beziehen : 

Ti(s,  z)  ist  also  identisch  mit  dem  Weierstrass'schen  f(aißis)/(z  —  ßj) 
(s.  VII,  Nr.  4),  und  diese  Darstellung  stimmt  im  wesentlichen  mit  jener 
von  H(z,  s)  (VII,  Nr.  12)  überein.  Aber  der  Beweis  ist  viel  directer  und 
beruht  auf  der  Behandlung  einer  rationalen  Function  von  z  allein, 
nämlich  von: 

'Kt,z)=  ü-hU,tH hU„_it°-i, 

wo  t  eine  fest  angenommene  Grösse  ist,  und  die  U  in  z  rational  sind. 
Aus  der  Lagrange 'sehen  Interpolationsformel*) 

./.     N  ^        ^h         F(t,  z)  ^,^      ^         öF(t,  z) 

Sj,  ...,  Sn  die  Werte  von  s  aus  F(s,  z)  =  0;  /oj,  = '}(si„  z), 
folgt   nämlich    für  die  rationale  Function  di(t,  z)  von  z,  dass  sie  nur  in 
den  (ü  +  r  Stellen  z  =  ß,  unstetig  Avird.     Betrachtet  man  nun  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

w-t-r 

^(t,z)-^AiTi(t,z), 

i=l 

so  ist  derselbe  nirgends  unstetig,  also  constant,  und  folglich  gleich  0,  in- 
dem derselbe  für  z  =  oo  zu  0  wird. 


*)  Nimmt  mau  ^^(s,  z)  als  eindeutige  Function  der  Stelle  s,  z  von  F(s,  z)  =  0 
an,  so  liefert  obige  Formel  die  Function  ^(i,i)  und  damit  die  U  als  eindeutige 
Functionen  von  z,  und  speciell  als  rationale  Functionen  von  z,  wenn  (l'Cs,  z) 
nur  polare  Unstetigkeiten  hat.  Dieser  Schluss  findet  sich  bei  Christof  fei, 
wie  bei  Weierstrass.  Prym  hatte  (J.  f.  Math.  83)  denselben  bei  Riemann 
vermisst,  weil  die  Riemann 'sehe  Schluss  weise  auf  einer  Abzahlung  an  Punkt- 
gruppen beruhe,  die  nicht  durch  Functionen  tp  verknüpft  seien;  indessen  wäre 
auch  diese  Betrachtung  leicht  dadurch  zu  vervollständigen,  dass  man  vorher 
eine  etwaige  Specialgnippe  durch  eine  weitere  Gruppe  zu  einer  Nicht-Special- 
gruppe ergänzt. 
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Dabei  hat  man,  da  ^(t,  z)  für  z  =  oo  mit  den  ?/,'[,  zu  ()'  wird, 
für  die  Aj  auch  noch  die  Bedingung: 

i  t  —  Oti 

Ferner  erkennt  man  die  lineare  Unabhängigkeit  der  cu+r  Grössen  Ti(s,z) 
daraus,  dass  sie  je  in  einem  der  (u-j-r  Punkte  ein  besonderes  Verhalten 
(oo^,  bezw.  ^)  zeigen. 

Weitere  Bedingungen  für  die  Äj  ergeben  sich  nun  noch  aus  den  m 
Stellen  s  =  c5Ci,  wo  die  Ti(s,  z)  noch  unendlich  werden.  Aus  1)  hat 
mau  zunächst: 

n— 1  tü+r— 2 
o)  iO    =(]/(s,  Z)  = 


wo  Q(z)  =  (z  —  ß,)...(z  —  ßw+r);  G  in  s  und  in  z  ganz,  von  den  an- 
gegebenen Graden,  ist.  Hier  führt  nun  Christoffel,  wie  Weierstrass, 
statt  der  Potenzen  von  s  die  aus 

F(s,  z)  =  as°4-a,s°-iH ha„  =  0 

gebildeten  ganzen  algebraischen  Functionen  von  z: 

f^(s,  z)  =  as^  +  a,s^-iH ha^,  =  —  ^^^ ^^ 

(ji.=  1,  ...,  n  — 1) 
ein,    die   für    s  =  oc  je  zu  0'  werden,  sodass,  wegen  der  Endlichkeit, 
G  die  Form  erhält: 

4)      G(s,  z)  =  A,(z)f„^i(s,  z)H hA,._o(z)f,  (s,  z)4-A„_,(z), 

wo  die  A(z)  ganze  rationale  Functionen  von  z,  A„_i  vom  Grade  tu-f-r — 2, 
die  übrigen  vom  Grade  to  +  r  —  2  —  m  sind.  Durch  Vergleichen  von  3), 
4)  mit  1)  ergeben  sich  die  Bedingungen: 

(ü+r 

5)       ^^AiOtrßr  =  0     (v  =  0,  l,...,n  — 2;  [x  =  0,l,...,m), 

welche  für  die  Endlichkeit  von  Jio' dz  notwendig,  aber  auch  hinreichend 
sind,  indem  auch  2)  eine  Folge  derselben  ist.  —  Man  hat  nur  noch  zu 
zeigen,  dass  diese  (m-|-l)(n  —  1)  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
w  +  r  Grössen  Ai  auch  linear-unabhängig  von  einander   sind. 

Man    kann    die    Gleichungen   5)    dahin    zusammenfassen,    dass    für 

11—2     m 

jede  ganze  Function   g(  s,     z)  sein  mnss: 

CO  +  T 

2;Aig(ai,ßi)  =  0. 

i=l 

Wären    nun    diese  Gleichungen    von  einander   abhängig,    so    würde  eine 
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n-2     m 

von  den  A  unabhängige  Combination  g(  s,  z)  existiren,  welche  genau 
in  denselben  Stellen  und  in  derselben  Ordnung,  wie  F'(s,  z),  verschwinden 
(also    g(ai,  ßi)  =  0),    und    in    denselben    2ni(n — l)  =  tü  +  2r    Stellen 

u  —  1     m 

und  derselben  Ordnung,  wie  F'(  s,  z),  unendlich  würde.  Bei  irreduc- 
tibler  Grundcurve  F(s,  z)  =  0  ist  aber  dieses  g,  das  nur  auf  den 
(n  —  2)ten  Grad  in  s  steigt,  identisch  gleich  null. 

Hiermit  hat  Christoffel  den  Beweis  erbracht,  dass  die  Anzahl  der 
linear-unabhängigen  Integranden  erster  Gattung  cu-t-r — (m4-l)(n^ — 1)=P 
beträgt. 

Die  Rie mann 'sehe  Form 

n— 2    m— 2 
,  ?(  s,        Z    ) 

F'(s,z) 

n  FTt   z) 

des  Integranden  erster  Gattung   ergiebt   sich   daraus,    dass    ^^Wb  —   ' 

li=l  t  —  Sh 

für  jedes  t  eine   ganze   rationale  Function    von  z  wird  (in  t  vom  Grade 

u — 2     m — 2 

n  —  2  wegen  l^ivu  =0).  Für  ':p(  s,  z  )  bestehen  nur  die  r  Adjunc- 
tionsbedingungen 

?(<^.,l3.)  =  0,  (x=l-,2,  ...,r), 
wo  sich  die  7.;,,j3;j  nur  auf  die  Doppelpunkte  von  F(s,  z)  =  0  bezichen; 
auch  diese  r  Gleichungen  müssen  also,  damit  nur  nocli  p  Integranden 
erster  Gattung  übrig  bleiben,  von  einander  lincar-unabliängig  sein.  Es  folgt 
daraus  noch,  dass  man  in  5)  die  r  auf  Doppelpunkte  bezüglichen  A^ 
nicht  alle  willkürlich  annehmen,  aber  als  von  null  verschieden  bestim- 
men kann. 
Seine  wei-  19.     Obwohl  Christoffcl  die  weiteren  Teile  der  Theorie  nur  an- 

tere  Theorie. 

deutet,  lassen  sich  ihre  Züge  doch  erkennen.  Die  Bildung  der  Integran- 
den dritter  Gattung,  dR(s)/dz,  geschieht  genau  so,  wie  in  Formel  1); 
nur  dass  noch  ein  Glied  von  der  Form 

1 F(s,  0 

F'(a,0  ■  (s_5)(z-C) 
hinzukommt,  wo,  abgesehen  von  den  n  Stellen  z  =  cc,  nur  s  =  a^  C 
der  Unstetigkeitspunkt  von  R(3)  ist.  Die  Differenz  zweier  Ausdrücke 
R(s)  —  R(£')  liefert  das  Integral  dritter  Gattung  mit  nur  den  beiden  Para- 
metern s  =  a,  C  und  z'  =  a'.C',  und  lässt  sich  auch  in  die  Riemann'- 
sche  Form  überführen.  Die  Differentiation  nach  C  giebt  den  Integranden 
zweiter  Gattung. 

Für  die  Darstellung  einer  algebraischen  Function  S(s,  z),  die  in  dem 
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Punkte  £x  zu  oo'  wie  E.,/(z — C;?)  (>'•  =  1>  2.  .. .,  q)  wird,  denkt  Ciiri - 
Steffel  sich  das  Product  S.w',  wo  iv'  irgend  ein  Integrand  erster  Gat- 
tung ist,  durcli  eine  Summe  von  Integranden  dritter  und  erster  Gattung 
ausgedrückt: 

S.w'  =  _i;E,u''(e.)^^^^+icr"-:(/0+c. 

x=l  QZ  i  — 1 

Ilierdurcli  wird  S  als  Quotient  aus  einem  Integranden  dritter 
Gattung,  dividirt  durch  einen  Integranden  erster  Gattung 
dargestellt. 

Die  Bestimmung  der  Cj  in  dieser  Formel  würde  diejenigen  Gleichungen 
zwischen  den  ic[(^a^,  C,,)  liefern,  aus  welchen  die  Unterscheidung  zwischen 
Special-  und  Nicht-Specialgruppcn,  also  der  Kiemann-Roch'sche  Satz, 
sich  ergieht  (s.  VII,  i\r.  5,  9)). 

Man  erkennt  aus  dem  Gesagten,  dass  die  Verwandtschaft  der 
C hristoffePschcn  Ausdrücke  mit  den  Weierstrass'sclien  sich  auf  die 
Bildung  der  Integranden  hcschränkt.  Die  der  Functionen  ist  ver- 
schieden, insofern  Christoffel  nicht  von  den  heiden  Variabehipaaren 
in  den  Integranden  dritter  Gattung  Gebrauch  macht,  also  die  Functionen 
des  Parameters  nicht  benutzt.  Die  Darstelhnig  der  Functionen  S  könnte 
man  mit  der  in  Abschn.  VIII  zu  besprechenden  invarianten  insofern  in 
Beziehung  setzen,  als  S  als  Quotient  erscheint,  dessen  Nenner  eine  be- 
liebige cp-Form  ist;  nur  ist  der  Zähler,  der  Integrand  dritter  Gattung, 
selbst  nicht  auf  invariante  Weise  definirt;  r.icht  einmal  eine  Beziehung 
zu  einer  solchen  ist  angedeutet. 

Sicht  man  von  dem  Umstände  ab,  dass  auch  bei  Christoffel  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  den  Durchgangspunkt  durch  die 
Theorie  der  Integranden  nimmt  und  im  wesentlichen  nicht-invariante 
Bildungen  benutzt,  so  ist  auf  die  Einfachheit  des  Gedankengangs  und 
der  Entwicklung  hinzuweisen,  woran  aber  die  Beschränkung  auf  gewöhn- 
liche Singularitäten  ihren  Anteil  hat. 


VIII.  Absclinitt. 

Darstellung  des  G-eMldes,  seiner  Eormen  und  Functionen 
in  invarianter  Grestalt. 

Gnippiruüg.  1.      "Wir     haben     nunmehr     eine    allgemein- invariantentheo- 

retische Richtung  zu  besprechen,  welche  von  der  Darstellung  des  alge- 
braischen Gebildes  durch  Relationen  zwischen  den  cp- Formen  ausgeht. 
An  dieselbe  schliessen  sich  weiterhin  die  Transformationen  der  Gebilde 
in  sich  an. 

Neben  diese  allgemeine  Auffassung  stellt  sich  eine  Reihe  von 
Theorien,  welche  kanonische  Darstellungen  des  algebraischen  Gebildes, 
Darstellungen  mittelst  irgendwie  ausgezeichneter  einzelner  Functionen, 
anstreben  oder  von   solchen  ausgehend     Dazu  gehört: 

a)  die  schon  besprochene  (VII,  A,  Nr.  16)  Weierstrass'sche  Ver- 
wendung von  Functionen,  welche  nur  an  einer  Stelle  des  Gebildes, 
die  insbesondere  noch  eine  ausgezeichnete  für  die  Klasse  sein  kann,  un- 
endlich werden; 

b)  eine  von  Christoffel  ausgeführte  Untersuchung  über  eine  kano- 
nische Form,  welche  man  der  Gleichung  des  Gebildes  geben  kann,  indem 
man  irgend  eine  Function  z,  welche  der  Parameter  einer  einfach -unend- 
lichen Voll  schar  ist,  als  unabhängige  Variable  zu  Grunde  legt,  als  ab- 
hängige Variable  aber  den  Integranden  s  erster  Gattung; 

c)  die  Einführung  der  „kanonischen  Rie  manu 'sehen  Fläche"  durch 
Klein,  d.  h.  die  Auszeichnung  einer  Variabein  z,  welche  eine  solche 
„ Specialfunction "  (nämlich  in  der  Form  cp,/'f2  darstellbare  Function) 
ist,  dass  eine  Potenz  derselben  eine  in  einer  Gruppe  von  2p  —  2  Punkten 
Avirklich  unendlich  werdende  „ Specialfunction "  ist; 

d)  kann  man   die  an  die  Theorie  der  Wurzelfunctionen  anknüpfen- 
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den  Darstellungen,  insbesondere  die  von  Schottky  und  Frobenius,  hier- 
herrechnen. 

Wir  berichten  in  A  über  die  allgemeine  Richtung,  in  H  und  C 
über  die  Darstellungen  b),  c),  während  die  Untersuchungen  d)  im  Ab- 
schnitt IX  mitbesprochen  werden. 


A.    Allgemein-üivariantcutheorctische  Richtung. 

Litteraturverzeichüis : 
n.  Weber, 

(1)  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  vom  Geschlecht  3.  Berlin,  Rei- 
mer 1876  (1874  in  Göttingen  eingereicht). 

Dazu:  Bemerkungen  zu  dieser  Schrift,  J.  f.  Math.  88.    Juni  1879. 

(2)  Ueber  gewisse  in  der  Theorie  der  Abel 'sehen  Functionen  auftretende 
Ausnahmefälle.     Math.  Anu.  13  (p.  35—48).     Sept.  1877. 

L.  Kraus,    Note    über    aussergewöhuliche  Specialgruppen    auf   algebraischen 

Curven.     Math.  Ann.  16.     Nov.  1879. 
M.  Noether, 

(1)  Ueber  die  invariante  Darstellung  algebraischer  Functionen.  Math. 
Ann.  7,  Aug.  1880  (vorher  im  Auszug  in  Erlauger  Sitzungsber.,  Mai 
1880). 

(2)  Note  über  die  Normalcurvcn  für  p  =  5,  6,  7.  Math.  Ann.  26.  Jan. 
1885. 

(3)  Rationale  Ausführung  der  Operationen  in  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Functionen.     Math.  Ann.  23.     Oct.  1883. 

(4)  Zur  Theorie  der  Abel'schen  Differentialausdrücke  und  Functionen. 
Math.  Ann.  37.  Erster  Teil:  Differentialausdrücke;  zweiter  Teil:  Func- 
tionen.    1890  (s.  auch  Erl.  Sitzungsber.  1884  und  1886). 

2.     Da  die  Quotienten  aus   irgend   zweien    der    zum    algebraischenDie.9'-Reia- 

^  *  °  Honen. 

Gebilde  gehörigen  p  Formen  o  für  rational  -  eindeutige  Transformation 
des  Gebildes  invariant  sind  (Abschn.  V,  E),  sind  es  auch  alle  solche  alge- 
braischen Functionen  des  Gebildes,  welche  zugleich  Quotienten  uuUter  Di- 
mension der  cp  sind.  Dass  diese  Eigenschaft  aber  allen  algebraischen 
Functionen  des  Gebildes  zukommt,  und  dass  man,  um  sie  in  diese  Form  zu 
bringen,  nur  die  Gleichungen  des  Gebildes  selbst  in  invariante  Form  um- 
zuschreiben braucht,  wodurch  „die  Untersuchungen  nicht  nur  an  All- 
gemeinheit, sondern  auch  an  Einfacliheit  und  Eleganz  gewinnen",  diesen 
Umstand  hat  Weber  in  (1)  für  p  :=  3 ,  in  (2)  für  ein  allgemeines  p 
zuerst  betont. 

In  der  That  ist  schon  im  nicht-hyperelliptischen  Falle  die  Gleichung 
der  Normalcurve  von  Clebsch-Gordan,  einer  ebenen  Curve  (p-f-l)ter 
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Ordnung,  im  wesentlichen  nichts  Anderes,  als  eine  homogene  Gleichung 
zwischen  drei  Formen  es ;  alle  zugehörigen  algebraischen  Functionen  sind 
also  Functionen  nuUter  Dimension  dieser  drei  Formen  <p.  Nur  ist,  sobald 
p  >  3,  diese  Relation  nicht  die  einfachste  und  hat,  auch  nach  linearer 
Transformation  der  Curve,  noch  zu  viele  Constanten,  während  sie  für  p  =  3 
die  einzige  überhaupt  existirende  Relation  zwischen  den  cp  ist,  und  jede 
Relation  vierten  Grades  zwischen  den  drei  Grössen  (p,  wenn  sie  nur  eine 
Curve  ohne  mehrfache  Punkte  vorstellt,  eine  Klasse  aus  p  =  3  völlig 
definirt.  Für  p>3  denkt  sich  Weber  in  (2)  die  Normalform  des  Ge- 
bildes durch  das  rationale  Gleichungssystem  zwischen  den  cp,  das  aus  der 
Curve  f  durch  Transformation  mittelst  aller  p  Formen  cp  entsteht,  also 
durch  die  in  V,  Nr.  62  genannte  Normalcurve*N2p_2  dargestellt,  und  de- 
finirt, analog  wie  es  (V,  Nr.  63)  von  Brill-Noether  für  t  =  0  über- 
haupt geschieht,  die  Moduln  als  die  bei  linearer  Transformation  absoluten 
Invarianten  dieses  Systems.  Vor  allem  aber  fragt  "Weber  (wie  dies  Rie- 
mann  nacli  der  zweiten  Auflage  der  Werke  —  vgl.  V,  Nr.  21  —  in  seiner 
Vorlesung  —  gethan)  nach  der  Zahl  der  quadratischen  Relationen 
zwischen  den  cp,  indem  er  durch  den  Inbegriff  der  Relationen  niedrigster 
Ordnung  zwischen  den  cp  das  Gebilde  zu  charjakterisiren  sucht. 

Da  die  allgemeinste  Function,  welche  in  den  2  (2p— 2)  Nullpunkten 
einer  ^l>^p,  wo  ^)^p  ein  ganzer  quadratischer  homogener  Ausdruck  in  den 
(p  ist,  zu  3c^  wird,  noch  3p — 3  linear  und  homogen  eingehende  Con- 
stanten besitzt,  müssen  zwischen  den  ^p(p-l-l)  quadratischen  Formen 
fl>(-)  der  cp.  indem  (p^-^/O^g-)  zu  jenen  Functionen  gehört,  nach  Weber 
(2)  mindestens  |^(p  —  2)(p  —  3)  linear-unabhängige  lineare  Relationen 
l)estehen.  Aber  es  ist  sehr  wohl  denkbar,  dass,  wie  es  im  hyper- 
eUiptischen  Falle  wirklich  eintritt,  auch  in  anderen,  ja  im  allgemeinen 
Falle,  noch  weitere  lineare  Relationen  zwischen  den  <1>^-^  existiren;  mit 
anderen  Worten:  jene  Function  ^(-^/({»(p  braucht  nicht  die  allgemeinste 
der  genannten  Art  zu  sein,  oder  die  O^^^  =  0  könnten  aus  dem  Gebilde 
keine  Voll-,  sondern  nur  eine  Teilschar  (vgl.  V,  Nr.  56)  ausschneiden  —  wie 
etwa  in  unserem  Räume  die  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  einer  Raum- 
curve,  die  nicht  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen  ist,  im  allge- 
meinen keine  Vollschar  ausschneiden.  —  Für  die  invariante  Darstellung 
blieb  also  noch  eine  Lücke  auszufüllen. 

Kraus  (Math.  Ann.  16)  sucht  dies  zu  thun,  indem  er  die  O^-^  ohne 
weiteres  mit  den  Curven  C2(„_3)  der  Ordnung  2(n — 3)  identificirt,  welche 
jeden  i-fachen  Punkt  der  zu  Grunde  gelegten  Curve  f„  zum  2(i  —  1)- 
fachen  Punkte  haben.    Aber,  abgesehen  davon,  dass  der  weitere  Schluss 
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für  die  C2(„_3)  auf  niclit  strenger  Abzahlung  beruht,  wird  die  Möglich- 
keit niclrt  erörtert,  dass  die  O^-^  nur  einen  Teil  der  C5,(„_.,)  bilden.  Bei 
Noether  (1)  wird  die  Frage  erledigt,  und  zwar  nicht  nur  in  Bezug  auf 
die  Scharen  O^^^  sondern  für  die  Scharen  O"^^^  überhaupt,  wo  O^^")  eine 
Form  [xter  Dimension  in  den  (p,,  ...,  cpp  ist.  Das  Resultat  ist,  dass  die 
Anzahl  der  linear -unabhängigen.  Relationen  [j,tcr  Dimension  (}x>-l)  in 
allen  Fällen,  einzig  den  hyperelliptischen  ausgenommen, 

PlP  +  0---(t>  +  t^-^)  -(Oa-l)(p-l) 
1  .2  ...(X  ' 

beträgt;  dass  also  die  O^/^^  alsdann  Voll  scharen  des  Gebildes  liefern,  d.  h. 
dass  (1)(.")/(I)G")  wirklich  die  allgemeinste  Function  ist,  welche  in  der  von 
^M  gelieferten  Gruppe  von  }x(2p  —  2)  Punkten,  oder  einem  Teil  der- 
selben, zu  X)'  wird.  Es  werden,  um  den  Beweis  zu  führen,  zuerst  für 
jx  =  2,  o(p— 1)  linear-unabhängige  Ausdrücke  O(-)  wirklich  aufgestellt, 
und  zwar  in  der  Form  9/I)(')4-cp,  <!)'(') -f-cp^  (!)"(') ,  wo  9,,  9,,  cp^  ge- 
wissen Bedingungen  genügen;  dann  für  ix  =  3  analog  5(p  —  1)  linear- 
unabhängige Ausdrücke  O^'^'  in  der  Form  cp/I)(-)H-9./l)'(-)-h9„  (!)"(-) ; 
für  [i  >  3  endlich  2(u,  —  l)(p  —  1)  linear-unabhängige  O^^')  in  der  Form 

CPl  0(j«-l)_|_.^_^(I)'('i"-l). 

3.  Dieser  Satz  ist  für  die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  Gelt"if  de*r 
—  vom  hyperelliptischen  Fall  abgesehen,  den  schon  Abel  und  Wcier-gj.j|JjJ,'''g;?jj,"g 
strass  angegriffen  und  leicht  erledigt  hatten  —  insofern  grundlegend, 
als  durch  ihn  alle  Sätze,  welche  ihrem  begrifflichen  Inhalte  nach  zu  den 
invarianten  gehören  müssen,  und  die  noch  bei  Rie mann,  Weierstrass, 
Clebsch-Gordan,  zum  grösseren  Teil  auch  bei  Brill- Noether,  in  einer 
an  die  speciell  ausgewählte  Darstellungsform  des  Gebildes,  wie  f„  (s,  z)  =  0, 
geknüpften  Ausdrucksweise  ausgesprochen  sind,  in  einer  für  alle  Dar- 
stellungsformen gültigen  bestimmten  Formulirung  erscheinen,  welche  ihre 
eigentliche  Bedeutung  erst  blosslegt.  So  sind  z.B.,  wie  bei  Weber  (1) 
für  p  =  3,  die  zu  f„  adjungirten  Curven  (n — 2)ter  Ordnung,  welche 
durch  n  —  2  Punkte  des  Schnittes  einer  Geraden  mit  fn  gehen,  —  Cur- 
ven, die  im  Zähler  des  Integranden  dritter  Gattung  bei  Clebsch-Gor- 
dan auftreten  —  durch  Formen  O^^)  zu  ersetzen,  die  für  2p  —  4  Null- 
punkte des  Nenners  9  verschwinden:  eine  übrigens  schon  bei  Roch  ähn- 
lich auftretende  Bemerkung  (Ueber  Abel'sche  Integrale  dritter  Gattung, 
Formel  (13),  J.  für  Math.  68).  Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  Theorie 
der  Relationen  zwischen  den  Wurzelformen,  Avelche  an  Ricmann  und 
Roch  (s.  V,  B)  anknüpft,  und  deren  Weiterentwicklung  in  Abschn.  IX 
besprochen  werden  wird. 
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Discnssion  4      Abgesehen    von    der  Existenz,    dem   Grad,    der   Zahl   und   der 

der  y-Rela-  o  '  ' 

tionen.  linearen  Unabhängigkeit  der  Relationen  zwischen  den  Formen  o  ist  über 
den  Inhalt  und  die  Herstellungsweise  derselben  bis  jetzt  nur  wenig 
bekannt.     Das  Bekannte  soll  hier  angeführt  werden. 

Für  p  =  3  besteht,  wie  oben  gesagt,  eine  allgemeine  Relation  \nerten 
Grades  zwischen  den  drei  Formen  cp.  Für  p  =  4  hat  man  eine  Relation 
zweiten  und  eine  Relation  dritten  Grades  zwischen  den  vier  Formen  cp; 
beide  Relationen  können  allgemein  angenommen  werden.  Für  p  =  o  hat 
man  drei  quadratische  Relationen  zwischen  cp,,  ...,  cp^,  welche,  wenn  all- 
gemein angenommen,  ein  Gebilde  mit  p  =  5  eben  noch  definiren  (Weber 
(2));  die  12  absoluten  simultanen  Invarianten  dieses  Systems  können  als 
die  Moduln  betrachtet  werden.  —  Die  quadratischen  Relationen  für  p  =  6 
und  für  p=7  sind,  im  Falle  nicht -specieller  Moduln,  bei  Noether 
(2)  aufgestellt,  und  zwar  in  einer  Form,  welche  nur  die  Moduln  explicit 
enthält.  Dies  war  möglich,  weil  sich  für  p  =  6  und  7  Gleichungen  der 
Gebilde  zwischen  drei  Variabein,  f(x,,  x.,,  x^)  =  0,  angeben  lassen;  denn 
sobald  diese  vorliegen,  kann  man  auch  die  Ausdrücke  aller  cp  durch  die 
Xp  x.^,  Xg,  und  zwar  rational  (nach  Noether  (3)),  aufstellen,  also  auch 
alle  zwischen  den  cp  selbst  existirenden  Relationen  durch  systematische 
Rechnung  entwickeln.  Ein  Teil  dieser  Relationen  ergiebt  sich  dann 
ohne  Hülfe  von  f(x,,  x^,  x^)  =  0,  ein  Teil  nur  mit  Hülfe  von  f  ^  0;  in- 
dessen wechselt  diese  Eigenschaft  mit  der  aus  der  Klasse  ausgewählten  Glei- 
chung f  =  0  und  ist  für  die  Relationen  selbst  unwesentlich.  Es  ist  klar, 
dass  sich  auf  dem  eben  genannten  Wege  die  Relationen  noch  für  eine 
Reihe  von  höheren  p  (für  p  =  8  siehe  Käsbohrer,  Dissert.  Erlangen 
1893,  wo  übrigens  die  Gleichung  f=0  nicht  selbst,  sondern  nur  die 
Coordinaten  der  vielfachen  Punkte  dieser  Curve  benutzt  sind),  insbesondere 
bei  besonderen  Modul  Verhältnissen,  herstellen  lassen.  —  Eine  Discnssion 
der  Relationen  für  p>5  auf  ihren  vollen  Inhalt  hin  hat  man  noch 
nicht  vorgenommen;  indessen  findet  sich  wenigstens  einiges  Material  hierzu 
in  neueren  geometrischen  Arbeiten  von  Castelnuovo  (Ric.  di  Geom. 
sulle  curve  algebriche,  Atti  dell'  Acc.  di  Torino,  t.  24)  und  Bertini 
(Intorno  ad  alc.  teoremi  della  Geom.  sopra  una  curva  alg.,  ib.  t.  26). 

Bei  besonderen  Modulbedingungen  können  sich  die  Relationen  des 
allgemeinen  Falles  sehr  bedeutend  modificiren.  Von  solchen  Ausnahme- 
fällen sind  bisher  einige  behandelt  worden,  welche  dadurch  sich  aus- 
zeichnen, dass,  statt  einer  endlichen  Anzahl,  unendlich  viele  Abel'sche 
Wurzelformen  ]/^  (V,  Nr.  22)  existiren.  Setzt  sich  ein  System  von 
Wurzelformen  |/^  aus  m  solchen  linear  und  homogen  zusammen,  so  ge- 
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hört  dasselbe  (Weber  (2)  nach  Rio  mann  J.  f.  Math.  65)  zu  einer  un- 
geraden oder  geraden  Thetacharakteristik ,  je  nachdem  m  ungerade  oder 
gerade  ist,  und  die  zugehörige  Thelafunction  verschwindet  mit  ihren 
Derivirten  bis  zur  (m  —  l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  die  Nulhverte 
der  Argumente.  Der  speciellste  Fall  ist  der  hyperelliptische  (s.  Weber 
(2)  und  Noether  (1)),  und  für  p  =  3  existirt  kein  anderer,  in  obigem 
Sinne  ausgezeichneter  Fall.  Für  p  =  4  kann  eines  jener  Systeme 
m  ^  2  existiren,  was  eine  Modulbedingung  liefert:  die  quadratische 
Gleichung  zwischen  den  cp,,...,cp^  wird  dann  die  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  (Weber);  die  ebene  Normalcurve  ist  eine  Curvc  fünfter 
Ordnung  mit  zwei  benachbarten  Doppelpunkten  (Selbstberübrungspunkt), 
die  sich  auch  auf  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  zwei  benachbarten 
dreifachen  Punkten,  oder  auch  mit  einem  dreifachen  und  drei  auf  einer 
Geraden  liegenden  Doppelpunkten  transformiren  lässt.  Sobald  für  p  =  4 
mehr  als  eines  der  Systeme  existirt,  wird  die  Klasse  die  hyperelliptische, 
und  es  existiren  gleich  10  Systeme  mit  m  =  2  (Weber  (2)).  Für  be- 
liebige p  weist  Kraus  nach,  dass  bei  Existenz  eines  Systems  mit  m  =  2 
die  Normalform  für  das  Gebilde  eine  Curve  (p  +  l)ter  Ordnung  mit  einem 
Selbstberührungspunkt  und  i(p  —  4)(p-|-l)  weiteren,  in  einer  Curve 
(p  —  4)ter  Ordnung  liegenden  Doppelpunkten  wird;  für  m>2  aber  eine 
Curve  (p — m  +  2) ter  Ordnung  mit^{(p  —  m)"  —  (p-|-m)j  Doppelpunk- 
ten, durch  welche  noch  eine  die  Grundcurve  in  m  —  3  Punkten  berührende 
Curve  (p  —  m  —  3)ter  Ordnung  geht.  Insbesondere  können  für  p  =  5 
eines ,  zwei  oder  drei  Systeme  mit  m  =  2  existiren ;  dem  entsprechend 
lassen  sich  eine,  zwei  oder  alle  drei  quadratischen  Relationen  auf  solche  zwi- 
schen nur  je  drei  der  fünf  Formen  cp  reduciren;  bei  mehr  als  drei  Systemen 
mit  m  =  2  wird  das  Gebilde  hyperelliptisch.  Kraus  hat  auch  einen 
Fall  bezeichnet,  in  welchem  die  quadratischen  Relationen  für  sich  nicht 
mehr  ausreichen,  um  das  algebraische  Gebilde  zu  defiuireu:  wenn  näm- 
lich die  zugehörige  Normalcurve  (pH- l)ter  Ordnung  einen  (p  —  2)-fachen 
Punkt  hat,  d.  h.  wenn  es  möglich  ist,  das  Gebilde  auf  eine  dreiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  zu  beziehen. 

5.      Von    den    Anwendungen    der    invariantentheoretischen    An-   GfiJ''<ie> 

°  welche  un- 

schauung  sei  zuerst  die  Frage  nach  den  Gebilden,  welche  unendlich  viele«".'"','^^T'^'^ 

"  ^  '  eindeutige 

eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen,  erwähnt.  xransforma- 

"  '  tionen  in 

sich  zu- 
Litteratur:  lassen. 

H.  A.  Schwarz,  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen,  welche  eine  Schar  rationaler  eindeutig  umkehr- 
barer Transformationen  in  sich  selbst  zulassen.     J.  f.  Math.  87,  1875. 
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F.  Klein,  üeber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer 
Integrale,  §  19.  1881.     Leipzig,  Teubner  1882. 

M.  Noether, 

(1)  Note    über   die  algebraischen  Curven,    welche  eine  Schar  eindeutiger 
Transformationen  in  sich  zulassen.     Math.  Ann.  20,  4.  März  1882. 

(2)  Nachtrag  hierzu.     Math.  Ann.  21,  1882. 

E.  Poincare,    Sur  un  theoreme  de  M.  Fuchs.     (Die  bezügliche  Stelle  nach 

einem  Briefe  von  F.  Klein  vom  2.  Apr.  1882.)     Acta  Math.  VII,  1884. 
A.  Hurwitz, 

(1)  üeber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,    welche  eindeutige  Transfor- 
mationen in  sich  zulassen.     Gott.  Nachr.  1887,  Math.  Ann.  32. 

(2)  üeber  algebraische  Gebilde  mit  eindeutigen  Transformationen  in  sich. 
Math.  Ann.  41,  1892. 

E.  Picard, 

(1)  Memoire   sur  la   theorie   des   fonctions   algebriques   de  deux  variables 
independantes.     Mem.  couronne  1888.     J.  de  Math.  Ser.  4,  V,  1889. 

(2)  Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes  algebriques  en  elles- 
memes.     Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  XXI,  p.  1,  1893. 

Von  solchen  Gebilden  kennt  man  diejenigen  für  p  =  0,  welche  je 
oo^  Transformationen  in  sich  zulassen,  entsprechend  den  linear-gebroche- 
nen Substitutionen,  denen  man  ihren  rationalen  Parameter  unterwerfen 
kann;  ferner  diejenigen  für  p  =  1  mit  zwei  Arten  von  je  oo'  Transforma- 
tionen in  sich,  entsprechend  den  Substitutionen  u+c,  bezw.  — u  +  c 
für  den  elliptischen  Parameter  u,  Substitutionen,  die  sich  nach  dem 
Abel'schen  Theorem  für  die  Curve  auch  algebraisch  definiren  lassen,  und 
die  für  die  Curve  dritter  Ordnung  (seit  Salmon,  Higher  plane  curves, 
Capitel  über  Correspondenz,  2.  Ausg.  1873)  in  vielen  algebraischen  und 
geometrischen  Arbeiten  untersucht  worden  sind.  Für  p  >  1  ist  die  Frage 
von  Schwarz,  Hettner,  Klein,  Noether,  Hurwitz,  Picard  be- 
handelt und  dahin  beantwortet  worden,  dass  Gebilde  solcher  Art  über- 
haupt nicht  existiren. 

Schwarz  führt  die  Untersuchung  mit  functionentheoretischen  Mitteln, 
indem  erdieCoordinaten'als  analytische  Functionen  eines  Integrals  erster  Gat- 
tung u,  für  kleme  Werte  von  u,  auffasst  und  zeigt,  dass  diese  Functionen  mit- 
telst des  angenommenen  Parameters  der  Transfoi-mation  beliebig  weit  eindeutig 
fortsetzbar  sind:  letzteres  ist  aber  bekanntlich  nur  für  p  =  0  oder  1  möglich. 
Der  Beweis  ist  streng,  aber  insofern  nicht  erschöpfend,  als  er,  da  die  Trans- 
formationen als  analytische  Functionen  eines  Parameters  angenommen 
sind,  die  Möglichkeit  von  unendlich  vielen  discreten  Transformationen 
nicht  ausschliesst  (nach  Klein  1.  c,  pag.  67,  wo  der  Satz   an  der  Rie- 
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mann'schen  Fläche  veranschaulicht  wird).  Diese  Bemerkung  bezieht  sich 
auch  auf  den  Hettner'schen  Beweis,  der  algebraischer  Natur  ist  und  auf 
die  Weierstrass'schen  Entwicklungen  sich  stützt.  Der  Grundgedanke  ist 
der,  dass  gewisse  ausgezeichnete  Stellen  des  Gebildes  nur  in  endlicher 
Anzahl  auf  demselben  vorhanden  sind,  dass  aber  unendlich  viele,  von  einem 
Parameter  analytisch  abhängende  Transformationen  unendlich  viele  solcher 
Stellen  aus  einer  erzengen  würden  —  eine  Bemerkung,  die  (Hettner 
zufolge)  auch  Weierstrass  mittelst  seiner  kanonischen  Form  in  einen 
Beweis  umgesetzt  hatte.  Dieser  Gedankengang  gehört  in  das  invariante 
Gebiet  und  ist  in  den  Xo  et  her 'sehen  beiden  Noten  als  solcher,  als  Satz 
über  die  cp-Scharen,  aufgefasst;  es  wird  die  dabei  von  Hettner  nicht 
behandelte  Möglichkeit  erledigt,  dass  die  unendlich  \ielen  Transformationen 
alle  die  singulare  Stelle  des  Gebildes  unverändert  lassen  könnten.  Ausser- 
dem aber  wird  von  Noether  (erste  Note)  nachgewiesen,  dass  nicht  un- 
endlich viele  discrete  Transformationen  existiren  können,  dass  vielmehr, 
da  man  die  Transformation  in  sich  mit  zunächst  unbestimmten  Parametern 
anschreiben  kann,  deren  Bestimmung  eine  Aufgabe  der  algebraischen  Eli- 
minationstheorie ist,  nur  algebraisch  eingehende  Parameter  übrig  bleiben 
können.  Dieser  letztere  Schluss  findet  sich,  indem  nur  die  Transforma- 
tion durch  die  lineare  der  cp  ersetzt  ist,  ebenso  beiPicard  (1).  pag.  119 
und  (2)  wieder;  während  Poincare  denselben  nach  einem  Briefe  von 
Klein  (der  von  späterem  Datum  als  die  Note  (1)  von  Noether  ist)  aus 
der  Theorie  der  Fuchs-Klein'schen  Functionen  ableitet.  Picard  (1)  zeigt 
ferner  mit  Hülfe  der  Integrale  erster  Gattung,  dass  unendlich  viele  Trans- 
formationen irgend  einen  der  fürp>l  existirenden  9-Qiiotienten  nur  in 
sich  selbst  überführen  könnten,  und  beweist  dadurch  wiederum  jenen  Satz. 
Die  lineare  Ueberführung  der  Integrale  behandelt  schon  vorher  Hurwitz 
in  der  Note  (1),  welche  die  Transformationen  einer  Curve  in  sich  auf  die 
Theorie  der  singulären  Correspondenzen  zurückführt  (s.  Ref.  Abschn.  X); 
er  zeigt,  dass  eine  solche  Transformation  für  p>>l  nur  periodisch  sein 
kann,  d.  h.  nach  mehrmaliger  Wiederholung  jeden  Punkt  auf  die  Aus- 
gangsstelle zurückführt,  indem  sie  p  Integranden*  erster  Gattung  bis  auf 
Zahlenfactoren,  welche  Wurzeln  der  Einheit  sind,  in  sich  überführt.  Da 
diese  Factoren  nicht  von  einem  Parameter  der  Transformation  abhängen 
können,  so  folgt  hieraus  wieder  jener  Satz,  wie  dieser  auch  umgekehrt 
die  Periodicität  der  Transformation   erweisen  würde. 

In  dem  Aufsatze  (2)  zeigt  Hurwitz,  dass  die  Anzahl  r  der  oben 
erwähnten  ausgezeichneten  Stellen  des  Gebildes,  welche  bei  den  Transfor- 
mationen (wenn  sie  die  Identität  mitenthalten)  unverändert  bleiben  müssten, 
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r>>2p  +  2  sein  würde,  dass  aber  eine  von  der  Identität  verschiedene 
Transformation  höchstens  2p +  2  Stellen  in  sich  überführen  kann.  Zu 
erwähnen  ist  hierbei  die  Art  der  Abzahlung  jener  Stellen:  sie  werden 
aus  A  =  0  gefunden,  wo  A  die  Determinante  aus  den  Differential- 
quotienten erster  bis  pter  Ordnung  der  p  Integrale  erster  Gattung,  genom- 
men nach  irgend  einem  dieser  Integrale,  bedeutet.  Mau  erhält  dabei 
immer  die  Zahl  (p  —  l)p(p4-l),  wenn  man  nur  jede  Stelle,  in  welcher 
eine  Function  der  Klasse  von  niedrigerer  als  (p+l)ter  Ordnung  unend- 
lich werden  kann,  ohne  noch  an  anderer  Stelle  unendlich  zu  werden,  mit 
geeigneter  Multiplicität  zählt.  Diese  Multiplicität  m  der  Stelle  setzt  sich 
aus  den  Weierstrass'schen  Lückenzahlen  x, ,  . ..,  Xp  der  Stelle  (VII.  Nr.  16) 
mittelst    der    Formel    m  =  ^x«  —  ip(P  +  l)   zusammen.    —    Die  von 

o. 

Hurwitz  (2)  gegebene  Zahl  für  die  Hyperosculationsstellen  bezüglich  der 
Schar  der  <l)(^)(x>>  1),  nämlich  (ix  —  l)'p(p  —  1)^,  findet  sich  schon  bei 
Humbert  (Sur  un  probleme  de  contact  de  M.  de  Jonquieres,  Eend. 
Circ.  Mat.  Palermo  IV,  1890)  analog  abgeleitet,  nur  unter  Anwendung  des 
Thetafuchsischen  Parameters. 

Ein  Gebilde,    das    eine    eindeutige  Transformation    in    sich    besitzt, 
deren  Periode  gleich  n  ist,  lässt  sich  (Hurwitz  (1))  durch  eine  Gleichungs- 
form darstellen:  F(s°,z)  =  0,  wobei   die  Transformation  durch 
s'  =  e-''^/°.s,  z'  =  z 

gegeben  ist.  Aber  ein  algebraisches  Gebilde  kann  auch  eine  ganze 
Gruppe  solcher  cyklischen  Transformationen  besitzen,  deren  Ordnung  r 
nach  dem  Gesagten  für  p>l  eine  endliche  (nach  Hurwitz  (2)  unter 
einer  gewissen  von  p  abhängigen  Grenze  liegende)  sein  muss;  und  um- 
gekehrt kann  man  bei  jeder  gegebenen  Gruppe  von  Substitutionen  alge- 
braische Gebilde  construiren,  welche  eine  zu  derselben  holoedrisch  iso- 
morphe Gruppe  von  Transformationen  in  sich  zulassen.  Sie  können  durch 
r- fache  Uebereinanderlagerung  eines  algebraischen  Gebildes  gewonnen 
werden,  sind  also  Flächen  mit  äusserst  singulären  Moduln.  Es  sind 
eben  die  von  Klein  und  Dyck  vielfach  untersuchten  „regulären"  Gebilde 
(Klein,  Math.  Ann.  9 — 17;  Dyck,  Math.  Ann.  17,20),  welche  ausser 
durch  ihre  gruppentheoretischen  Eigenschaften  noch  dadurch  Interesse 
haben,  dass  gerade  auf  sie  mannigfache  functionentheoretische  Fragen 
führen,  wie  bei  den  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  u.  s.  w. 
Wir  verweisen  deshalb  auf  Klein's  Forschungen  und  seinen  eigenen  aus- 
führlichen Bericht  (Vorlesungen  über  Riemann'sche  Flächen  Heft  2). 
Die  Mannigfaltigkeit  der   eindeutigen  Transformationen,    welche   ein 


().    Transformation  zweier  Curven  in  einander.  451 

Gebilde  in  sich  selbst  zulässt,  hat  ihre  Bedeutung  für  die  Zahl  der  Mo- 
duln. Giebt  es  oo?  solcher  Transformationen,  so  stehen  rj  Parameter  für 
die  Wegschaffung  von  Constanten  des  Gebildes  nicht  zur  Verfügung  (IV, 
Xr.  16),  und  die  Klasse  würde  nicht  3p  —  3  Moduln,  wie  nach  Riemann, 
sondern  (3p  —  3)  +  p  Moduln  erhalten  (s.  Klein  im  Litteraturverzeichnis). 
Daher  hat  man  für  p  =  0,  1,  wo  p  =  3,  bezw.  1  ist,  noch  0,  bezw. 
1  Modul. 

6.     Die  Aufgabe,  die  Transformation  zu  finden,  welche  zwei  gegebene  Xransfor- 

°         '  '  °   °  mation 

Curven  fCx)^:^).  F(v)  =  0  derselben  algebraischen  Klasse  in  einander  zweier 
Überführt,  kann  auf  sehr  verschiedene  Weisen  gelöst  werden;  immer  aber  einander, 
führt  sie  auf  die  Lösung  eines  Systems  von  rein  algebraischen  Gleichun- 
gen. Man  kann,  da  man  die  Ordnung  von  F(y)  =  0  kennt,  für  die 
Transformationsformeln  pyj  =  6i(x)  eine  obere  Grenze  der  Ordnung  der  'jii 
angeben,  diese  also,  mit  einer  Anzahl  unbestimmter  Parameter  X  behaftet, 
unmittelbar  anschreiben  und  die  k  zunächst  mit  Hülfe  unbestimmter  Punkte 
x^*")  von  f  =  0  so  bestimmen,  dass  die  ans  f(x)  =  0.  pyi  =  'yi(x)  resul- 
tirende  Curve  F'(y)  =  0  von  der  Ordnung  von  F(y)  =  0  wird.  Die 
Identificirung  von  F'(y)  mit  F(y)  ergiebt  dann  das  Gleichungssystem  für 
die  xC")  und  die  übrigen  Parameter.  Vorteilhafter  ist  die  Benutzung  der 
Methoden,  welche  die  invariantentheoretische  Auffassung  an  die  Hand 
giebt,  vor  allem  der  linearen  Transformation  zwischen  den  rp-Formen,  ins- 
besondere die  Ueberführung  ausgezeichneter  cp-Formen  in  ebensolche,  nach- 
dem man  zuvor  f=0  und  F  =  0  in  eine  der  nur  in  endlich -verschie- 
dener Anzahl  existirendeu  (-  =  0,  s.  Referat  V,  E,  Nr.  62)  Normalcurveu 
transformirt  hat.  Diese  Behandlung  liefert  explicitere  Transformations- 
beziehungen. Poincare  (s.  Nr.  5)  denkt  sich  die  Normalcurve  Nop_2 
der  cp  in  „Ebenencoordinaten"  angeschrieben,  also  die  Gleichung  ß(u)  =  0 

p 
gebildet,  welche  die  Bedingung  ausspricht,  dass  eine  Curve    ^Uh9h  =  0 

h=  1       ' 

die  gegebene  Grundcurve  berührt,  und  führt  die  Form  Q(u)  in  eine  ent- 
sprechende ß'(u')  über,  die  aus  der  Gleichung  der  zweiten  Curve  folgt. 
Picard  (1)  (s.  Nr.  5)  denkt  sich  ein  Büschel  von  cp-Curven  durch  p  —  2 
Punkte  x^^^  von  f  =  0  in  ein  Büschel  von  cp-Curven  durch  p — 2  Punkte 
y(h)  von  F(y)  =  0  transformirt.  Die  Gleichheit  der  absoluten  Invarianten 
beider  Büschel  giebt  Beziehungen  z\vischen  den  x^*^)  und  j^^^  von  der 
Form  i  (x**)  =  J  (y*^),  und  dasselbe  leistet  die  Ueberführung  von  Quotienten 
aus  speciellen  9  der  beiden  Büschel.  Insbesondere  kann  man  so,  indem 
man  die  p — 2  Punkte  benachbart  wählt,  Gleichungen  zwischen  x  und 
y  allein  erhalten. 
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Die  Inte-  7.     DuTch  die  Einführung  der  Formen  cp  wird  der  Differentialaus- 

grandeo. 

druck  erster  Gattung  in   zwei  Factoren   mit    Covarianteneigenscliaft   zer- 
legt:  in   die   algebraische  Form  cp(Xj,X2,  x^)  und  in   die  Differentialform 

2±c,x,dx, 


äni^ 


af(x,,x^,x3) 

h  OXh 


Die  Fortentwicklung  des  invarianten  Standpunktes  verlangt  eine  analoge 
Zerlegung  auch  der  höheren  Integranden:  ein  Gedanke,  welcher  der  Ar- 
beit (4)  von  Noether  zu  Grunde  liegt.  Schreibt  man  einen  solchen  Diffe- 
rentialausdruck in  der  Gestalt 

^r(x,,X2,  x^).düJ^. 

so  wird  hier  ^V  so  dargestellt: 

^  (x,,  x.„  X3)  =      ^^^^      , 

wo  wieder  0^''^  eine  ganze  homogene  Form  vier  Dimension  in  den 
9,,  ...,  9p  ist.  In  diesem  Ausdruck  für  W,  welcher  wieder  als  „alge- 
braische Form"  bezeichnet  wird,  erkennt  man  den  Covariantencharakter 
unmittelbar;  er  ist  in  den  <p  von  der  ersten  Dimension.  Man  erkennt 
weiter,  dass  alle  Relationen  zwischen  Integranden  nichts  sind,  als  lineare 
homogene  Relationen  zwischen  Formen  (I)(^+^)/<I)^'^),  wobei  für  ver- 
schiedene Terme  auch  die  Zahlen  tx  verschiedeiie  sein  können.  Natürlich 
ist  eine  solche  Relation,  nach  Division  mit  einer  und  derselben  beliebig 
aber  fest  gewählten  Form  's,  auch  als  Relation  zwischen  algebraischen 
Functionen  der  Klasse  aufzufassen,  oder,  bei  Wegschaffen  der  Nenner, 
als  lineare  homogene  Relation  zwischen  a-Producten,  zu  je  v  genommen. 
Und  umgekehrt  kann  jede  Relation  der  letzteren  Art  auch  als  eine  Rela- 
tion zwischen  Integranden  aufgefasst  werden. 

Es  genügt  dabei,  die  Form  W  für  irgend  eine  speziell  vorgelegte 
Gleichungsform  des  algebraischen  Gebildes  invariant  zu  bilden,  um  For- 
meln zu  erlangen,  welche  vom  speciellen  Gebilde  der  Klasse  unabhängig 
sind.  Was  die  Nullpunkte  der  Formen  betrifft,  so  braucht  man  die- 
jenigen Nullpunkte,  welche  zugleich  allen  cp,  bei  specieller  Bildung  der- 
selben, angehören  werden,  überhaupt  nicht  mitzuzählen,  da  sie  sich  bei 
Functions-  und  Integralbildungen  doch  wieder  wegheben  (z.  B.  die  Doppel- 
punkte bei  einer  ebenen  Grundcurve  f(Xj,  x^,  x^)  =  0).  In  diesem  Sinne 
haben  die  Formen  cp  2p — 2  einfache  Nullpunkte,  die  Formen  (l)(i"+i)/(I)(^) 
aber  eine  um  2p  —  2  grössere  Anzahl  von  Null-,  als  von  Unendlichkeits- 
punkten;  die  ij.(2p  —  2)  Nullpunkte   des  Nenners  O^^"^  können   von  den 
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(ix-|-l)(2p  —  2)  Nullpunkten  des  Zählers  (1)''^'+')  teilweise  oder  alle  auf- 
gehoben werden.  Anders  wie  bei  den  Functionen  kann  man  bei  den 
Formen  die  Anzahl  und  Lage  der  Unendlichkeitspunkte  ganz  beliebig  vor- 
geben, und  zwar  bis  zu  beliebig  kleiner  Anzahl  >1  herunter  —  was 
der  VII,  Nr.  1 5  erwähnte  Satz  ist,  der  übrigens  für  p  =  0  nicht  gilt. 

Auf  diesen  Satz  allein  wird  eine  Reduction  der  Intcgranden  auf 
die  Normalformen  der  verschiedenen  Gattungen  gestützt,  die  von  allen 
Ausnahmefällen  unabhängig  ist  —  abgesehen  von  dem  in  die  allgemeine 
o-Darstellung  nicht  aufgenommenen  hyperelliptischen  Falle  — ,  und  die  von 
allen  Grenzbetrachtungen  absieht.  Die  Normalformen  sind:  a)  die  p  allent- 
halben endlichen  Formen  erster  Gattung,  cp,,  ...,  cpj,;  b)  die  Formen 
zweiter  Gattung,  welche  je  nur  in  einem  Punkte,  aber  in  den  Ordnungen 
2,  3,  ...  unendlich  werden ;  c)  die  Formen  dritter  Gattung,  welche  je  in 
zwei  Punkten  in  erster  Ordnung  unendlich  werden.  —  Diese  Zerlegungen 
repräsentiren  genau  die  Erweiterung  der  von  A ronhold  für  p  =  0  durch- 
geführten Formenzerlegungen  (s.  V,  A,  Nr.  9);  während  die  gewöhnliche, 
auf  Formen  ( — l)ter  Dimension  bezügliche  binäre  Partlalbruchzerlegung 
für  p  :=  0  sich  von  den  bezeichneten  dadurch  unterscheidet,  dass  hier 
in  der  That  eine  Form  l/Cx^y^  —  x,  yj  existirt,  die  nur  für  eine  Stelle 
zu  oo^  wird. 

Aus  jenem  Satze  allein,  verbunden  mit  den  aus  ihm  in  der  Abhand- 
lung von  Brill-Noether  erschlossenen  Eigenschaften  der  cp-Formen,  wird 
ferner  das  ganze  Weierstrass'sche  Formelsystem  abgeleitet,  und  zwar 
mit  Klarlegung  der  invarianten  Bestandteile  desselben.  An  Stelle  des 
Weierstrass 'sehen  Ausdrucks  H(xy;  x'y'),  welcher  eine  Function  der 
Stelle  xy  (die  für  x  =  Xq,  y  =  y^  verschwindet)  und  Integrand  in  x'y' 
(oo  in  x' =  Xq,  y' =  y^^)  ist  (VII,  Nr.  13,  14),  tritt  hier  der  Ausdruck 

P  0  0  o(x',  x',x;)  =  P^^o(x'), 

(wo  die  Stelle  XjX.^x^  wieder  durch  einen  Buchstaben  x  bezeichnet  ist), 
welcher  genau  mit  dem  Clebsch-Gordan'schen  Integranden  dritter  Gat- 
tung in  x'^x'^x^: 

Q..-2(x')     ^  a)C^)(x') 

izhiL[x^xi      a)W(x') 

übereinstimmt.  Bezüglich  x'  ist  dies  die  gebrochene  algebraische  Nor- 
malform dritter  Gattung,  welche  in  x' =  x  und  x' =  x"  zu  00^  wird 
(und  zwar  in  x' =  x  so,  dass  beim  Integriren  der  Coefficient  des  loga- 
rithmischen Gliedes  1  ist),  und  welche  in  p  gegebenen  festen  Punkten 
x'  =  aj,  ...,ap  verschwindet.     Hierdurch  wird  Pxx»(^')  zugleich  die  all- 
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gemeinste  Function  von  x,  welche  in  x  ^  x',  Rj,  ...,  ap  zu  oo^,  mit 
vorgeschriebenem  Factor  in  x',  und  in  x  =  x°  zu  null  wird.  —  Die  That- 
sache,  dass  dieser  Ausdruck,  nachdem  er  in  x'  normirt  worden  war.  in 
Bezug  auf  x  von  den  Doppelpunkten  des  zu  Grunde  gelegten  Gebildes 
f  (x)  =  0  von  selbst  unabhängig  wird,  kann  man  vom  invarianten  Stand- 
punkt aus  a  priori  einsehen.  Denn  weil  bei  Transformation  dieses  Gebildes 
die  Grösse  P^xoC^');  ^Is  Form  in  x'  aufgefasst,  nur  denselben  Factor 
annimmt,  wie  alle  9(x'),  d.  h.  einen  nur  von  x',  nicht  von  x  abhängigen 
Factor,  so  ist  Pxx"(x^')j  ^Is  Function  von  x  aufgefasst,  bei  der  Transfor- 
mation absolut  invariant,  zeigt  also  in  den  singulären  Stellen  von  f  (x)  =  0 
kein  besonderes  Verhalten. 

In  dem   nunmehr  abzuleitenden  Formelsystem  ergiebt  sich  zunächst 
der  Vertauschungssatz  durch  Reduction  des  Ausdrucks 

der  sowohl  in  x'  als  auch  in  x  eine  Form  zweiter  Gattung  wird,  auf 
Summen  von  Normalformen  in  x;  und  hieraus  folgen  alle  in  Nr.  14  des 
Referats  VII  „Weierstrass,  zweiter  Teil"  angedeuteten  Sätze.  Zu  be- 
merken ist  hierbei  noch,  dass  man  die  Brill-Noether'sche  Ableitung 
des  Riemann- Roch 'sehen  Satzes  gar  nicht  vorauszusetzen  braucht,  dass 
sich  derselbe  vielmehr,  wie  bei  Weierstrass,  aus  den  hier  besprochenen 
Functionsdarstellungen,  ebenfalls  ergäbe;  ferner,  dass  auf  diese  Weise 
(Noether  (4),  §  14)  auch  die  invariante  Bedeutung  des  Abel'schen 
Differentialtheorems  völlig  klar  liegt. 


B.   ChristoflFel's  kanonische  Form  des  Gebildes. 

E.  B.  Christoffel.  Ueber  die  kanonische  Form  der  Rieiuauu'scheu  Inte- 
grale erster  Gattung.  Auuali  di  Matematica,  Ser.  2,  t.  IX  pag.  240-301. 
Febr.  1878. 

Aufgabe  8.     Die  wichtige  Frage  nach  der  Aufstellung  der  Gleichungen  von 

"  nuugen.  Gebilden,  welche  zu  einem  gegebenen  Geschlecht  p  gehören ,  ist,  wie 
VII,  A,  Nr.  16  besprochen,  von  Weierstrass  und  seinen  Schülern  in 
Angriff  genommen  worden;  sodann  aber  auf  einem  anderen  Wege  in  der 
jetzt  zu  besprechenden  Arbeit  von  Christoffel  unter  dem  Namen  des 
„Problems  der  Doppelpunkte".  Hier  ist  die  Frage  combinirt  mit  der  Auf- 
gabe: eine  endgültige  Ausdrucksform  für  den  Integranden  erster  Gat- 
tung zu  gewinnen.  Insofern  unter  d§m  „Problem  der  Doppelpunkte" 
die  Aufgabe   einbegriffen  wird,   aus   vorgelegter  Gleichung  f(s,z)  =  0 
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die  Doppelpunkte  soweit  zu  ermitteln,  dass  sich  die  9 -Formen  der  zu 
f=0  gehörigen  Integranden  erster  Gattung,  die  dort  verschwinden,  er- 
geben, ist  dieselbe,  was  das  rationale  Verfahren  anbelangt,  auch  ander- 
weitig (vgl.  VI,  "Xr.  12)  gelöst  worden;  ChristoffeTs  Absicht  geht  aber 
auf  explicite  Ausdrücke. 

Geht  man  von  einer  Function  z  der  „Ordnung"  ij,  (welche  in  |x 
Stellen  des  algebraischen  Gebildes  zu  00'  wird)  aus,  so  hängt  das  all- 
gemeinste  zugehörige  Integral  lo   erster  Gattung   von  den  Doppelpunkten 

derjenigen  Gleichung  f  (s,  z)  =  0,  welche  durch  Hinzunahme  einer  beliebigen 
zweiten  Function  s  entsteht,  nicht  ab.  Um  die  Darstellung  von  diesen 
Doppelpunkten  unabhängig  zu  machen,  discutirt  Christoffel  gleich  die  Be- 

Ziehung  f(s,  z)  =  0  zwischen  z  und  der  bestimmten  Function  s  =  d«"/dz, 
wo  s  noch  p  willkürliche,  linear  und  homogen  eingehende  Parameter  hat. 
Auch  die  Function  z  ^\^rd  von  ihm  weiterhin,  in  der  Absicht  zu  einem 
Problem  der  linearen  Invariantentheorie  zu  kommen  (s.  unten,  Nr.  11), 
auf  eine  „kanonische'-  Function  beschränkt,  welche  bei  gegebenen  [x  Un- 
endlichkeitspunkten nur  zwei  Constanten  homogen  und  linear  enthält,  d.  h. 
deren  a  Unendlichkeitspunkte  eine  Gruppe  aus  einer  linearen  einfach- 
unendlichen  Vollschar  bilden.  Endlich  macht  Christoffel  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Verzweigungs-  und  Doppelpunkte  von  s,  als  Function 
von  z,  nur  einfache  sind,  die  für  getrennte  endliche  Werte  von  z  stattfinden. 

Für  z  kann  dabei  noch  eine  solche  Function  gewählt  sein,  deren 
„Ordnung"  a  für  die  betrachtete  algebraische  Klasse  überhaupt  möglichst 
niedrig  ist.  Diese  Annahme  würde  aber  die  Theorie  nicht  vereinfachen, 
sondern  nur  die  weitere  Teilung  des  Geschlechts  p  in  Familien  [l  von 
Klassen  veranlassen. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  lineare  Zusammensetzung  aller  p 
Integranden  erster  Gattung  aus  einer  kleineren  Anzahl  solcher,  multiplicirt 
je  mit  einer  ganzen  Function  von  z.  Denkt  man  sich  an  Stelle  der  Inte- 
granden erster  Gattung  die  damit  proportionalen  p  Formen  cp  gesetzt,  so 
erkennt  man,  dass  das  algebraische  Hülfsmittel  ausschliesslich  die  Con- 
stantenbestimmung  des  Riemann-R  och"schen  Satzes  ist.  Die  bezüg- 
lichen bekannten  Begriffsbestimmungen  und  Sätze  über  Punktgruppen 
einer  algebraischen  Curve  (s.  V,  E)  werden  hier  von  Christoffel  über- 
nommen (die  algebraischen  Beweise  sind  in  der  später  erschienenen,  in 
VII,  B  besprochenen  Arbeit  angedeutet),  aber  unter  abweichenden  Be- 
zeichnungen. 

Die  Specialfunctionen    der  Klasse,    in   der  Form   zij's.^   darstellbar, 
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werden  als  „Functionen  erster  Gattung",  die  übrigen  als  „Functionen 
zweiter  Gattung",  die  Specialpunktgruppen  als  „Punktsysteme  erster 
Gattung"  eingeführt.  Verschwindet  in  einer  Specialpunktgruppe  von  »x 
Punkten  eine  X-fach  unendliche  lineare  Schar  von  Functionen  cp  (X  ^  0), 
d.  h.  bestimmt  die  Gruppe  eine  der  ^P"^  Curven  cp  bis  auf  X  nicht- 
homogen eingehende  lineare  Parameter,  so  wird  X  der  „Defect"  der 
Punktgruppe  genannt;  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  linearen  Schar  g);\ 
welcher  die  Gruppe  angehört,  gleich  p  (>  1),  ist  also  nach  dem  Rie- 
mann-Roch'schen  Satze  p  =  u.  —  (p — 1 — X),  so  heisst  p  der  „Ueber- 
schnss"  der  Punktgruppe  (nämlich  der  üeberschuss  der  Zahl  u,  der 
Punkte  über  die  Zahl  p  —  1  —  X  der  unabhängigen  Bedingungen  für  die 
in  der  Gruppe  verschwindenden  Formen  cp).  Die  Zahlen  p,  X  sind  also 
identisch  mit  den  Brill-Nöt-h  er 'sehen  q,  bezw.  r  für  die  Scharen  g^^, 
wenn  u,  ^  Q  ist  (vgl.  V,  E,  Nr.  58).  Die  „Punktsysteme  zweiter  Gat- 
tung" werden  wir  hier  mit  denen  erster  Gattung  zusammenfassen,  indem 
wir  für  sie  nur  X  =  — 1,  p  =  [i — p  setzen. 
Zusammen-  9_     Wenn  man  eine  Function  z  zu  Grunde  legt,  welche  einen  Ueber- 

setzung  des 

integranden  schuss  0,   Dofect   X  hat   [wo    0   zunächst  auch  >>  1  sein  darf,   während 


erster 


Gattung,  auf  den  kanonischen  Fall  p  =  1  erst  unten  in  Nr.  1 1  besonders  ein- 
gegangen wird],  so  lässt  sich  die  Zusammensetzung  der  Integranden  erster 
Gattung  folgendermassen  erschliessen: 

Man  betrachte  die  beiden  Gruppen  G  und  G'  von  je  jj,  Punkten,  in 
denen  z  =  0,  bezw.  =  oc  wird.  Man  hat  dann  X+l  linear-unabhängige 
Integranden  erster  Gattung  v|,  die  in  G  verschwinden;  also  auch  X-f-l 
linear-unabhängige  Integranden  erster  Gattung,  die  in  G'  zu  0^  werden, 
nämlich  Si  =  v(/z  (i  =  1,  2,  .  .  .,  X-f-l).  [Statt  dessen  könnte  man 
immer  von  den  X-1-1  Formen  cp  reden,  die  in  G,  bezw.  in  G',  zu  0^ 
werden.  Denn  für  z  =  <ojo^  ist  y[  =  O;  .dcs/dz,  wo  des  (s.  oben  Nr.  7) 
in  G'  nicht  unendlich  wird,  O-'^  die  in  G  zu  0^  werdenden  cp  vorstellt, 
dc3/dz  =  (p2-^W(?-/^?i  —  ?i^'f2)  "^  ^'  ^^^  ^^  wird;  die  aus  aj=:v-/z  = 
«Pj/cp,  .Oi  .  dcj/dz  folgenden  '^,  von  der  Gestalt  cpj/cpj .  <I>i  ,  werden  daher 
in  G'  zu  O'.J  Und  umgekehrt:  Giebt  es  einen  Integranden  erster  Gattung, 
der  in  G'  je  zu  0-+'^  wird  [d.  h.  giebt  es  eine  Form  cp,  die  in  G'  zu  0'' 
wird,  nämlich  eine  Curve  cp  =  0,  die  f  =  0  an  jeder  der  tx  Stellen  von 
G'  k-punktig  trifft],  so  sind  z,  z^,  .  .  .,  z^  Functionen  erster  Gattung. 

Sei  zunächst  k=l.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass 
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2(>.+l)  linear-unabhängige  Integranden  erster  Gattung  werden,  ist  nach 
der  letzterwähnten  Umkehrung  die,  dass  z,  aber  nicht  z^  Function  erster 
Gattung  sei.  Nimmt  man  nun  p  —  2(X4-1)  weitere,  unter  sich  und  von 
den  vorigen  linear-unabhängige  Integranden  erster  Gattung 

hinzu,  so  erhält  man  in 

s  =  y,(5,H f-y/,-^,5«_p, 

wo  die  jj,  .  .  .,  y;_|_i  ganze  lineare  Functionen  von  z  mit  willkürlichen 
Parametern,  die  y^+j,  .  .  .,  y^-,,  willkürliche  Parameter  sind,  den  all- 
gemeinen Integranden  erster  Gattung  mit  seinen  p  willkürlichen  Para- 
metern. 

Für  den  Fall  k>  1,  wo  z"^,  aber  nicht  z'^+\  Function  erster  Gat- 
tung ist,  bildet  man  analog  zuerst  die  Integranden  erster  Gattung  a^-^\ 
welche  in  G'  zu  0*^+-  werden,  und  aus  jedem  solchen  a^^\  durch  ^lul- 
tiplication  mit  einer  beliebigen  rationalen  ganzen  Function  ktcn  Grades 
yC^)  von  z,  weitere  Integranden  erster  Gattung,  welche  ihre  Nullpunkte 
alle  in  gewissen  Graden  in  G'  und  G  haben;  alsdann  diejenigen  (j'^^~''-\ 
welche  in  G'  zu  0'^+'  werden  und  von  den  a^^\  za^^^  verschieden  sind; 
auch  diese  sC^^+O  kann  man  noch  mit  einer  beliebigen  ganzen  Function 
(k — l)ten  Grades  y'^''"^^  von  z  multipliciren;  u.  s.  w.  Indem  man  dann 
die  Gesamtheit  dieser  linear-unabhängigen  Integranden  durch  weitere  tj^'*) 
zu  p  solchen  ergänzt,  erhält  man  für  den  allgemeinsten  Integranden  erster 
Gattung  wieder  einen  Ausdruck  von  (x  —  p  Gliedern: 

Von  jenen  „Fundamentalintegranden"  erster  Gattung  Sj  möge  es  Lk 
geben,  die  in  G'  zu  0"^+^,  Lk_i,  die  zu  0*^+^,  .  .  .,  L,,,  die  zu  O'"'  werden. 
Die  yi  sind  dann  rationale  ganze  Functionen  von  z,  mit  willkürlichen 
Coefficienten,  deren  Grad  hinsichtlich  z  der  Ordnung  des  Verschwindens 
der  cp-Form  der  entsprechenden  cj;  in  G'  genau  gleich  ist,  so  dass  sie 
vom  Grade  k  für  die  ersten  L^,  .  .  .,  0  für  die  letzten  L,)  sind. 

Für  p  =  1  erhält  z  bei  vorgegebenem  Defect  X  die  möglichst  nie- 
drige „Ordnung"  ;x  =  p  —  X  [nicht  überhaupt  die  möglichst  niedrige  Ord- 
nung; wodurch  z.  B.  auch  der  Fall  g(^^  von  Nicht -Specialgruppen  um- 
fasst  wird];  und  dann  erscheint  s  =  dw/dz  in  der  sogenannten  „kanoni- 
schen" Gestalt  von  [x — 1  Gliedern.  Aus  dem  Umstände,  dass  alle  Li  >  0 
sind,  leitet  Christoffel  für  das  k  einer  kanonischen  Function  z  (p  =  1) 
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noch  die  Einschränkung  her: 

p-[^+l^,.  ^  2p-2 

^-^  K      -  • 

(X 1  \l 

Gleichung  10,     Die  Gleichung  f(s,  z)  =  0,    aten  Grades  in  s,   -welcher  s  ge- 

fiir  die  In-  ,        .  . 

granden    nügt,  muss  zuuächst  eine  Reihe  von  Eigenschaften  besitzen,  damit  s  ein 
tung.     Integrand  erster  Gattung  werde.     Wegen  der  Gültigkeit  des  Abel'schen 
Theorems   muss   der  Coefficient  von   s''"^,    die  Summe   der  Wurzeln   Si, 
null  sein;    ferner  wird,   nach   den  über  die  Verzweigungs-  und  Doppel- 
punkte gemachten  Voraussetzungen,  für 

f(s,  z)  eeeAs/^ 4- AjS/^ --+•••  H-A«  =  0, 
wo  die  A;  ganze  rationale  Functionen  von  z  sind,  die  Gleichung  A(z)  =  0 
die  2(p-f-[x — 1)  getrennten  Verzweigungspunkte  liefern,  während  der 
weitere  Factor  der  Discrimiuante  D  ein  vollständiges  Quadrat  ö  einer 
.  ganzen  Function  ^^t(z)  werden  muss,  die  nur  unter  sich  und  von  denen 
von  A(z)  verschiedene  Linearfactoren  besitzt,  also 

D  =  A2A'-2[n(s,,  .  .  .,  S/,)]"  =  A.ö  =  A.r. 

Weiter  werden  die  Ai(z)  sich  als  ganze  rationale  Formen  iter  Di- 
mension der  Parameter  y,,  y,.  .  .  .,  y^-o  darstellen,  deren  Coefficienten 
ganze  Functionen  von  z  sind,  von  einem  solchen  Grade,  dass  der  Grad 
jedes  Terms  in  Ai(z)  zu  2(pH-a  —  1 — i)  wird  (damit  s  in  G',  wo 
z  =  CO,  zu  0"  werde). 

Christoffel  beweist  aber  auch  die  Umkehrung,  indem  er  zeigt, 
dass  die  vorgenannten  Eigenschaften  zur  Definition  eines  Integranden  erster 
Gattung  s  für  eine  irreductible  algebraische  Klasse  (p,  \i)  hinreichend  sind. 
Man  kann  dabei  die  y,,  .  .  .,  y^_^  als  willkürliche  ganze  Functionen  von 
z  von  den  Graden  a^,  a^,,  . . .,  a^_j  wählen,  wo  a,  =k  >  a.^  >  •••^a^_p 
und 

ai+a,-! |-a„_^-h(u.  — p)  =  p 

ist,  also  mit  zusammen  p  willkürlichen  Coefficienten  x^,  .  .  .,  Xp.  Die  vor- 
geschriebenen Grade  der  Aj  in  z  bewirken  schon,  dass  s  bei  willkür- 
lichen Xp  .  .  .,  Xp  ein  Integrand  erster  Gattung  wird;  und  hieraus,  zu- 
sammen mit  einer  Untersuchung  der  Unstetigkeiten  und  Verzweigungen 
von  s  als  Function  eines  Xj,,  ergiebt  sich  weiter,  dass  s  von  den  Xii,  also 
auch  von  den  y,,  .  .  .,  y^_„  eine  lineare  ganze  homogene  Function  wird. 
Dagegen  brauchen  hier  die  p  Factoren  von  x^,  .  .  .,  Xp  in  s,  welche 
Integranden  erster  Gattung  sind,  noch  nicht  linear -unabhängig  zu  sein. 
Aber  auch  dies  Letztere  wird  erreicht,  wenn  p^  1  ist,  also  im  kanoni- 
schen Falle.     Für  den  Beweis  und  die  weitere  Discussion    der  Formen 
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Ai(z)  iu   diesem  Falle   macht   nun  Christof  fei  die  Hülfsmittel  der  In- 
variantentheorie  für  u  —  1   Variable  flüssig. 

11.     Sei  p  =  1   und  seien  s,,  .  .  .,  s^  die  (i.  Zweige  von  s.     Dann  1^^^^^^°^, 

tische 


hat  man,  von  der  Gleichung  in  Nr.  10  ausgehend,  indem  man  s^^  vermöge  ^j-j'^^^® 

im  kanoi 
'  scheu  Falle. 


^"sij^O  aus  den   symmetrischen  Functionen   der  s^   eliminirt,    zunächst,"" '"'-'"""* 


die  bekannten  kanonischen  Formen 

--L  =  Ai(s,,  .  .  .,  s„_i) 

in  den  ;jl  —  1  Variabein  Sj,  ....  s^,_i.  Der  Uebergang  von  diesen  Formen 
zu  denen  in  den  j^.  .  .  .,  y^_i  geschieht  nun  durch  eine  lineare  Trans- 
formation 

Si  =  yi3i,i+yi5o.iH hy^-i3/,_i.i    (i  ^  l.  2,  . . .,  a — l). 

Die  Coefficienten  au  dieser  Transformation  sind  zwar  nicht  bekannt,  aber 
Christoffel  zeigt  nicht  nur.  dass  die  Determinante  derselben, 

_  _    5(s,,  ...,  S^_i) 

o(y,,  •••,  y^-i) 

von  null  verschieden  ist  —  da  sich  sonst  zwischen  den  a^,  ...,  a^^-i  eine 
Identität  SGiOi^O  mit  ganzen  Functionen  Gj  von  z  ergeben  würde, 
die  nicht  existiren  kann  — ,  sondern  schliesst  aus  dem  Verhalten  in  den 
Verzweigungspunkten  A  (z)  =  0  und  den  Punkten  z  =  oo  auch  auf  den 
Wert  von  r: 

_        1 

'  ~  yi(z)  ■ 

Da  somit  sowohl  die  kanonischen  Formen  Ai(S|,...,s^_i)  der  Ai(yj, ....  V/^-i), 
als  die  Substitutionsdeterminante  r  bekannt  sind,  so  kann  man  auch  die 
In-  und  Covarianten  der  Ai  in  den  y  ausdrücken  und  Relationen  zwischen 
denselben  und  den  Ai(y)  erhalten:  Relationen,  Avelche,  soweit  sie  nicht 
für  jedes  System  Aj  gelten,  notwendige  Bedingungen  der  vorliegenden 
Aufgabe  darstellen.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für  die  Hesse"sche  Determi- 
nante von  Aj 

H,(A.,)  =  (-1)^-V-A''-^ 
ein  Ausdruck,  der  in  Verbindung  damit,  dass  in  den  Verzweigungs- 
punkten die  Grösse  s]/A  =  y — A.^  linear  in  Xj,  ...,  Xp  sein  soll,  lehrt, 
dass  für  diese  Punkte  A.,  ein  reines  Quadrat  werden  muss;  ähnliche  Bil- 
dungen erlauben,  aus  A^  und  Aj  alle  übrigen  Ai  (i=3,  ...,  u)  zu  be- 
stimmen. Insbesondere  ermittelt  Christoffel  den  Doppelpunktsfactor 
31  (z)  der  Discriminante  in  der  expliciten  Form: 


Anwendun 
gen. 
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ein  Ausdruck,  welcher  umgekehrt  wieder  für  r  den  Wert  r  =  l/^A 
nach  sich  zieht. 

Nimmt  man  in  der  in  Nr.  10  angeführten  Bedingungsgleichung  ö  =  31^ 
für  5t  die  ebengenannte  Fuiictionaldeterminante,  also  für  r  den  Wert  l/^A, 
so  folgt  jetzt  aus  r  =|=  0,  dass  man  in 

den  vollständigen  Integranden  erster  Gattung  vor  sich  hat;  und  ferner 
wird,  wenn  der  höchste  unter  den  Graden  aj  der  willkürlichen  ganzen 
Functionen  yi  von  z  der  Grad  a^  =  k  ist,  z''  eine  Specialfunction,  z'^+^ 
keine  solche,  und  die  Zahl  p  für  die  Function  z  wirklich  zu   i. 

12.  Die  Specialfälle  crdnen  sich  bei  Christoffel  nach  den  Werten 
von  [X  an,  wie  denn  die  Beherrschung  der  Fälle  mit  niedrigem  \i  der  Ziel- 
punkt der  ganzen  Untersuchung  ist.  Das  hyperelliptische  System  [jl  =  2 
erledigt  sich  auf  die  bekaimte  Weise.  Ausserdem  wird  auch  das  System 
a  =  3  vollständig  erledigt.     Für  dieses  ergiebt  sich  die  Gleichung 

27J.s'-f-9H.s-hf  =  0, 
wo  f  eine  beliebige  binäre  Form  dritten  Grades  in  y^,  y^ : 

H  ihre  Hesse  "sehe  Form 

J  die  Invariante  J  =  4ß,3j  —  ß^  ist,  und  wo  nur  H(z)  und  J(z)  nicht 
gleichzeitig  verschwinden  dürfen.  Die  Zahl  k  ist  mit  der  Einschränkung 
-|.(p  —  2)^k^^(2p  —  2)  zu  wählen,  und  demgemäss  sind  dann  die 
Grade  der  willkürlichen  ganzen  Functionen  y^,  y^  von  z: 

aj  =  k,  a^  =  p  — 2  — k, 
und  die  der  ganzen  Functionen  a,  a,  ,a^,,  7.3  von  z  bezw.  2(p — 1)  —  3  k, 
p — k,  k4-2,  3k — p  +  4.  —  Für  ix  =  3  erledigt  sich  übrigens  auch  der 
nicht-kanonische  Fall  p  =  2,  p  =  1  ähnlich.  —  Für  allgemeine  |i  >  3 
wird  die  Theorie  der  Form  A^  und  damit  auch  die  der  höheren  Aj 
insoweit  gefördert,  als  in  den  Coefficienten  der  Substitution,  welche 
A2(y,,  ...,  y«_i)  in  ihre  adjungirte  Form  T^rj,,  ...,  y];,-i)  überführt, 
die  Unterdeterminanten  von  r  eingeführt  werden.  Dadurch  werden  die 
Coefficienten  von  r^(r^)  Functionen  von  niedrigerem  Grade  in  z,  als 
die  von  A^Cy);  A(z)  wird  geradezu  die  Discriminante  von  r^(r^);  und 
auch  in  den  Ausdrücken  der  A3,  A^,  ...  durch  die  73  hebt  sich  A(z) 
wenigstens  einmal  hinweg. 


=  ßy:-+-ß,y,y2+ß.y^ 
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1.3.     Vergleicht  man  die  Christoffersclie  mit  der  Weicrstrass'- Verhältnis 

°  zur  VVeier- 

scben  kanonischen  Form  (VII,  Nr.  16),  so  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  strass'schen 

^  '  kanonischeu 

letzteren  die  Function  z  von  der  Art  ist,  dass  (von  linearer  Transformation  Form, 
von  z  abgesehen)  nur  eine  endliche  Anzahl  auf  dem  Gebilde  existiren, 
Avährend  die  Christoffersclie  Function  z  noch  eine  Anzahl  willkürlicher 
Parameter  enthalten  kann.  Infolge  dessen  ist  jene  Function  mit  mehr 
individuellen  Eigenschaften  versehen  als  die  letztere,  und  dementsprechend 
unterscheidet  Weierstrass  innerhalb  desselben  Geschlechts  p  weit  mehr 
Familien  als  Christoffel,  was  sich  schon  von  p  =  3  an  geltend  macht. 
Eine  weitere  Folge  ist,  dass  in  Weierstrass"  kanonischer  Gleichung  nur 
die  Moduln  erscheinen,  welche  er  sogar  in  expliciter  Form  aufzunehmen 
sucht.  Bei  Christoffel  dagegen  enthält  die  Gleichung  auch  noch  jene  will- 
kürlichen Parameter,  und  er  greift  das  Problem,  die  zu  seinem  System 
(;x,  p,  k)  gehörigen,  von  jenen  Parametern  unabhängig  gemachten  Moduln 
zu  bestimmen,  sei  es  der  Ausdrucksweise,  sei  es  nur  der  Anzahl  nach, 
überhaupt  nicht  an,  sondern  bezeichnet  es  nur  als  im  Wege  seiner  Theorie 
liegend.  —  iVndererseits  wieder  führt  die  auf  Invariantentheorie  gestützte 
Untersuchung  Christof  fei 's  zu  weiter  durchgeführten  Gleichuugsformen, 
als  die  Weierstrass'sche  Methode,  nach  welcher  eben  den  Fall  ij,^3 
Valentin  (s.  VII,  Nr.  16)  berechnet  hat. 

1 3*.  Die  vollständige  Gleichung  für  den  Integranden  erster  Gattung,  Zusatz, 
gebildet  in  Bezug  auf  eine  gegebene  singularitätenfreie  Curve  nter  Ord- 
nung, wurde,  insbesondere  für  die  Fälle  n  =  3  und  n  =  4,  zuerst  von 
A.  Harnack,  Math.  Ann.  IX,  mit  invariantentheoretischen  Mitteln  dis- 
cutirt;  aber  mit  projectivem  Ziele,  nicht  zum  Zwecke  der  Aufstellung 
der  Gleichung  des  Gebildes  selbst.     Bezüglich  der  Gleichung 

f(?,  z)  =  A(z)s'^+A,(z).s/^-i+A.,(z)s/'-'-^H hA/,(z)  =  0, 

welcher  ein  Integrand  erster  Gattung,  s,  bei  allgemeinem  p  zu  genügen 
hat,  finden  sich,  auch  für  den  Fall  irgend  welcher  Singularitäten  der 
Grundcurve,  die  Endlichkeitsbedingungen  bei  Raffy,  Annales  de  l'Ecole 
Normale,  Ser.  2,  t.  XII,   1883,  in  folgender  Form  ausgesprochen: 

Ist  s^l/ü,  und  werden  mit  c  die  Werte  von  z/ü  für  unendlich 
grosse  Werte  von  einer  der  Grössen  z,  U,  oder  von  beiden,  mit  c'^  die 
Werte  von  dz/dü  für  U  =  0  bezeichnet,  so  müssen  alle  c  und  alle  cj, 
versch^vinden. 

Aus  dem  Verschwinden  der  c  folgt,  dass  in  der  Gleichung 
A(z)  +  AXz)UH hA„(z)U."  =  0 
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das  Glied  höchster  Dimension  (in  Bezug  auf  z  und  U  gemeinsam)  das 
von  U  unabhängige  Glied  A(z)  sein  muss;  und  aus  dem  Verschwinden 
der  c'q  folgt,  dass  jedem  Factor  (z — a)'^  von  A(z)  ein  Factor  (z  —  a)*^ 
von  Aj(z),  (z — a)<^~i  von  A2(z),  (z  —  a)""-  von  A3(z),  ...  entsprechen 
muss;  aus  Beidem  resultirt  wieder,  wie  auch  aus  dem  AheTschen  Satze: 

A^(z)  =  0. 


C.    Klein's  kanonische  Flächen. 
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H.  Burkhardt, 

(1)  Beiträge  zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Sigmafunctionen.  Math. 
Ann.  32,  Apr.  1888. 

(2)  Grundzüge  einer  allgemeinen  Systematik  der  hypereUiptischen  Func- 
tionen erster  Ordnung.  Nach  Vorlesungen  von  F.  Klein.  Math.  Ann. 
35,  1889. 

(3)  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  hyperelliptischen  Modulfunc- 
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Dazu  Arbeiten  von  Brioschi  (Rendic.  Acc.  dei  Lincei  1886 — 1890,  Gott.  Nachr. 
1890),  Wiltheiss  (Math.  Ann.  Bde.  29—38, 1886—1890,  Gott. Nachr.  1889), 
Krazer  (Math.  Ann.  33,  1888),  Pascal  (Gott.  Nachr.  1888,  1889,  Annali 
di  Matern.  Ser.  2,  1. 17,  18),  Osgood  (Diss.  Erlangen  1890),  White  (Diss. 
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Göttingen  1891  und  Acta  Lcopoldiuu),    Wiitingcr  (Wiener  Monatshefte 
1891,  Math.  Ann.  40,  1891). 

14.  F.  Klein    hat   die  Formeiitheoric    nach    einer    von   der   oben  Formen- 

theorie. 
(Vlll,  A,  Nr.  7)   angedeuteten  Richtung   verschiedenen   weiter  entwickelt. 

Die  cp|,...,9p  können,  wie  dort  gesagt,  als  Formen  aufgefasst  werden, 
welche  auf  dem  algebraischen  Gebilde  nirgends  unendlicb  werden,  also  als 
„ganze  algebraische  Formen",  die  in  je  2p  —  2  Stellen  zu  0'  werden. 
Jene  Eigenschaft  kommt  auch  den  rationalen  ganzen  homogenen  Aus- 
drücken vter  Dimension  <!)('•)  der  cp  zu,  die  man  demgemäss  als  „ganze 
algebraische  Formen  vten  Grades"  bezeichnen  kann.  Setzt  man  die  p 
Differentiale  erster  Gattung  dw„.  ^  'fadjtj  (7.  =  1,  .. .,  p),  so  erhält  man  in 

eine  „Differentialform"  — 1  ter  Dimension,  welche  auf  dem  algebraischen 
Gebilde  weder  null  noch  unendlich  wird. 

Hieran  knüpft  Klein  zweierlei  Gedankenreihen.  Einmal  will  er  die 
Formentheorie  auch  im  transcendenten  Gebiete  verwerten  (s.  die  folg. Nr.  15). 
Auf  der  anderen  Seite  (s.  Nr.  16)  soll  die  ganze  Grundlage,  die  lineare 
Invariantentheorie  der  Formen  von  p  Variabein,  dahin  erweitert  werden, 
dciss  auch  Formen  von  s<<p  Variabein  z, ,...,Zs,  mit  der  zugehörigen 
Invariantentheorie,  eingeführt  werden.  Die  Zj,...,Zg  sind  dabei  solche 
Grössen,  deren  Combinationen  zu  je  k  (>1)  wieder  Formen  cp  geben,  so 
dass  die  cp  dann  „ganze  Formen  kten",  die  0<^'')  „ganze  Formen  kvten 
Grades"  der  z  werden.  Die  Transformationen  der  s  Variabein  bilden 
hierbei  nur  eine  Untergruppe  jener  Hauptgruppe  von  linearen  Substitu- 
tionen für  die  p  Formen  cp. 

15.  In   ersterer   Beziehung   handelt   es   sich   zunächst   darum,    die  primform. 
Weierstrass'sche  Primfunction  (VII.  Abschn.,  Nr.  14)  durch  eine  Prim- 
form zu  ersetzen.    Dieselbe  hat  vermöge   der  homogenen  Variabein  den 
Vorzug,    keinen   wesentlich   singulären   Punkt  mehr  zu   besitzen;    ferner 

soll  sie  auf  dem  algebraischen  Gebilde  unverzweigt  sein  (d.  h.  durch  Divi- 
sion mit  einem  homogen  machenden  Factor,  der  bei  den  Quotientenbildungen, 
die  hier  immer  vorzunehmen  sind,  wegfällt,  auf  eine  unverzweigte  Func- 
tion sich  reduciren);  und  endlich  soll  sie  daselbst  nirgends  unendlich  und 
nur  einmal  in  erster  Ordnung  zu  null  werden.  Eine  solche  unendlich 
vieldeutige  Form  ß(x,  y)  erhält  Klein,  wie  Weierstrass,  aus  dem  Inte- 
gral dritter  Gattung,  J^fj,  dessen  beide  Grenzen  z  und  tj,  dessen  beide 
Parameter  x  und  y  sind  (wobei  unter  x  hier  eine  Stelle  des  Gebildes 
verstanden  ist);  und  zwar  durch  einen  Grenzübergang,  indem  er  die  bei- 
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den  Grenzen  z  und  r^   bezw.  ges 
giren  lässt,  wobei  die  Primform 


den  Grenzen  c  und  r^   bezw.  gegen   die  Parameter  x  und  y  hin  conver- 


x+dx,  y+dy 


Q(x,y)  =        lim      |/|detJxdsjj..e 

dx=0,  dj-=0 

entsteht.  Sie  wird  für  s  =  y  zu  ü  ^,  und  ist  in  den  es  (x)  sowohl  als 
in  den  cp(y)  vom  Grade  — ^. 

Jede  algebraische  Function  des  Gebildes  lässt  sich  durch  Quotienten 
Ton  Producten  solcher  Primformen  ausdrücken.  Um  aber  auch  die  Formen 
Os  des  Gebildes  als  ein  Product  von  Primformen  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  ihre  Beziehung  zur  vten  Potenz  einer  ein  für  alle  Mal  fest  gewählten 
Form  erster  Dimension  ins  Auge  zu   fassen 

Eine  0-Function  mit  ungerader  Charakteristik  a  stellt  sich  dann  in 
der  Gestalt  dar: 

®«((J  '^'^0)  =  CM/c?„(x).cp„(y).fi(x,y), 

y 
■«'0  9aW   die   zur   Charakteristik  a.  gehörige   Berührungsform  9  ist.     Bei 

Klein  dient  diese  Formel  direct  zur  Definition  der  B-Function  im  al- 
gebraischen Gebilde  (insbesondere  des  kanonischen  \},  wenn  in  ß(x,y) 
statt  P  das  kanonische  Integral  dritter  Gattung  zur  Verwendung  kommt); 
man  könnte  aber  auch  umgekehrt  diese  zur  Definition  der  Primform  ver- 
wenden. Und  analog  lassen  sich  auch  die  0-Functionen  mit  Argumenten, 
die  Integralsummen  sind,  ausdrücken. 
Riemann'*-*  16.     Um  die  üi  Nr.  14  bezeichnete  Auffassung  zu    erweitern,    legt 

Klein  eine  Function  z  zu  Grunde,  welche  in  einer  Gruppe  G'  von  u. 
Stellen  des  Gebildes  zu  oo'  wird;  d.  h.  eine  }x-blättrige,  über  der  Z-Ebene 
ausgebreitete  Riemann'sche  Fläche  T.  Indem  mit  z  =  zjz.,  homogen 
gemacht  wird,  erhält  man  aus  denjenigen  „ganzen  algebraischen"  (nach 
Kronecker's  Ausdruck)  Functionen  Gy(z)  des  Gebildes,  welche  in  G' 
je  in  der  vten  Ordnung  unendlich  werden,  die  „ganzen  algebraischen 
Formen  vten  Grades  von  Zj,Z2",  von  der  Ordnung  v . tx : 

r,(z„zJ  =  z-G,(z). 
Die  Fläche  T  wird  als  „kanonische"  bezeichnet,  wenn  G'  eine  „Special- 
gruppe" ist,   die  k-mal  (k>l)  genommen  noch  ebenfalls  eine  Special- 
gruppe, und  zwar  von  genau  2p  —  2  Punkten,  ergiebt;  wobei  also 

k.u.  =  2p  — 2. 
Ist  dann  z^  die  zum  Differential  erster  Gattung  dw'  gehörige  Form  cp,  so 
erhält  man  mit  Hülfe  von 

dw'  :=  z^.dös  =  zb^-  — =-^77 -~- 


sehe 
Flächen. 
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eine  „Differentialfonn  dca",  die  weder  0  noch  oo  wird,  von  der  Dimen- 
sion —  k,  und  eine  „Verzweigungsform  ^(ZijZ^)",  welche  eine  ganze  al- 
gebraische Form  (k-t-2)ten  Grades  von  z^jZ.^  ist  und  ihre  0^-Stellen  in 
den  p.(kH-2)  =  2p  —  2-f-2]x  Verzweigungspunkten  der  Fläche  T  hat. 
Und  umgekehrt  genügt  die  Existenz  einer  solchen  Verzweigungsform  ^ 
dafür,  dass  z^  eine  in  2p — 2  Punkten  unendlich  werdende  Spccialfunction, 
die  Fläche  T  also  eine  kanonische  ist. 

Nun  giebt  es  aber,  wenn  G'  einer  (s  —  l)-fach  unendlichen  Voll- 
schar  von  corresidualen  Gruppen  g^  angehört,  unter  den  ganzen  alge- 
braischen Formen  ersten  Grades  von  z^jZ^  s  linear-unabhängige,  die  be- 
zeichnet seien  mit: 

Zu  den  ganzen  Formen  vten  Grades  gehören  dann  die  Producte  dieser 
s  Ausdrücke  zu  je  v,  aber  im  allgemeinen  auch  noch  weitere  Ausdrücke, 
deren  Gesamtzahl  nach  dem  Ei  e  mann -Roch 'sehen  Satze  zu  bestimmen 
ist.  Insbesondere  sind  die  cp|,...,cpp  die  ganzen  Formen  kten  Grades, 
so  dass  sich  alle  Differentiale  erster  Gattung  in  der  Gestalt  Tu  (zp  z.,)-^^^ 
schreiben. 

Die  im  vorstehenden  (Nrn.  15,  16)  gegebene  Darlegung  findet  sich 
ähnlich  bei  Klein-Fricke  (8),  Bd.  II,  Abschn.  VII,  Cap.  1,  und  iuKlein's 
Vorlesungen  über  Riemann'sche  Flächen,  Heft  1,  wo  auch  der  Verfasser 
sich  über  die  Stellung  ausspricht,  welche  die  Brill-Noether'sche  Theorie 
zur  Riemann'schen  und  zur  arithmetischen  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Functionen  nach  seiner  Ansicht  einnimmt. 

Beispiele  für  kanonische  Flächen  sind: 

a)  der  immer  existirende,  in  Nr.  14  hervorgehobene  Fall:  |j,  =  2p — 2, 
k  =  1,  s  =  p,  wobei  die  Gesamtheit  der  ganzen  algebraischen  Formen 
vten  Grades  durch  die  dortigen  O^'')  gegeben  ist; 

b)  der  hyperelliptische  Fall  tx  =  2,  k  =  p — 1,  s  ^  2.  Hierbei 
ist,  wenn  das  Gebilde  durch  s^  =  f2[,+2(z,  1)  gegeben  ist,  die  Verzwei- 
gungsfornr  2  =  j/fip+sCz,,  z.,);  die  cp,,...,cpp  sind  die  rationalen  ganzen 
Functionen  (p — l)ten  Grades  von  z^z., ;  die  ganzen  algebraischen 
Formen  werden  im  allgemeinen  rationale  ganze  Functionen  von  z^,  z.^ 
und  2; 

c)  die  ebene  Curve  nter  Ordnung  ohne  mehrfache  Punkte 
^(ZpZ^,  Z3)  =  0,  !x  =  n,  p  =  i(n— l)(n  — 2),  k  =  u  — 3,  s  =  3. 
ZjjZ^,  Zj  sind  dabei  lineare  Ausdrücke  der  Coordinaten,  von  denen  z^  und 
z.^  nicht  einen  gemeinsamen  Nullpunkt  auf  der  Curve  haben.  Nach  dem 
Restsatze  werden  die  ganzen  algebraischen  Formen  vten  Grades  hier  die 
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rationalen   ganzen  Functionen   vter  Dimension  von   z,.  z,.,  z,.     Die  Ver- 

zweiffungsform  2  wird  zu  dißz^\  ,       ^s   j.         •      i^„ 

^d)   die  vollständige   Schnittcurve    von   s-2    (s-2)-dimensional  n 

Gebilden    im   ebenen  Räume    von   s-1  Dimensionen,    ohne    mehrfache 

Punkte;  ^,  ^  i  „  „  p^ 

e)    einige   durch   binomische   Gleichungen   y/^  =  f(z)   gegebene  Ge- 

^"^*^'Fall  b)  ^vurde  von  Klein  in  (1),  (3)  behandelt,  von  Burkhardt 
weiter  ausgeführt;  FaU  c)  von  Pick  angegriffen  und  ^^^  P  =  ^  ^.«'^ 
Pascal  verfolgt;  Fall  d)  von  ^hite_,  e)  von  Osgood.  Der  allgemeine 
Fall  a)  findet  sich  bei  Klein  (6),  (7). 

17  Die  in  ^t  16  bezeichneten  kanonischen  Flächen  verwendet 
"'^""^\.an  um  die  lineare  Invariantentheorie  der  Fo.^en  von  s  Variabein  für  die 
^-ormi^un.  der  Integranden  zweiter  und  dritter  Gattnng,  und  damit  auch 
für  die  Entwicklung  der  von  diesen  abhängigen  Transcendenten  nutzbar  zu 
Brachen  [wegen  der  Entstehung  dieser  Begriffe  s.  Xr.  18].  Indessen  .st  d.ese 
Absicht  erst  für  den  Fall  b)  von  Nr.  16,  teilweise  auch  für  die  Falle 
c)  bis  e).  erreicht,  bei  c)  insbesondere  für  die  ebene  Curve  vierter  Ord- 
^un.  p  =  3;  während  die  Normirung  im  äUgemeinen  Falle  a)  vor  der 
Schwierigkeit  steht,  die  Abhängigkeit  des  algebraischen  Gebildes  von  den 
Moduln  zu  untersuchen. 

Zunächst  hat  man  für  den  Factor  von  dt.,  im  Integranden  zweiter 
Gattung  eine  Form  (s.  übrigens  YIIL  A,  Nr.  7,  insbes.  Noether  (4)  m 
der  Litteratur  zu  YIO,  A): 

(^.: -^.cj^ ' 

welche  nur  an  einer  Stelle  des  Gebildes  unendlich,  und  zwar  zu  oc-^ 
für  z  =  ^  wird  Auf  der  kanonischen  Fläche  ist  T(z:  Q  sowohl  in 
z  .  z  ,  als'  in  C„  C,  eine  ganze  algebraische  Form  (k  +  2)  ten  Grades 
und  geht  in  jener  einen  Stelle  in  [V(z„  zj]^  über.  Das  Integra  dntter 
Gattung,  mit  den  Parametern  a,  r,  und  den  Grenzen  x,  y,  wird  dann 

In  Bezug  auf  die   .Primform^  lässt  sich  der  in  N'r.  15  angedeutete 
Grenzübergang    mit  Hülfe    des  AbeFschen  Theorems    ausführen     indem 
man  die  von  x  (bezw.  y)  selbst  verschiedenen  Stellen  des  Gebildes 
x«(bezw.  y«)     (i  =  1,  2,  .  .  .,  [J-— 1) 
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einführt,  für  welche  noch  z,  =x,,  z.^  =  x.^  (bezvv.  Zj=y,,  z.,  =  y. ) 
Avird.     Es  ergiebt  sicli  dabei 

eine  Form,  die  sich  mittelst  der  fest  gewählten  Grundform  (Nr.  lO) 
noch  mannigfach  modificiren  lässt. 

Der  Invariantentheorie  stellt  nnn  Klein  —  und  hierin  erscheint 
der  Fortschritt  —  die  Aufgabe,  die  Form  W(z:  Z)  des  Intogranden 
zweiter    Gattung,    der    noch    ein    Ausdruck    (zr)-.:i'CikC5i(z)':jk(-)    mit 

ik 

willkürlichen  Cjk  zugefügt  werden  darf,  so  zu  normiren,  dass  sie  ein- 
deutig definirt  ist  und  in  Bezug  auf  die  Grössen  des  vorgegebenen  Rationaü- 
tätsbereiches  der  Gleichungen  des  Gebildes  einen  ausgezeichneten  Cha- 
rakter hat,  nämlich  eine  ganze  rationale  Function  derselben  wird. 

18.     Angebahnt  wurden  diese  Begriffe   durch  die  Weierstrass^sche^^P'''"*''"''- 

rpi  -1  n-    -•      1  T^  .  ^  tischer  Fall. 

ilieorie  der  ellijitischen  Functionen,  welche  die  beiden  Invarianten  der 
binären  Form  vierter  Ordnung  f  in  das  Integral  erster  Gattung  und  in 
die  Umkehrungsfunctionen  einführt,  von  welch  letzteren  a(u)  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  alle  Coefficienten  der  Potenzentwicklung  rationale  ganze 
Functionen  der  Invarianten  sind. 

Schreibt  man  nämlich  das  Weierstrass'sche  elliptische  Integral 
dritter  Gattuno:  in  der  Form 


1    I    dudvp(v  — u), 


wo  u,  V,  w==v  —  u  die  Weierstrass'schen  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung  sind,  von  bezw.  z,  C,  q  bis  oo  hin  integrirt,  z  =  p(u),  Cr=p(v), 
^:=p(w),  und  verwendet  das  Additionstheorem  für  p(v  —  u),  so  erhält 
man  einen  Ausdruck,  der  mit  dem  Kleiu'schen: 

a=:p(v— u)  = 


f(^).l/f(Q+F(z;:) 


identisch  wird,  wenn  man  in  die  Weierstrass'sche  Form  vierten  Grades 
in  z  homogene  Variable  z  =  z^/z,,  einführt  und  diese  Form  durch  lineare 
Transformation  in  die  allgemeine  Form  vierten  Grades  f (z^ ,  z.J  überführt. 
F(z;  Q  ist  dabei  eine  zweite  Polare  von  f(z)  ^  f(z,,  z,),  nach  C  ge- 
nommen (für  jene  schon  von  Weierstrass  gegebene  Formel  s.  Bier- 
mann^s  Dissert.  „Problemata  quaedam  etc."  Berlin  18G5).  Aus  diesem 
Ausdruck  Q  für  das  Integral  dritter  Gattung  ergiebt  sich  weiter  eine 
Verification  für  die  Definition  der  cj-Function  vermöge: 

30* 
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Vf«f(y) 

wo  Q  nach  der  Variabein  z  vom  Punkte  (y,  yi(y))  bis  zu  (x,  ]/f (x))  hin, 
nach  C  von  (y,  — ]/f(y))  bis  (x,  — ]/f(x))  hin  zu  integriren  ist.  Aus  den 
0- Functionen  von  zwei  Variabein  werden  dann  3 -Functionen  von  zwei 
Variabein  w, ,  w.,  construirt,  welche  bei  linearer  Periodentransformation 
sich  rein.  d.  h.  ohne  Zusatz  weiterer  Factoren,  unter  einander  permu- 
tireu;  und  da  man  hierbei  die  w^,  w.^  linearen  Substitutionen  unter- 
werfen darf,  so  werden  auch,  indem  Wa=yZadtrJz  ist,  die  linearen  Sub- 
stitutionen der  Zj,  z^  herangezogen.  Die  Form  des  zugehörigen  Integrals 
dritter  Gattung  hat  Klein  aus  der  obigen  durch  Induction  abgeleitet, 
während  die  Beweise  und '  die  Verallgemeinerung  auf  beliebiges  p  erst 
nachher  folgten:  die  Form  ^'(z;  Q  wird  für  den  hyperelliptischen  Fall 
f  =  f2p+2(Zj,  z.^)  normirt  zu 

wo  a^'^'a^"^^  die  (p-l-l)te  Polare  von  f(z)^az''"'"  bedeutet.  Diese 
Form  ist  eine  Covariante  von  f(z),  und  zwar  eine  rationale,  da  ]/f(z), 
]/f(C)  als  bekannt  anzusehen  sind;  aber  zugleich  die  einzige  in  den  Coef- 
ficienten  ganze  lineare  Covariante.  Das  zugehörige  Integral  dritter  Gat- 
tung Q^'y  selber  ist  eine  absolute  Covariante  von  f(z).  Bildet  man  also 
mit  diesem  Q,  statt  mit  P,  die  Primform  Q(x,  y),  so  kommt  man  statt 
auf  die  6-Functionen  auf  die  ausgezeichneten  a-Funetionen.  Man  hat  nun 
noch  die  Wurzelformen  aufzusuchen,  d.  h.  die  den  verschiedenen  Charakte- 
ristiken entsprechenden  Spaltungen  von  f2p-)-o(z)  =  6.y_  (vgl.  Abschn. 
IX,  C)  vorzunehmen. 

In  den  Reihenentwicklungen  der  3  nach  Potenzen  der  Argumente 
w  werden  dann,  für  p  =  2,  die  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  der  entsprechenden  d/,  y;  und  zwar  werden  die  Terme 
(2v-l-l)ter,  bezw.  2vter  Dimension  simultane  Covarianten  dieses  For- 
menpaares c!;,  y_,  in  welchem  nur  die  Variabein  z^,  z.,  durch  w^,  w^  er- 
setzt sind. 

Solche  Reihenentwicklungen  werden  bei  Klein  in  (1)  für  p  =  2, 
in  (3)  für  ein  allgemeines  p  erörtert,  näher  noch  bei  Wiltheiss, 
Brioschi  und  Pascal.  Die  weiteren  Betrachtungen  Klein's  in  (1) 
und  (3)  und  Burkhardt's  (2),  (3)  haben  den  Zweck,  die  s-Functionen, 
sowie  daraus  abzuleitende  Functionen,  worunter  auch  die  gewöhnliche 
0-Function,  in  Bezug  auf  ihr  Verhalten  gegenüber  Gruppen  von  linearen 
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Perioclentransformationeii  zu  unter.^uclien  und  danach  einzuteilen:  die 
ganze  Richtung  gehört  also  in  das  Gebiet  der  Modulfragen. 

19.  Ganz   analoge   explicite  Darstellungen  giebt  Pick  für  die  sin-   ^hene" 
gularitätenfreie  ebene  Curve  nter  Ordnung  f(Zj,  z^,  Zj)  ^  a",  (Nr.  16,  c).  mehrfadiT 
Hier  wird  die  Form  ^F(z;  C)/(zC)^  so  normirt,  dass  der  Zähler  derselben    ^"°''"'- 
wieder    eine    in   den   Coefficienten   von  f  rationale  ganze  Covariante  von 
f(z,,z.^,Z3)  ist. 

Aus  dem  zugehörigen  Integral  dritter  Gattung  Q^';^  leitet  nun 
Klein  (6)  für  p=3,  n  =  4  Functionen  a  her,  in  deren  Potenzent- 
wicklungeu  alle  Terme  eindeutige  Functionen  in  demjenigen  Rationali- 
tätsbereich der  Coefficienten  von  f  sind,  welcher  durch  Auszeichnung 
der  entsprechenden   Wurzclform    geschaffen   wird.      Bei   einer  ungeraden 

(3(Wj,  w.,,  w„)  (wo  Wj  =  1    Zjdtüj.  welche  einer  Doppeltangente  A  =^  0 

zugeordnet  ist,  besteht  dieser  Bereich  aus  den  Coefficienten  der  A,  B,  C 
in  der  Gleichungsform  f^  AC — B'-;  und  zwar  wird  ein  Term  von  irgend 
einer  Dimension  eine  in  diesen  Coefficienten  rationale  ganze  Covariante, 
die  auch  noch  bei  denjenigen  Substitutionen,  welche  die  kanonische  Form 
von  f  nicht  ändern: 

A'  =  XA.     B'  =  B  +  UA,     C  =  -i(CH--2UB-l-U-A), 

A 

(/.  eine  Constante,  U  eine  lineare  Form  von  Zj.  z.,.  z^)  Invarianteneigen- 
schaft hat:  eine  sogenannte  irrationale  Covariante  von  f  (Klein  (4),  (6)). 
Liegt  die  Richtung  schon  dieser  Untersuchungen  in  dem  Gebiete  der 
Modulfunctionen,  so  gilt  dies  noch  mehr  von  den  weiteren  Betrachtungen  über 
diejenigen  Factoren,  welche  von  den  a- Functionen  zu  den  gewöhnlichen 
O-Functionen  hinüberleiten.  Für  die  Durchführung  dieser  Gedanken,  welche 
bisher  erst  an  dem  Falle  p  =  3,  n  =  4  vorgenommen  werden  konnte, 
wäre  eine  Reihe  von  Abhandlungen  zu  citireu,  welche  hauptsächlich  in- 
variantentheoretischen Entwicklungen  gewidmet  sind,  besonders  solche 
(Litt,  zu  C)  von  Wiltheiss,  Pascal  und  Wirtinger.  Vgl.  auch  Ab- 
schn.  IX,  E,  Xr.  28,  29. 

20.  Wir  verfolgen  indessen   diese   in  das  Gebiet  der  „ Monodro- Die  Mono- 

dromie- 

mieuntersuchungen"  gehörigen  Forschungen  —  welche  die  Abhängig-  untersu- 
keit  der  algebraischen  und  transcendenten  Functionen  des  Gebildes  von 
seinen  Moduln  zum  Gegenstande  haben  —  nicht  weiter.  In  dieses  Ge- 
biet lässt  sich  übrigens  auch  die  schon  von  Weierstrass  und  Christoffel 
angegriffene  Aufgabe  einordnen,  die  Gleichung  der  Gebilde  mit  gege- 
benem Geschlecht  p   und  Blätterzahl  ix  der  zugehörigen  Riemann 'scheu 
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Fläche  wirklich  aufzustellen;  eine  Aufgabe,  die  für  den  Fall  \i  ^  3 
von  J.  Thomae.  Math.  Annalen  6  und  18.  mit  Hülfe  der  hyperellip- 
tischen Wurzelformen  behandelt  worden  ist.  Das  allgemeinere  Problem: 
die  Untersuchung  der  jx-wertigen  Functionen  von  z,  bei  gegebener  Lage 
der  Verzweigungspunkte  in  der  Z-Ebene,  ist  bisher  nur  hinsichtlich  der 
Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Functionen  und  der  Gruppe  der 
zugehörigen  Gleichung  erledigt  worden,  und  zwar  von  A.  Hurwitz: 
„Ueber  Riemann'sche  Flächen  mit  gegebenen  Verzweigungspunkten", 
Math.  Annalen  39,  auf  gruppentheoretischem  Wege.  Da  dieser  Aufsatz 
die  bisherige  kurze  Litteratur  über  die  Monodromieuntersuchungen  angiebt, 
so  genügt  es,  betreffs  des  Gebietes  selbst  auf  ihn  zu  verweisen,  indem 
\nT  nur  bezüglich  der  allgemeineren  Fragen  zu  den  schon  genannten 
Arbeiten  noch  die  folgenden-  hinzuzufügen  haben: 

Ch.  Hermite,  Sur  les  fonctions  algebriques.  Comptes  Rendus  de  l'Ac.  de  Paris, 
32,  1851. 

L.Fuchs,  Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  als  Func- 
tionen eines  Parameters  aufgefasst.     J.  f.  Math.  71,  1869. 

C.  Jordan,  Traite  des  substitutions  et  des  equations  algebriques.     1870. 


IX.  Absclinitt. 

Würz  elf unctionen  und  Wurzelformen. 

Litteraturverzeichnis  *) : 

(1)  J.  Plücker,  1839  (s.  V,  A,  a). 

(2)  A.  Göpel,  J.  f.  Math.  35,  1847;  G.  Rosenhain  (Pariser  Arbeit,  eingereicht 
1846,  publicirt  1851;  Brief  an  Jacobi,  vom  3.  Sept.  1844,  J.  f.  Math.  40, 
1849)  (s.  III,  D). 

(3)  K.  Weierstrass,  1849  etc.  (s.  III,  E). 

(4)  J.Steiner,  1852;  0.  Hesse,  1853  (s.  V,  A,  e). 

(b)  Gh.  Her  mite,  Sur  la  theorie  de  la  transformation  des  fonctious  Abe- 
üennes.     Comptes  R.  40,  1855. 

(6)  B.  Riemauu,  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  (s.  IV,  C).  J.  f.  Math. 
54,  1857  (Werke  VI,  mit  einer,  am  Schlüsse  hinzugefügten,  aus  dem  Nach- 
lasse stammenden  Bemerkung  über  Wurzelfunctionen). 

(Gl)  B.  Riemann,  Zur  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  für  den  Fall  p  =  3 
(Werke,  erste  Aufl.  XXX),  Vorlesung  1862  (s.  V,  B). 

(7)  F.  Prym,  Neue  Theorie  der  ultraelliptischen  Functionen.  Deukschr.  der 
Wiener  Akad.  der  Wissensch.  XXIV,  Sept.  1863.  (Pars  prior,  bis  §  17  incl., 
als  Dissert.  .,Theoria  nova  functionum  ultraeil.",  Berlin,  März  1863;  zweite 
Ausgabe  der  „Neuen  Th."  mit  nachträgl.  Bemerkungen  und  neuen  Tafeln: 
Berlin  1885.) 

(8)  G.  Roch,  Habilitationsschrift  (s.  V,  B),  October  1863. 

(8i)  G.  Roch,  Ueber  die  Doppeltangenten  etc.  (s.  V,  B).  J.  f.  Math.  GG, 
1864. 

(9)  A.  Clebsch,  üeber  die  Anwendung  der  Abel'schen  Functionen  in  der 
Geometrie.     J.  f.  Math.  63,  Oct.  1863.     (Ferner  J.  f.  Math.  64.)  (s.  V,  C). 

(10)  L.  Königsberger,  Ueber  die  Transformation  der  AbeTschen  Functionen 
erster  Ordnung.     J.  f.  Math.  64,  Apr.  1864.     (Ferner  J.  f.  Math.  65.) 


*)  In  wesentlich    chronologischer  Ordnung,   um   den  Vergleich    der  Ent- 
stehungszeiten der  vielen  verwandten  Arbeiten  zu  erleichtern. 
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(11)  S.  Aronhold,  üeber  den  gegenseitigen  Zusammenhang  der  28  Doppel- 
tangenten einer  allgemeinen  Curve  vierten  Grades.  Monatsber.  d.  Berl. 
Akad.,  Juli  1864. 

(12)  J.  Thomae,  Die  allgemeine  Transformation  der  Thetafunctionen.  Dissert. 
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über  den 
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lich im  allgemeinen  solche  erster  Ordnung,  indem  die  von  <h/y^  immer  zu 
je  m  zusammenfallen.  <[/  =  0.  ■/  =  0  stellen  also  Curven  gleicher  Ordnung 
dar,  welche  die  Curve  f  ==  0,  ausser  in  gemeinsamen  Punkten,  nur  noch 
an  je  r  Stelleu  m-punktig  treffen.    Neben  sie  stellen  sich  die  W  urzelf  ornien 

ni 

]/(];(x),  ZU  denen  insbesondere  Riemann's  sogenannte  „Äbel'sche  Func- 
tionen "j/ä^"  gehören.  Die  Bezeichnung  „Wurzelf unction  mten  Grades"  rührt 
von  Weber  (30)  her,  der  Ausdruck  „Wurzelform"  von  Noether  (62). 
Aus  der  Theorie  dieser  Functionen  und  Formen  haben  wir  bereits 
früher  über  folgende  Punkte  berichtet: 
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1)  über  die  je  3 -punktig  berührenden  Curven  (m  =  3)  bei  einer 
Gruudcurve  dritter  Ordnung  f^  (p  =  1)  (V,  A,  e  Nr.  16); 

2)  über  die  eine  Grundcurve  vierter  Ordnung  f^  (p  =  3)  je  S-punktig 
(m^2)  berührenden  reinen  Berührungscurven  yjf^")  ixter  Dimension, 
d.  h.  solche,  welche  i^  überall  in  erster  Dimension  berühren,  wo  sie 
treffen  (V,  A,  e  Nrn.  18  u.  19).  Dabei  wurde  (V,  Nr.  18)  auf  die  Be- 
ziehung zur  Gleichungsform  von  f^:  A.f^^B'^  —  ^-X'^"^  hingewiesen, 
insbesondere  auf  die  daraus  abzuleitenden  Relationen  zwischen  je  drei 
Doppeltangentenpaaren  einer  von  Steiner  so  genannten  „Gruppe",  der  Art 

d.  h.  zwischen  Wurzelformen;  ferner  auf  den  Hesse'schen  auf  8  Zahlen 
1,  2,  ....  8  sich  stützenden  Algorithmus,  welcher  die  Gruppirungen  der 
reinen  Berührungscurven  von  f^  wiedergiebt  (V,  Nr.  19); 

3)  kurz  über  die  Zuordnung  der  einfachsten  Wurzelfunctionen  zu 
halben  Perioden  und  der  Riemann'schen  ]/'-p  zu  ungeraden  Thetafunctionen 
(V,  B,  Nr.  22); 

4)  über  die  Discussion  jener  einfachsten  Relationen  für  p  =  3  in 
Riemann's  Vorlesung  (V,  B,  Nr.  23); 

5)  über  den  „algebraischen  Satz",  der  für  beliebige  p  die  Constanten- 
zahl  der  zu  einem  System  gehörigen  Wurzelformen  liefert,  insbesondere 
für  m  =  2  (V,  B,  Nr.  24); 

6)  über  die  auf  das  Abel'sche  Theorem  und  die  Thetafunction  ge- 
stützte Theorie  der  Berührungscurven  von  Clebsch  (V,  C.  Nrn.  29  u.  33). 

Indessen  verlangt  die  ausgedehnte  Litteratur,  die  über  Wurzel- 
functionen und  Berührungscurven  existirt,  eine  besondere  Besprechung, 
wobei  auch  fast  die  ganze  Litteratur  über  Thetafunctionen  heranzuziehen 
ist,  aus  deren  „Charakteristikentheorie"  (nach  Rie mann 'scher  Bezeichnung 
(Gj))  sich  bis  jetzt  allein  eine  vollständige  Einsicht  in  die  Gruppirungs- 
verhältnisse  der  Wurzelfunctionen  gewinnen  Lässt.  Wir  geben  eine  Ueber- 
sicht  über  diese  Untersuchungen,  einmal  wegen  der  selbständigen  Bedeu- 
tung dieser  den  rationalen  Functionen  des  Gebildes  nächst  stehenden 
algebraischen  Functionen,  ferner  wegen  der  wichtigen  Anwendungen, 
welche  von  den  Wurzelformen  auf  Geometrie  und  AbeTsche  Functionen 
gemacht  werden,  und  endlich  wegen  der  nicht  unerheblichen  Schwierig- 
keiten, die  in  der  Zuordnung  des  Transcendenten  zum  Algebraischen 
liegen.  Darf  man  es  zunächst  dem  Reize,  den  jene  Anwendungen 
auf  das  weite  Gebiet  der  algebraischen  und  transcendenten  Relationen 
bieten,   zuschreiben,   dass  so  viele  Forscher  ihre  Kräfte  der  Begründung 
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und  Entwicklung  der  Theorie  zugewendet  haben,  so  hat  doch  andererseits 
die  Ausbildung  der  Hülfsmittel  einen  sehr  abstracten  Zug  angenommen, 
indem  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  auf  die  Charakteristikensymbole 
ganz  in  den  Vordergrund  getreten  ist.  Dies  ist  bis  jetzt  so  sehr  der 
Fall,  dass  wir  den  Relationen  selbst  nur  ein  (Schluss-)  Capitel  E  widmen 
können,  in  den  ersten  vier  Capiteln  aber  bloss  von  den  Zuordnungen  zu 
sprechen  haben.  Die  Schwierigkeiten  der  Zuordnung  waren  auch  die  Ursache, 
dass  in  der  Geschichte  der  Gruppirung  der  Wurzelformen  häufig  längst  fest- 
gestellte Wahrheiten  verkannt  wurden,  dass  scheinbare  Neufunde  mit  un- 
zutreffenden Citaten,  ja  Rückschritte  vorkamen  —  ein  weiterer  Grund 
zu  einem  eingehenden  Bericht.  Wir  referiren  zuerst  in  A  —  C  über  den 
heutigen  Standpunkt  hinsichtlich  der  Zuordnung  von  Wurzelfunctionen 
und  -Formen  zu  Charakteristiken,  der  in  Wirklichkeit  auf  die  ältesten 
Arbeiten,  insbesondere  die  Hermite'sche  (ö)  sich  gründet;  wobei  wir 
uns  an  Burkhardt  (69)  anlehnen  können,  der  diese  Coordination  am 
eingehendsten  und  correctesten  wiedergiebt,  freilich  nur  für  p=-  und 
ohne  historische  EntAvicklung.  Wir  werden  dann  in  D  über  den  ge- 
schichtlichen Gang  berichten.  Es  sind  daher  der  Reihe  nach  die  folgen- 
den Punkte  zu  besprechen: 

A.  ad  3):  die  genauere  Zuordnung  der  Wurzelfunctionen  zu 
transcendenten  Ausdrücken  und  ihren  Charakteristiken; 

B.  dasselbe  bezüglich  der  Wurzelformen  „ungerader  Dimension" 
für  m  ^  2  (s.  unten  Nr.  2   u.   9)  und  der  Thetafunctionen ; 

C.  die  Anw^endung  auf  den  hyperelliptischen  Fall; 

D.  die  geschichtliche  Entwicklung  der  Indices- Bezeichnungen,  von 
Rosenhain  und  Weierstrass  an,  ihre  Förderung  von  transcendenter 
und  geometrisch-algebraischer  Seite  her  bis  zur  Neuzeit; 

E.  die  Theta-  und  Wurzelformen-Relationen  für  m  =  2 ,  insbesondere 
die  neueren  Arbeiten  über  p  =  3  und  4. 

Einen  Ueberblick  über  Inhalt  und  Anordnung  von  A  und  ß  schicken 
wir  in  Nr.  2,  über  D  in  Nr.  14  voraus,  während  bezüglich  E  auf  das 
Inhaltsverzeichnis  verwiesen  werden  darf. 


A.    Zuordnung  von  Wurzelfunctionen  zu  transcendenten  Functionen. 

2.    Die  Theorie  der  Berührungscurven  zu  einer  Grundcurve  f  =  0.  der-..V®''*^^''^''' 

°  '  über  A  u.  B. 

jenigen  Curven,  welche  f=0,  abgesehen  von  festen  gemeinsamen  Punkten, 
überall,  wo  sie  schneiden,  m- punktig  treffen,  d.  h.  die  Theorie  der 
Wurzelfunctionen   mten   Grades,    ist  von  zwei  Seiten  her  in  Anoriff 
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genommen  worden:  einmal  vom  Abel'sclaen  Theorem  her,  nach  dem  Vor- 
gange von  Clebsch  (9);  sodann  mittelst  des  Ausdrucks  der  "Wurzel- 
functionen durch  Thetaquotienten,  nach  Riemann  (6j)  und  Roch  (8,). 
Darüber,  dass  beide  Arten  eine  und  dieselbe  transcendente  Zuordnung 
zu  den  halben  Perioden  begründen,  werden  wir  in  A,  Nr.  3  und  6  sprechen. 
Da  aber  diese  Zuordnung  in  einer  von  Riemann  festgestellten  Weise  von 
der  Zerschneidung  der  zu  f  =  0  gehörigen  Fläche  abhängt,  so  haben  wir 
in  Nr.  4,  5  auch  die  Wirkungen  zu  verfolgen,  welche  die  Abänderung 
der  Zerschneidung  auf  die  Zuordnung  hervorbringt,  und  zu  diesem  Zwecke 
die  linearen  Periodentransformationen  heranzuziehen,  welche  Hermite  (5) 
aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  in  die  der  höheren  Tran- 
scendenten  eingeführt  hat:  sie  definiren  die  invarianten  Eigenschaften, 
welche  die  Art  der  Zuordnung  begründen. 

Diese  Zuordnung,  insbesondere  auf  dem  zweiten  der  oben  bezeichneten 
Wege,  kommt  schon  in  den  Formeln  von  Göpel,  Rosenhain  (2),  Weier- 
strass  (3)  zum  Ausdruck.  Sie  ist  bei  gegebener  Zerschneidung  algebraisch 
einfach  ausführbar,  liefert  dann  aber  im  allgemeinen  nur  gegenseitige  Be- 
ziehungen zwischen  Wurzelformen.  Xur  in  einem  Falle  erhebt  sie  sich 
zur  absoluten  Charakterisirung :  wenn  nämlich  eine  der  Wurzelformen 
mten  Grades  selbst  rational  ist;  wie  dies  z.  B.  bei  der  Grundcurs'e  vierter 
Ordnung  f^,  p  =  3,  hinsichtlich  der  Schar  der  je  m-punktig  berührenden 
Curven  mhter  Ordnung  gegenüber  der  Schar  der  m-fach  zu  zählenden  Curven 
hter   Ordnung   stattfindet.     Die   so   charakterisirten   Wurzelformen   mhter 

TU 

Dimension  werden  wir  mit  ]/  bezeichnen ;  für  m  =  2  insbesondere  mit 
y       die  -Wurzelformen  gerader  Dimension". 

Den  nächsten  Fortschritt  stellt  nun  die  in  Abt.  B  zu  besprechende 
Zuordnung  dar,  die  den  Fall  m  =  2  betrifft,  indem  sie  zwar  von  der 
Zerschneidung  der  Fläche  abhängt,  aber  absolute  Eigenschaften  der 
Wurzelformen  ergiebt.  Sie  bezieht  sich  nicht  mehr  auf  die  Theta- 
quotienten, sondern  einzeln  auf  deren  Zähler  und  Nenner,  und  nicht 
mehr  auf  die  Wurzelfunctionen,  sondern  auf  „Wurzelformen  ungerader 
Dimension",  geometrisch  auf  die  Verallgemeinerung  der  eine  Grundcurve 
■vierter  Ordnung  überall  in  erster  Ordnung  (je  2-punktig)  berührenden 
Systeme  von  Curven  ungerader  Ordnung.  Die  berührenden  Curven  dritter 
Ordnung  sind  bekanntlich  von  Hesse  (s.  V,  A,  e)  in  Systeme  erster  und 
zweiter  Art  eingeteilt  worden,  denen  man  die  beiden  Arten  von  Thetafunc- 
tionen,  bezw.  die  geraden  und  die  ungeraden,  entsprechen  lassen  kann.  Diese 
Systembegriffe  und  Einteilungen  übertragen  sich  auf  eine  beliebige  Grund- 
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curve  f,  und  zwar  zunächst  bezüglich  der  adjungirten  überall  berüln-enden 
Curven  <p  (s.  V,  G  und  D),  aber  weiter  mit  Hülfe  der  invarianten  Dar-  ■ 
Stellung  (s.  VllI,  A)  auch  bezüglich  der  f  überall  berührenden  Curven 
}i[(L^h+i)  __  0  ^^yQ  ^(fi)  gj„  Ausdruck  ixter  Dimension  in  den  o  ist).  Um 
hierüber  berichten  zu  kinmcMi,  haben  wir  jedoch  sowohl  transcendente 
(Nr.  7  —  9),  wie  algebraische  (i\r.  10)  Untersuchungen  heranzuziehen; 
erstere  insbesondere  iu  Verbindung  mit  denen  über  die  gleichzeitig  auf- 
tretenden „Thetacharaktcristiken",  für  welche  wir  vorläufig  [nach  Weier- 
strass]  Königsherger  (10)  und  Riemann  (Gj),  nennen,  indem  wir  uns 
vorbehalten,  das  Geschichtliche,  namentlich  in  Bezug  auf  die  möglichen  Sy- 
steme, in  Abteilung  D  zu  besprechen.  Diese  Zuordnung  zu  den  (von  den 
Charakteristiken  der  halben  Perioden  verschiedeneu)  Thetacharakteristiken 
kann  bei  gegebener  Zerschneidung  der  Fläche  mit  den  in  A  genannten 
Mitteln,  verbunden  mit  einem  einfachen  combinatorischen  Verfahren, 
ausgeführt  werden  (Nr.  11).  Wir  erwähnen  hier  nur  noch,  dass  diese 
Mittel  zuerst  bei  Riemann  (G,),  bei  Prym  (7),  Roch  (.SJ,  Clebsch  (9) 
auftreten,  und  durch  Prym  (15),  vor  allem  aber  durch  die  Bestimmung 
der  unteren  Grenzen  der  Integrale  bei  Clebsch-Gordan  (17)  —  die 
übrigens  einen  andeutenden  Vorläufer  schon  bei  Thomae  (12,)  hat  — 
ihre  Bedeutung  erlangt  haben.  Nr.  12  berichtet  über  eine  directere  Zu- 
ordnung mittelst  Formeln. 

Abteilung  C  ist  dazu  bestimmt,   unseren   Bericht  in  A,  B  an  einem 
sehr  speciellen  Beispiel  zu  illustriren  und  für  D  vorzubereiten. 

3.     Die  Grundlage  der  Theorie  kann  man  in  der  Formulirung,  die  Zuordnung 

durch  das 

ihr  Clebsch  (9)  gegeben  hat,  aussprechen  wie  folgt.    Lässt  man  in  den  Abersche 

Theorem. 

Gleichungen  des  Abel  sehen  Theorems  die  oberen   und  unteren  Grenzen 
der  Integralsummen  erster  Gattung    zu  je   m  zusammenfallen,    so   erhält 


man: 


S    I     du„  ^  — ^  (mod.  ganzer  Perioden),     (|x=  1,  2,  .  .  .,  p) 
i=,\  J          ^  m 

>j 

wo  0)=^  eine  lineare  Function  der  2p  Perioden  des  Integrals  erster  Gattung 
Ujt^  mit  ganzzahligen  Coefficienten  vorstellt,  deren  Index  x  den  verschie- 
denen   "Werten    der    letzteren    zugeordnet    ist.      Es    existirt    dann    eine 

m 

„Wurzelfunction"  l/[^(x)/-/(x)];,  (s.  Nr.  1),  welche  in  den  Punkten 
X.,  ...,  Xq  zu  0',  in  y,,  ...,  yq  zu  oo'  wird;  alle  zu  demselben  x  ge- 
hörigen Wurzelfunctionen  bilden  ein  System,  und  solcher  Systeme  giebt 
es   m^P.      Sind   die  y,,  ...,y.i   gegeben,    so   giebt   es  oo'i^p   oder  mehr 
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Lösungssysteme  Xj ,  . . . ,  x,,.  Zum  Zweck  einer  Darstellung  der  "Wurzelfunction 
kann  man  der  Cur\^e  ^(x)  =  0  vorschreiben:  zu  f  adjungirt  zu  sein  und 
in  den  y,  je  m-punktig  zu  treffen;  der  Curve  4'(x)-  iiiit  -/(x)  von  gleicher 
Ordnung,  zu  f  adjungirt  zu  sein,  durch  die  weiteren  Schnittpunkte  von  y 
mit  f  zu  gehen  und  f  in  q — p  der  q  Punkte  m-punktig  zu  treffen;  unter 
diesen  ^(^)  sind  die  gesuchten  enthalten.  Eines  der  Systeme  ist  aber 
hier  vor  den  übrigen  als  uneigentliches  ausgezeichnet,  indem  für  u)''/m  ^  0 
die  Functionen  desselben  rational  in  den  x  werden;  man  rechnet  daher 
nur  die  übrigen  m^P — 1   Systeme  als  eigentliche. 

Setzen  sich  die  m"  linear  und  sjanzzahlifr  aus  den  2p  kanonischen 
Periodensystemen  zusammen,  ist  also  —  Avenn  die  Normalintegrale  u^, 
die  Zuwächse  iri,  hezw.  0  bei  Ueberschreiten  der  Riemann'schen  Quer- 
schnitte a^,  hezw.  a,.  (jx+v)  (d.  h.  längs  der  Wege  b^,  hezw.  b^,  negativ 

genommen,  integrirt)  annehmen,  und  die  a^,,  (jj,  =  v)  an  den  Quer- 
schnitten b,,  (d.  h.  längs  der  Wege  a^,  positiv   genommen,    integrirt)  — 


p 
^  n'^a,,,,     (mod.  m),      (tx=  1,  2,  ...,  p) 


und 


— —  =  gu~i-\- ^h,,  a^„.     (mod.  ganzer  Perioden) 
m  ,, 

[in  Piiemann 'scher  Bezeichnung  (6),  Art.  26  mit  der  Correctur  in  Werke 

VI],  so  giebt  man  der  Wurzelfunction  die  transcendente  „Periodencharak- 


Th'^  h 

teristik"  (P.-Ch.)       i'       ' 

Lft  p     •  •  •  ;      ö 


oder   kürzer,    indem   man    die  g,  h   mit 
der  bekannten  Zahl  m  multiplicirt  und  die  kleinsten  Reste  mod.  m  nimmt: 


Lm^,   .  .  . ,   mp 


Nach  der  definirenden  Relation  haben  dann  Quotienten,  bezw.  Producte 
zweier  Wurzelfunctionen,  die  zu  demselben  m  gehören,  P.-Chn.,  deren 
Elemente  durch  Subtraction,  bezw.  Addition  der  entsprechenden  Elemente 
der  P.-Chn.  der  beiden  Wurzelfunctionen  entstehen;  und  insbesondere  ist 
der  Quotient  zweier  Wurzelfunctionen  von  derselben  P.-Ch.  rational.  Für 
m  :^  2  haben  Product  und  Quotient  zweier  Wurzelfunctionen  dieselbe  P.-Ch. 
Wenn  nun  auch  zunächst  diese  P.-Chn.  für  die  Berührungscurven, 
mit  teilweise  festen  einfachen,  teilweise  m- fachen  Schnittpunkten  im 
allgemeinen  nur  relative  Bedeutung  haben,  so  kann  man  daraus  doch 
einen  absoluten  Begriff  herleiten,    indem   man  im  Nenner  der  Wurzel- 
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function  l/[']>/y]^  einen  solchen  Ausdruck  y(x)  wälilt,  welcher  eine  voll- 
ständige mte  Potenz  einer  ganzen  Function  hter  Dimension  der  Coordinaten 
X,,  x^,  x^  von  X  ist.  Im  Zähler  erhält  man  dann  eine  Wurzelform, 
welcher  man  —   rchüiv  zu  den  bekannten  rationalen  Formen,  also  ah- 

in 

sohlt  —  die  P.-Ch.  [x]  zuschreibt;  wie  z.  B.  die  Wurzelforra  j/Jl . y^S=i. 
Die  Formen  unter  dem  Wurzelzeichen,  =0  gesetzt,  ergeben  dann 
„reine"  Beriihrungscurven,  welche  also  die  Cirundcurve  f (x)  =  0  überall 
m-punktig  treffen,   und  die  von  der  Dimension  h.m  in  x  .  x     x.,  sind.    TDer 

m  1  '      2 '      a    '  •       L 

Doppelstrich  ]/  soll  diese  Formen  im  Falle  m  =  2  (von  der  Dimension  '2h) 
von    den    später   (in  B)    ebenfalls   zu   behandelnden   Wurzelformen   ]/ 
„ungerader  Dimension"   2hH-l   in  x,,  x..,  x^   unterscheiden.] 

Nach  der  Angabe  Riemann's  (G),  §  20,  hat  es  keine  Schwierigkeit, 
festzustellen,  wie  bei  gegebener  Zerschneidung  der  Riemann's chen 
Fläche  die  Zuordnung  der  Wurzelfunctionen  W  zu  den  Periodencharakteristi- 
ken stattzufinden  hat.  Man  hat  zu  bestimmen,  wie  sich  auf  den  Wegen 
a^  und  b^,  die  Werte  von  W  permutiren ;  wobei  zu  beachten  ist,  dass 
die  Verzweigungsstellen  von  W  im  allgemeinen  zu  je  m  über  denen  der 
Rie mann 'sehen  Fläche  liegen.  Man  kann  auf  diese  Weise  die  Fläche  auch 
für  die  Function  W  construiren  [wegen  specieller  Fälle  s.  Dyck,  Reguläre 
Riemann'sche  Flächen,  Math.  Ann.  17,  S.  500;  Klein  (34J,  S.  120; 
Thomae  (75);  sowie  für  den  hypereUiptischen  Fall  und  m  =  2  unten, 
Nr.  13].      Die   Wurzelfun ction   W,  von   der  P.-Ch.  [x],    nimmt  dann  auf 

dem   positiven  Wege  a^   den  Factor  eV'""",  auf  dem  positiven  Wege  b^ 
den  Factor  e  <"        an. 

4.     Die  Frage,   wie  sich,    wenn  man  die  Zerschneidung  ändert,  Hermite'- 
die  Periodencharakteristiken  ändern,  hat  Hermite  (5)  schon   1855  erle- 'f'^^"iaT[on.' 
digt.    Hiemach  führt  eine  solche  Aenderung  zu  einer  linearen  ganzzahligen 
Transformation   der   2p   Periodicitätsmoduln   (o^i,  .. .,  (ju,,2p   irgend   eines 
Integrals  erster  Gattung  v„  in  neue  solche  oi'^u---,  ^o'^.2v,  wobei^die  Deter- 
minante  der  (2p) 2   Zahlencoefficienten    zu   1   wird,   und  diese    den   (von 
Kronecker,  Vorl.   1864  so  genannten)  AbeFschen  Relationen  genügen, 
welche  ausdrücken,  dass  —  vermöge  der  bilinearen  Relationen 
i> 

zwischen  den  Perioden  w^,,  ...,  u>^,2p  "nd   a>«-„  ...,  (o^.^op  zweier  Inte- 
grale erster  Gattung  u^  und  u„,  —  auch  die  analogen  Beziehungen  zwischen 

31* 
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den  transformirten  w^  und  (o^r  bestehen  müssen.  Dies  ist  die  Gruppe 
der  sogenannten  AbeTschen  Substitutionen  [Jordan  (24),  §§  217  —  228, 
wo  noch  eine  Erweiterung  dieses  Begriffes  („arithra.  Gruppe"  bei  ((59)) 
gegeben  ist.     Ueber  die  Umkehrung  des  Satzes  s.  unten,  Nr.  5]. 

Indem  nun,  vermöge  der  Definition  der  Perioden-mtel  (o'/m  durch 
eine  Integralsumme,  dieser  Wert  modulo  ganzer  Perioden  auch  beim  Ab- 
ändern der  Zerschneidung  erhalten  bleibt,  drücken  sich  die  Elemente 
der  ursprünglichen  P.-Ch.  g^,  ...,g^,  h'^,  ...,h''  durch  die  der  transfor- 
mirten P.-Ch.  gf,  ...jgj'^',  hf,  ...,h|;'  so  aus,  wie  die  «Vi,  ...,  (0/,^2p 
durch  die  u)„i, ...,  to^, 2p5  i^ur  transponirt;  und  dasselbe  gilt  für  die 
m^,  n*^  und  m''',  n'*'.  Damit  ist  die  Grundlage  der  Theorie  der  P.-Chn. 
bezeichnet:  es  besteht  nämlich  zwischen  irgend  zwei  P.-Chn.  [x]  und  [1] 
die  Beziehung,  dass  der  aus  ihren  Elementen 

m^,   ...,  m'',    nf,  ....  n"    und    m'     ...,  m'      n'     ...,  n' 

1'         'p'i'  p  '  'p'i"  p 


gebildete  Ausdruck 


K^,,  =  ^(nvnt  — n;;m|,) 


bei  allen  Abel'schen  Substitutionen,  also  bei  allen  kanonischen  Abände- 
rungen der  Zerschneidung,  invariant  bleibt. 

Da  es  genügt,  die  Zahlen  m"  und  n^  mod.  m  auf  ihre  kleinsten 
Reste  zu  reduciren,  so  fasst  man  auch  zu  einer  Klasse  oder  einem  System 
(„Gruppe"  bei  Prym  (15),  woher  dieser  den  Ausdruck  „Gruppencharak- 
teristik" nimmt)  alle  diejenigen  Substitutionen  zusammen,  deren  Elemente 
einander  mod.  m  congruent  sind;  und  man  hat  dann  auch  die  Invarianz  von 
K;^  1  nur  mod.  m  zu  verstehen.  Die  uneigentliche  Klasse  [|^"'"|j  geht  immer 
nur  in  sich  selbst  über. 

Man  fasst  auch  die  m  Perioden-mtel  0,  w'^/m,  2o>''/m,...,(m — l)a>''/m, 
wenn  m  Primzahl  ist,  zu  einem  Aggregat  von  Systemen  zusammen  und 
hat  dadurch  für  die  Berührungsprobleme,  welche  auf  die  Wurzelfunctionen 
mten  Grades  führen,  eine  Resolvente  vom  Grade  (m-i^ — 1)/(™  —  !)•  Zwi- 
schen je  zwei  solchen  zusammengefassten  Perioden-mteln  herrscht  die  Be- 
ziehung K  ^  0  (mod.  m).  Leitet  man  noch  ein  zweites  solches  Aggregat 
ebenso  aus  «)'/m  ab,  und  ist  K^^  i  ^  a  (mod.  m),  so  wird  das  K  für  zwei 
Perioden  aus  den  beiden  Aggregaten  immer  dann  zu  0,  wenn  a  ^  0,  da- 
gegen wird  K  alle  Werte  1,2,  ...,m  —  1  annehmen,  sobald  a=t=0.  Bei 
diesem  Zusammenfassen  zu  Aggregaten  kommt  also  bloss  die  Unterscheidung 
K  ^  0  oder  nicht  EEE  0  (mod.  mi)  in  Betracht.  Eine  gemeinsame  P.-Ch.  für 
das  ganze  Aggregat  findet  sich,  bei  m  =  3,  in  der  Anmerkung  zu  (66,). 
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5.    Die  Gruppe  H  der  mod.  m  verschiedenen  Abel'schen  oder  „linearen  ^'/,?"''^''" 
Penoden"-Substitiitionen  ist,  wie  Her  mite  (5)  für  den  Fall  p  =  2,  m  =  2    s"'pp«- 
nnd  Jordan  (24)  allgemein  nachweist,  von  der  Ordnung: 

Q('")  =  Tm-P  — nm"-P-i  QC'") 
1)  V  j  ■    P— 1 

=  (m-P  — l)m2p-i.(m-P--  — l)m-P--^...  (m'-*— l)m. 

Für  ein  ungerades  m  hat  dieselbe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von 
zwei  Substitutionen  [mj,  == — m^, ,  n',,  =  — n^  (v  =  l,...,p)  und  die 
Identität] ,  sodass  man  auf  die  Lösung  eines  Teilungsproblems  mit  einer 
einfachen  Gruppe  von  der  Ordnung  l-S^p"  und  eine  Quadratwurzel  kommt. 
Für  m  ==  2,  p>-2  ist  die  Gruppe  einfach,  für  m  =  2,  p  =  2  wieder 
aus   den  Factoren  \^}->    =  oGO  und  2  zusammengesetzt. 

Die  Zusammensetzung  dieser  Substitutionen  aus  gewissen  elementaren, 
erzeugenden  Substitutionen  hat  zuerst  Krön  eck  er  in  Vorlesungen  von 
1864  (16)  vorgenommen;  bekannt  wurde  dieselbe  zuerst  durch  Clebsch- 
Gordan  ((17),  letztes  Capitel),  danach  aus  Arbeiten  von  Thomae  (18) 
und  (27),  und  von  Henoch  (19)  (neuerdings  s.  Krazer,  Annali  di 
Matern.,  Ser.  2,  XH,  1884).  Insbesondere  hat  Thomae  ausgeführt, 
dass  auch  jeder  linearen  (Abel'schen)  Periodentransforraation  eine  kano- 
nische Querschnittsänderung  der  Riemann"schen  Fläche  entspricht:  denn 
diese  Aenderungen  lassen  sich  ebenfalls  auf  eine  Reihenfolge  elementarer 
Aenderungen  zurückführen ,  denen  gerade  die  die  allgemeine  Transfor- 
mation erzeugenden  Periodentransformationen  entsprechen. 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass,  im  Falle  der  Irreductibilität  derjenigen 
Gleichung,  welche  die  mod.  m  wesentlich  von  einander  verschiedenen 
Querschnittsänderungen  der  Riemann'schen  Fläche  ausdrückt,  die  „spe- 
cielle"  m-Teilungsgleichung,  d.  h.  die  algebraische  Gleichung  für  die  reinen 
Berührungscurven  ni.hter  Dimension  (s.  oben  Nr.  o),  ebenfalls  die  Gruppe 
von  der  Ordnung  Q^  zur  Gruppe  hat.  Wegen  eines  reductibeln  Falles 
s.  unten,  Xr.  13. 

Weitere  Erzeugungen  aller  Substitutionen  aus  gewissen  elementaren 
bei  m  =  2  werden  später  (Xr.  19   und  23)  zur  Sprache  gebracht. 

G.     Die  mitgeteilten  Ergebnisse  lassen   sich   auch  an  der  expliciten  zuorduuns 

°  °  ^  durch  Theta- 

Darstellung   der   Wurzelf unctionen   durch  Thetaquotienten   ablesen  (Roch  quotienten. 
(8j),  etc.),  ohne  dass  indessen  dadurch  für  die  Theorie  der  Wurzelfunc- 
tionen  Neues  hinzukommt.    Diese  Darstellungen,  welche  auf  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  zurückgehen,  werden  auf  den  Hermite'schen 
Satz   (Brief  an   Jacobi,   J.  f.  Math.  32)  und   dessen   Erweiterung   ((6), 
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(9),  (14),  (17)  etc.)  gegründet.     Nach  Riemanu  (6),  Art.  26,  ist  (bei 
den  von  ihm  gewählten  unteren  Grenzen): 


n 

1=1 


AI L  e '  A^  ^  _  c  ]/r'K^)] 


wenn 


m 


^co)_^c'(') =i'r' du,  = 

1     -"        1     '^  1=1-' 

ist,  und  wenn  man  die  C  und  C'O)  gleich  Summen  von  je  p  Integralen 
setzt,  in  deren  oberen  Grenzen  die  Xj,...,Xq  auf  die  C,  die  y, ,...,y,, 
auf  die  C,  von  beiden  gemeinsamen  Punkten  abgesehen,  verteilt  sind; 
vorausgesetzt,  dass  dadurch  keines  der  i>  für  alle  Werte  von  x  verschwindet. 
Insbesondere  braucht  man  nur  je  einen  Factor  in  Zähler  und  Nenner, 
wenn  q  <  p  ist,  und  die  p  Punkte  von  C'  nicht  durch  eine  Form  '^  ver- 
knüpft sind. 


B.    Zoordniuig  von  Wurzelformen  zweit en  Grades  ungerader 
Dimension  zu  Thetafunctionen. 


Die  Theta- 

charakte-  -,  n  .    „—2.^11 

ristiken. 


7.     Die  in  die  Theorie  eingeführten  m^P  Thetafunctionen 
1)       c.e"^t *'"''".&(.  .  .,  v„  — g^,7ri— ^h^,a„y,  .  .  .;  a^^) 


lassen  sich  aus  der  in  der  gegebenen  kanonischen  Zerschneidung  der 
Riemann'schen  Fläche  ausgezeichneten  Function  {l(v;  a^^)  mit  Hülfe  von 
Systemen  g„  =  m^/m,  h„  =  n„/m  von  mteln  ganzer  Zahlen  (mod.  m)  ab- 
leiten. Dabei  bedeuten  die  v„  die  zu  dieser  Zerschneidung,  mit  den  Quer- 
schnitten a^,  b^,  gehörigen  p  Normalintegrale  erster  Gattung  (IV,  Nr.  18), 
welche  an  a,,  die  Periodicitätsmoduln  -i  oder  0,  je  nachdem  v  =  oder  ={=[^•5 
und  an  b^  die  a„,,  haben;  c  ist  eine  von  den  v  unabhängige  Zahl.  Für 
diese  Functionen  hat  man  die  Bezeichnung 

2)       ^/h„...,hpN(v)  =  Oh(v),     oder  auch     0/„ „p  n  =  d„(v) 

Agj,...,gp/  g  Vra, nip^  ra 

angenommen,  und  nennt  den  Index  einer  solchen  Thetafunction,  |J  oder  ^, 
ihre  Thetacharakteristik. 

Die  Einführung  der  m-P  Ausdrücke  als  besonderer  Functionen  [für 
das  Geschichtliche  s.  unten  Nr.  14]  geht  über  den  Zweck  einer  bequemen 
Bezeichnung  und  übersichtlicheren  Gestaltung  der  Formeln  hinaus.  In  den 
Ausdruck  1)  gehen  nämlich  die  Zahlen  g,  h  nur  als  Elemente  einer  „Perioden- 
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Charakteristik"  (Nr.  3)  ein;  aber  mit  diesen  P.-Chn.  sind  die  „Thetacharak- 
teristiken" (Th.-Chn.)  nicht  zu  verwechseln.  Diese  werden  nur  dann  zu 
P.-Chn.,  wenn  man  sie  eben  relativ  gegen  das  zu  Grunde  gelegte  i)  be- 
trachtet, d.  h.  unter  Auszeichnung  der  nicht  an  sich  ausgezeichneten  Th.-Ch. 
^Mo...u^      Hätte  man    i)h(v)    dem  Perioden-mtel   cu^/ra  ^  g'J'+ilh^a^y 

(u,=  l,  ...,p),  d.h.  der  P.-Ch.  [H,  zugeordnet,  so  würde  eine  Ver- 
mehrung der   unbestimmten  Argumente  v^    um  m^/m  =  g^Tri-t-ilh^a^^ 

zugleich  eine  Zuordnung  zu  [,  ,  „'^J  verlangen,  d.  h.  man  miisste  immer 
m^P  gleichberechtigte  Zuordnungen  für  alle  Thetafunctionen  gleichzeitig 
einführen.  Die  explicite  Einführung  der  m-P  Thetafunctionen  und  ihrer 
besonderen  Charakteristiken  bedeutet  also,  dass  man  die  Bevorzugung  der 
einen  vor  allen  übrigen  aufgehoben  hat,  und  dass  man  dieselben  zunächst 
als  gleichberechtigt  auffasst. 

Auch  aus  der  Theorie  der  Transformation  der  Thetafunctionen, 
welche  der  einer  Aenderung  der  Zerschneidung  zugehörigen  linearen 
Periodentransformation  (s.  Nr.  4)  entspricht,  folgt  dasselbe.  Sind  näm- 
lich v'„  die  neuen  Xormalintegrale ,  welche  mit  den  v„  durch  lineare 
liomogene  Relationen  zusammenhängen,  a'^y  die  neuen  Periodicitätsmoduln, 
so    geht    ÖhO';  <i«j)    nicht  in   i}h'(v';  a^,.)   über,    wo  die  g',  h'  mit  den 

g,  h  durch  diejenigen  linearen  homogenen  Gleichungen  verbunden  sind, 
über  welche  in  Nr.  4  berichtet  wurde;  sondern,  von  einer  Expo- 
nentialgrösse    abgesehen,    in    Oii-(v'+^u>"';  a'^y),  wo  ^cu'°  eine  gewisse 

halbe  Periode  vorstellt  (s.  Hermite  (ö),  Königsberger  (10),  Thomae 
(12),  Clebsch-Gordan  (17),  Weber  (37),  Noether  (62),  etc.;  in  Be- 
zug auf  Algebraisches  s.  auch  unten  Nr.  11).  Für  ein  ungerades  m  hat 
man  also,  wenn  man  nicht  auf  2mtel  Charakteristiken  kommen  will, 
noch  die  additive  Substitution  v'H-itü"^  =  w'  hinzuzufügen,  und  hat 
dann  zwischen  den  Elementen  der  Charakteristiken  Jj,{J'  im  wesentlichen 
nur  die  vorgenannte  Periodeusubstitution.  Für  m  =  2  dagegen  geht, 
wenn  ^(si'°  =  gu-rA-\-lh',!'a'^y  ist,   i>h(v)  in  i>ii<+ii-o(v')   über;    d.h.    die 

Transformation   der  Elemente  n,  m  der  Th.-Ch.  geht  aus  der  der  P.-Ch. 

liervor,  wenn  man  noch  alle  Elemente  der  neuen  Per.-Ch.  um  diejenigen 

Zahlen  n'",  m'°  vermehrt,  welche  aus  der  Th.-Ch.  C^'",,)  entstehen. 

8.     Wir    beschränken    uns    wegen    des    ausgezeichneten  Verhaltens  Eigenschaf- 
ten dersel- 

von  m  =  2  (s.  Nr.  2  und  Nr.  7)  nunmehr  auf  diesen  Fall:  Gewöhnliche      ben. 
Thetafunctionen  und  Wurzelfunctionen  zweiten  Grades, 
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Als  Fundamentalsatz  bezüglich  der  Tlietafunctionen  für  m  =  2  und 
ihrer  Charakteristiken  hat  man,  parallel  zu  dem  in  Nr.  4  mitgeteilten  In- 
varianzsatz, den  folgenden  anzusehen  (s.  die  in  Nr.  2  genannten  Arbeiten): 

Die  2-P  Thetafunctionen  zerfallen  in  2p~i(2ph-1)  gerade  und 
2P-1  (2p  —  1)  ungerade  Functionen  ihrer  Argumente,  je  nachdem 
^n;,my  ^0  oder  1   (mod.  2).    Dieser  Charakter  (des  Geraden  oder  Un- 

V 

geraden)  bleibt  bei  allen  linearen  (AbeTschen)  Periodentransformationen 
(Nr.  4,  7)  erhalten. 

Während  also  die  2-p — 1  Per.-Chn.  unter  sich  gleichberechtigt  sind,  zer- 
fallen die  2-P  Th.-Chn.  in  zwei  Arten.  Die  „geraden  Chn."  (Zn^m^^,  e^  0) 
oder  Chn.  erster  Art  werden  gewöhnlich  mit  (a),  (b),  .  .  .,  die  „un- 
geraden Chn."  (]Sn,,my  ^  1)  oder  Chn.  zweiter  Art  mit  (<z),  (ß), ... 
bezeichnet,  die  Th.-Chn.  überhaupt  mit  (x),  (k),  (1),  . . .  (die  P.-Chn,,  Avie  oben 
Nr.  3  erwähnt,  mit  [x],  [k],  [IJ,  . . .).  Aus  der  Definition  der  Thetafunctionen 
ergiebt  sich  die  weitere  Bedeutung  der  Thetacharakteristiken ,  dass  der 
Ausdruck  1)  von  Nr.  7  bei  Vermehrung  des  Argumentes  v^  um  — Tri  den 
Factor  ( — 1)"^^  bei  Vermehrung  der  Argumente  v,, . . . ,  v,,  um  a,^,, . . . ,  ap„ 
den  Factor  e  "  'V/'  .( — l)'"."  annimmt.  Indem  man  hieraus  auf  die 
Factoren  von  Producten  und  Quotienten  von  6-Functionen  schliesst,  ergiebt 
sich  als  Gewinn  der  Einführung  der  Chn.  eine  Rechnung  mit  Charak- 
teristiken. Die  Producte  von  Thetafunctionen  zu  je  r  geben  nämlich  neue 
Functionen   höherer  (rter)   Ordnung,    und    nehmen    bezw.    die   Factoren 

( — 1)"  ,  e~  '""'''' -"/^^ ( — 1)''  an,  also  mit  Charakteristiken,  deren 
Elemente  die  Summen  der  Elemente  der  Chn.  der  einzelnen  Functionen 
sind.  Ein  Aehnliches  gilt  für  Quotienten  der  Functionen  und  die  Differenzen 
der  Chn.  Chn.  werden  also  bei  beliebigem  m  summirt,  indem  man  je  ihre 
entsprechenden  Elemente  summirt  (und  mod.  m  reducirt).  Da  sich  nun 
die  Differenz  oder  Summe  zweier  Th.-Chn.,  oder  überhaupt  die  „Summe" 
einer  geraden  Anzahl  solcher,  mod.  2  genau  wie  die  P.-Chn.  transfor- 
miren,  die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  Th.-Chn.  aber  mod.  2 
wieder  wie  Th.-Chn.,  so  hat  man  als  Grundregel  für  m  =  2: 

Wenn  man  r  Th.-Chn.  durch  Summirung  entsprechender  Elemente 
zu  neuen  Chn.  zusammensetzt,  so  ist  das  Resultat  für  ein  ungerades  r 
wieder  eine  Th.-Ch.  einer  der  beiden  Arten,  die  gerade  Th.-Ch.  Cq""^) 
als  nicht  ausgezeichnet  eingeschlossen;  für  ein  gerades  r  aber  eine 
P. -Ch.,  wobei  jedoch  als  ausgezeichnet  die  uneigentliche  P.-Ch.  auf- 
treten, d.  h.  die  Summe  identisch  verschwinden  kann:  alsdann  sind 
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die  r  Tb. -Clin,    linear-abhängig.     P.-Cbn.,    in    beliebiger   Anzahl    zu 

einander  addirt,  geben   wieder  solche,   oder  identisch  0. 

h^H-h'+h'"H , 

Die  „Summe"    von  Chn.  x+l+niH =  ,  be- 

g>'-hg'+g"'-h"- 

hMiib'"... 
zeichnet  man  kurz  mit  7.1m...= 

Ö    ö  s      •  •  • 

Aus  den  Thetafunctionen  bildet  man  Quotienten,  die  2p-fach  periodi- 
sche Functionen  von  Vj,  ...,  Vp  darstellen,  indem  man  in  Zähler  und  Nenner 
Producte  von  gleich  vielen  Thetafunctionen  und  von  gleicher  Gesamtcharak- 
teristik  anschreibt,  wie  z.  B.  ö^(v)/öf  (v)  oder  i);f(v)[)i(v)/i>,n(v)i>,im(v). 
Auch  hieraus  lässt  sich  die  eben  erwähnte  Grundregel  für  Th.-Chn.  ab- 
leiten (s.  Schottky  ((53)).  Diese  2p -fach  periodischen  Functionen  sind 
die  sogenannten  „Abel "scheu  Functionen-  im  weiteren  Sinne;  sie  zer- 
fallen ebenfalls  in  gerade  und  ungerade  Functionen  ihrer  Argumente.  Von 
den  drei  Th.-Chn.  /,  1,  m  oder  ihren  zugehörigen  f}- Functionen,  und 
ebenso  von  den  Quadrupeln  x,  1,  m,  xlm,  sagt  man  nun,  dass  sie,  je 
nachdem  jener  letztere  Quotient  eine  gerade  oder  ungerade  Function  ist, 
in  „syzygetischer-'  oder  „azygetischer"  Beziehung  stehen  [Bezeichnung 
von  Frobenius  (jG);  hergenommen  von  dem  Verhalten  der  zugehörigen 
AVurzelformen  (s.  Nr.  10)  für  ungerade  x,  1,  m].  Zwei  Perioden-Charak- 
teristiken werden  „syzygetisch"  oder  „azygetisch"  genannt,  je  nachdem 
ihr  K  (s.  Nr.  4)  gerade  oder  ungerade  ist. 

0.      Ist  CS  möglich,  einer  Thetafunction  eine  Wurzelform  zuzuordnen,  ^iiordnuug 

^  '  der  Theta- 

so  kann  man  nach  Nr.  6.  indem  man  dieselbe  mit  Wurzelf unctionen  multi-  fmKtionen 

zu  fiewissen 

plicirt,  sogleich  jeder  Thetafunction   Wurzelformen  zuordnen.      Jene   Zu-ß'^'''''irunss- 

•■  ■         ^  -i  curven.  Die 

Ordnung,  welche  in  den  in  Nr.  2  citirten  Arbeiten  erörtert  wird,  besprechen     y^^ 
wir  nach    Clebsch-Gordan   (17).      Man    geht   dabei   wieder  von   einer ''^^r'ten'^*'" 
gegebenen  Zerschneidung  der  Riem an n 'sehen  Fläche  aus  und  betrachtet 

die  p  Nullpunkte  y'j',  ...,  yp   der  Function  von  x:  i>l    I    du),    wo    nur 

y 

angenommen  ist,  dass  0(0)  =^0  sein  soll.  Die  ji  hängen  nur  von  y  ab 
und  sind  bei  Clebsch-Gordan  algebraisch  defiuirt,  nämlich  als  die 
p  Berührungspunkte  einer  gewissen,  bei  der  gegebenen  Zerschneidung 
bestimmten  Berührungscurve  (n — 2)ter  Ordnung  rn_2,  welche  zur  Grund- 
curve  fn  adjungirt  ist,  durch  die  n — 2  weiteren  Schnittpunkte  von  f^  mit 
ihrer  Tangente  T  des  Punktes  y  hindurchgeht  und  die  f„  in  eben  jenen 
p  Punkten  yf  berührt.  Eine  Abänderung  von  y  in  z  würde  die  p  Punkte 
y"  nur  in  solche  p  Punkte  zf   überführen,   welche  rational  durch  die  y. 
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yf,  z  bestimmt  sind.     Nachdem  die  p  Punkte  y?  festgelegt  sind,  ergeben 

sich  die  Nullpunkte  x  =  x,,  . ..,  Xp  von  Ol    I    du— ei  ,  bei  beliebigen  e, 

y 

vermöge  der  Congruenzen:    Qu^  ^  I     ^^^   (mod.  Perioden).      Werden 

die  e,,  ...,  Cp  gleich  einem  halben  Periodensystem  ^ta"  gesetzt,  so  er- 
hält man  eine  Berührungscurve  r^—^i  <^ie  ™it  Tn— 2  alle  Eigenschaften 
gemein  hat,  nur  dass  sie  f  in  anderen  p  Punkten  yl'^)  berührt:  Punkte, 

in   denen   nun   die   Function   %y  (    I    du  1  von  x  verschwindet.     Den  2^? 

y 
Thetafunctionen  entsprechen  also  2-p  solcher  Berührungscurveu  rn-l25  Qiit 
denselben  festen  einfachen  Punkten;  und  auch  diese  Fn— 2  sind,  je  nach 
dem  Charakter  der  Th.-Ch.  (x),  in  zvv^ei  Arten  zerlegbar,  in  solche  erster 
Art,  wenn  (x)  gerade,  also  selbst  erster  Art,  und  zweiter  Art,  wenn  (x) 
ungerade,  also  zweiter  Art  ist.  Die  Zerlegung  ist  sonach  gegenüber  den 
Periodentransformationen  invariant. 

Die  Grundlage  bezüglich  der  algebraischen  Kriterien  dieser  Einteilung 
giebt  aber  der  Rie  mann 'sehe  Satz  über  das  Verschwinden  der  Theta- 
functionen (13),  nach  welchem,  wenn  i}(v)  und  alle  Differentialquotienten 
von  i}(v)  bis  zu  den  (p — l)ten  incl.  verschwinden  und 

,"X  p  -Xj 

^>  =  J    du«— ^    )      du,,     (fj,=  1,  ...,  p) 


i=l 

y 


gesetzt  wird,  p — 1  der  Grössen  X;  willkürlich  sind,  d.  h.  die  (x^,  ...,  Xp) 
einer  linearen  c>o?~'-VolIschar  angehören.  Sobald  nun  {>;,  (0)  =  0  ist,  fällt 
einer  der  p  Punkte  y^*^  in  y  selbst,  während  die  übrigen  p — 1  Punkte 
TjW,  ...j  rjW^  die  Berührungspunkte  einer  f  überall  berührenden 
Curve  C5x,  einer  „reinen"  adjungirten  Berührungscurve  (n — 3)ter  Ordnung 
C5;j  =  0,  d.  h.  die  Nullpunkte  einer  Berührungsform  j/^^  werden.  Dieser 
Fall  tritt  bei  ungeradem  (x)  immer  ein,  und  kann  bei  geradem  (x)  ein- 
treten [vermöge  specieller  Moduln  (Abschn.  VIII,  Nr.  4)].  Und  zwar  gehört 
[s.  Prym(15),  Weber  (35)]  die  Punktgruppe  ■r^^^\  ...,  r/'^p  und  damit 
die  zugehörige  Wurzelform  ]/cp;,,  zu  einer  linearen  Schar,  indem  sich 
diese  aus  einer  geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  solchen  Imear  und 
homogen  zusammensetzt,  je  nachdem  die  Th.-Ch.  (x)  gerade  oder  un- 
gerade ist.  Speciell  also  entspricht  der  Charakteristik  (x)  eine"  einzige 
Form,  wenn  (x)  ungerade  ist  und  die  ersten  Differential quotienten  von  i>;,(v) 
für  v- =  v„  =  .  •  •  =  Vp  =  0  nicht   alle  verschwinden,   d.  h.    oben  für 
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p  =  1 .  Algebraisch  hat  man  somit  Berülirungscurven  erster  oder  zweiter 
Art,  je  nachdem  die  zugehörigen  Wurzelformcn  ]/^  eine  cxy^''"^-  oder 
oo^*'-Schar  bilden  (auch  für  v  ==  0  gültig).  lui  Falle  der  Curve  vierter 
Ordnung  mit  p  =  3  sind  die  berührenden  <p^,  die  28  Doppeltangenten, 
alle  zweiter  Art  (v  =  0,  x  ungerade);  im  hypcrelliptischen  Falle  p  =  3 
giebt  CS  bei  der  Grundcurve  fünfter  Ordnung  mit  dreifachem  Punkt  a:  erstens 
die  28  von  a  ausgehenden  Tangentenpaare,  als  o^  zweiter  Art  (v  =  0,  x 
ungerade);  zweitens  die  oo^-Scliar  der  doppelt  gezählten  Geraden  durch 
a,  als  (p^  erster  Art  (v  =  1 ,  x  gerade).  Hiermit  sind  also  auch  reine 
Berührungscurven,  nämlich  alle  ]/üx5  Thetafunctionen  i^;.(v)  zugeordnet, 
aber  nur  dann,  wenn  Ox(0)  verschwindet. 

10.     Die  bisher  geschilderten  Zuordnungen  geben  zwar,  wenn  man  ^"°^;l"""« 

o  °  o  '  der  Wurzel- 

die  einfachsten  Wurzelformen  zu  Producten  und  homogenen  Summen  combi-  i"«""™«"- 
nirt,  schon  die  Charakteristiken  einer  grossen  Anzahl  von  "Wurzelformen;  um 
aber  eine  Einsicht  in  die  Anordnung  aller  Wurzelformen  zu  erhalten,  sind  noch 
die  algebraischen  Betrachtungen  über  invariante  Darstellung  herbeizuziehen, 
über  welche  im  VIII.  Abschnitt,  A  berichtet  worden  ist.  Zunächst  wird 
man  die  in  Nr.  9  besprochenen  ri-g  durch  Zufügen  der  Tangente  T  in 
reine  Berührungscurven  <|i,i_i  =  T . r„_2  (n — l)ter  Ordnung  umwandeln, 
welche  f^  in  p  +  n— 1  Punkten  berühren,  um  so  für  jede  Th.-Ch.  (z) 
auf  Wurzelformen  l/'j'l'lj  zu  kommen.  Irgend  zwei  Wurzelformen,  deren 
Quotient  rational  ist,  werden  alsdann  demselben  System  (x)  zugeordnet. 
Das  Product  zweier  demselben  (x)  zugeordneten  Wurzelformen  ]/'|'^'^, 
und  y-/}"'^  ist  aber  nicht  nur  eine  rationale,  sondern,  vermöge  fy  =  0, 
sogar  eine  ganze  Function  der  Coordinaten ,  sobald  auch  '/("'>  =  0  zu  f 
adjungirt  ist  (wie  der  Restsatz  zeigt);    und   die   Gleicliungen   der  Form: 

<i;W^.y(x)_B- =  f.A     (B  und  A  ganze  Funct.  der  Coord.) 
definiren  alle  zu  (x)  gehörigen  M'urzelformen   1/'/}"^  mit  linearen   Para- 
metern, wie  sie  in  B  eingehen. 

Die  invariante  Darstellung  setzt  nun,  nach  VIII,  A,  an  Stelle  der 
eben  genannten  reinen  Berührungscurven  (|iW  ^  und  j(('')  nur  solche  X^-") 
[wo  sich  nun  in  den  grossen  X  der  obere  Index  auf  die  Dimension  in 
den  cp,  der  untere  auf  die  Charakteristik  bezieht],  deren  Gleichungen 
sich  aus  Ausdrücken  [j,ter  Dimension  O^*"^  in  den  p  cp-Formen  linear  zu- 
sammensetzen, und  welche  in  }x(p — 1)  Punkten  des  algebraischen  Gebildes 
je  doppelt  verschwinden.  Für  [x  =  1  sind  die  j/X^')  die  in  Nr.  9  ange- 
führten einfachsten  Wurzelformen  j/cpx-  Die  Grundlage  der  ganzen  System- 
theorie   ist  hier  die   Erweiterung    der  Hesse'schen   Gleichung  (s.    oben 
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Nr.  ],   2)): 

X(").X(2^.-/^)_    [Cl)(^-)]2  =  0. 

AVenn  man  nämlich  im  Falle  einer  Curve  vierter  Ordnung  (p  =  3) 
durch  die  2[i,  Berührungspunkte  einer  reinen  Berührungscurve  jj-ter  Ord- 
nung X^'"^  eine  Curve  O^  der  Ordnung  X  =  ^(ix-)-2),  bezw.  =  ^([J--!-3) 
legt,  so  ergiebt  vorstehende  Gleichung  deren  Zuriickführung  auf  eine  reine  Be- 
rührungscurve X^^^"'"^  der  Ordnung  2X — -;x  =  2,  bezw.  3,  also  eines  der 
63  gleichberechtigten  ber^ihrenden  Kegelschnittsysteme  oder  das  uneigent- 
lichc  System  der  doppelt  gezählten  Geraden,  bezw.  eines  der  36H-28 
Systeme  von  berührenden  Curven  dritter  Ordnung.  Genau  ebenso  ergiebt 
sich  für  den  allgemeinen  Fall  aus  jener  Gleicliung,  dass  sich  alle  Wurzel- 
formen zweiten  Grades,  m  =  2,  von  beliebigem  tx,  zunächst  in  zwei  Ab- 
teilungen bringen  lassen: 

1)  Wurzelformen  gerader  Dimension,  für  gerades  »x,  nach  Nr.  3  mit 
]/X^^^  zu  bezeichnen,  und  aus  ]/X^^^  rational  abzuleiten,  speciell  auch  aus 
dem  uneigentlichen  System  der  doppelt  gezählten  cp  als  X^-^; 

2)  Wurzelformen  ungerader  Dimension,  für  ungerades  tx,  mit  j/X^*"^ 
zu   bezeichnen,  aus  j/X^'^^  rational  abzuleiten. 

Dividirt  man  die  Formen  j/X^"^  von  1)  durch  die  bei  geradem  ix 
rationale  Form  cp^/',  so  erhält  man  eine  Wurzel function,  welcher 
in  Nr.  3  eine  Perioden  Charakteristik  zugeordnet  wurde.  Die  Form 
yX<^^^  wurde  daher  wie  in  Nr.  3  bezeichnet.  Auch  nach  Nr.  8  muss 
man  diesen  Formen  ]/X(^\  welche  sich  aus  Summen  von  Producten  von 
je  einer  geraden  Anzahl  von  j/cp;,  zusammensetzen,  eine  Periodencharak- 
teristik zuordnen.  Es  giebt  also  2-p — 1  eigentliche  und  ein  uneigent- 
liches System  von  solchen  |/XC"^. 

Die  Formen  2),  für  ungerade  jx,  zerfallen  noch  weiter  in  zwei 
Arten.  Bei  der  f^,  p  =  3,  hat  man  in  Bezug  auf  die  \^^')  nur  die  beiden 
Fälle  der  Nichtexistenz  oder  der  Existenz  einer  Gleichung 

Xf.  9;,  — [<!)(-)]'  =  0,  vermöge  f^  =  0, 
oder,  was  dasselbe  ist,  einer  Gleichung 

X^"^  9.— [05(^+1)]'  =  0; 
denn  im  ersten  Falle  ist  (z)  gerade  (v  =  0,  Berührungssystem  erster 
Art,  s.  Nr.  9),  im  zweiten  Falle  ist  (x)  notwendig  ungerade  (v  =  0, 
Berührungssystem  zweiter  Art,  o^  eine  der  28  Doppeltangenten).  All- 
gemeiner hat  man  für  die  Systeme  X^''^  auch  zunächst  wieder  die  beiden 
Unterabteilungen,  je  nachdem  eine  Gleichung  der  Art 
X(3)XW  — [<D(-^)]^  =  0 
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nicht  existirt  oder  existirt.  Im  ersten  Falle  ist  (x)  jedenfalls  gerade,  und 
wir  sprechen  von  einem  System  erster  Art.  Die  letzteren  Systeme  führen 
auf  Systeme  Xf  ^  =^  cp;^ ;  aber  man  hat  diesclhen  min  noch  weiter  nach 
der  Mannigfaltigkeitszahl  M;<  eines  solchen  Systems  j/X'^'^  zu  sammeln 
lind,  nach  Nr.  9,  den  Th.-Chn.  (x),  für  die  }>,,((»)  =  (),  zuzuordnen. 
Dass  alle  Systeme  von  Wurzelformen  ungerader  Dimension  den  2-p 
Theta-Charaktcrist i ken  einzeln  zugeordnet  sind,  dass  es  also  2-''  ge- 
trennte Systeme  giebt,  lehrt  auch  die  Ersetzung  von  T.r,,  9  (s.  Anfang 
dieser  Nr.)  durch  eine  Form  0<^'^.<I>*7,  wo  fl)(')  irgend  eine  in  y  doppelt 
verschwindende  cp-Form,  (l>]^  ein  Ausdruck  <I>''-^  ist,  der  in  den  übrigen 
Nullpunkten  von  O*^')  ebenfalls  verschwindet,  in  p  weiteren  Punkten 
y^*),  ...,  y^*^)  aber  zu  0'  wird.  Dies  ist  dann  eine  (x)  zugeordnete  Form  X*^'*^, 
was  auch  die  Th.-Ch.  (x)  sei;  und  auf  diese  Formen  X^-'')  lassen  sich 
alle  X*^^^   reduciren. 

Die  Zuordnung  zu  den  Th.-Clin.  (x)  giebt  also  eine  Einteilung  der 
Wurzelformen  ungerader  Dimension  in  2  Arten:  1)  solche  erster  Art, 
für  welche  die  Anzahl  M^  der  linear-unabhängigen  Functionen  des  Systems 
|/Xf'^  auf  welches  die  Wurzelform  rational  zurückführt,  also  auch  die 
Th.-Ch.  (x),  gerade  ist  (wozu  auch  der  obige  Fall  M;,  =  0  gehört);  es 
giebt  deren  2''^'(2i'-|-l)  getrennte  Systeme;  2)  solche  zweiter  Art,  für 
welche  M;,,  also  auch  (x),  ungerade  ist:  2p~'(2'' — 1)  getrennte  Systeme. 

Den  Grund  dieser  Einteilung  nach  dem  Charakter  der  Zahl  M;^  rein 
algebraisch  zu  erkennen,  ist  eine  wichtige,  noch  uiigelijste  Aufgabe 
der  Theorie  der  Wurzelformen;  es  bleibt  rein  algebraisch  nachzuweisen, 
dass  eine  für  allgemeine  Moduln  einfache  Lösung  "j/X*^'^  (M^  =  1)  bei 
speciellen  Moduln  nur  in  eine  co"-,  ryc'^-,  ...-  Schar  von  Lösungen 
übergehen  kann. 

Insofern  die  Th.-Chn.  (x)  den  Wurzelformen  ungerader  Dimension 
zugeschrieben  sind,  heissen  sie  bei  Noether  (38^)  etc.  auch  „eigentliche 
Charakteristiken"  (x),  bei  Klein  (s.  Burkhardt  (69)  etc.)  „Prim- 
charakteristiken";  und  insofern  die  Per.-Chn.  [x]  den  Wurzelformen  gerader 
Dimension  oder  den  Wurzelfunctionen  zugeschrieben  werden,  bei  Noether 
auch  „Gruppencharakteristiken"  [x],  bei  Klein  „Elementarcharakteristiken". 

1 1 .     Die  Frage,  wie  man  für  die  Wurzelformen  ungerader  Dimension  uebergang 

von  relati- 

die    (absoluten)  eigentlichen   oder   Theta-Charakteristiken  bei  einer  vor-  ven  zu  at- 

^  .  soluteu  Cha- 

gelegten  Zerschneidung  der  Riemann'schen  Fläche   ohne  Integrationen  rakteristi- 

.       ken  bei 

finden  kann,   ist  in  neuerer  Zeit  mehrfach  aufgeworfen  worden  (implicit  gegebener 

Zerschnei- 

bei  Stande  (öSj;   bei  Klein  (60^),    der  sie  auch   für  den    hyperellip-     düng. 
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tischen  Fall  beantwortet;  u.  s.  w.).  Dieselbe  ist  aber  längst  durch  eine 
ganz  allgemeine  Regel  erledigt  (s.  z.  B.  Fuchs  (26)),  welche  Pryra  (15) 
nach  Riemann  entwickelt  hat,  und  welche  auch  in  der  Constantenbe- 
stimmung  von  Clebsch-Gordan  (17)  enthalten  ist. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  zunächst  nach  dem  in  Nr.  3  mitge- 
teilten Verfahren,  welches  sich  nur  der  Hülfsmittel  der  Algebra  und  der 
Analysis  situs  bedient,  die  Zuordnung  der  Wurzelfunctionen  (oder  Wurzel- 
formen gerader  Dimension)  zu  den  Charakteristiken  lialber  Perioden  aus- 
zuführen, die  sich  insbesondere  im  hyperelliptischen  Falle  unmittelbar  ab- 
liest. Hierdurch  ergeben  sich  auch  zu  allen  Quotienten  ]/XP5'/]/X*f),  wo 
]/Xp)  alle  2^P  in  Nr.  10  genannten  Systeme  der  "j/X*^''^  in  irgend  einer 
Ordnung,  |/X(f^  ein  beliebig  herausgewähltes  derselben  bezeichnen,  die 
zugehörigen  P.-Chn.,  etwa  bezw.  [1];  d.  h.  ]/X['^^  hat  relativ  gegen  ]/X[;'') 
die  Gruppencharakteristik  [1].  Die  Regel  ist  nun:  „Man  hat  dasjenige 
einzige  System  "|/Xp^  [d.  h.  diejenige  Ch.  1^]  herauszusuchen,  welches 
die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  Theta-Charakteristiken  (k)  =  (llQ)  gerade 
oder  ungerade  sind,  je  nachdem  ]/X['^^  ein  System  erster  oder  zweiter 
Art  (s.  Nr.  1 0)  ist.  Dem  System  ]/Xp^  hat  man  dann  diese  Charakteristik 
(k):^(ll^)  als  (absolute)  eigentliche  Charakteristik  (k)  in  der  gegebenen 
Zerschneidung  zuzulegen  [insbesondere  also  der  ]/X[-'^  die  eigentliche 
Charakteristik  (0)=(.^'"'  ),  der  j/X^;;')  die  eigentliche  Charakteristik  (1^,)]. 
Auch  bei  Abänderung  der  Zerschneid une  erhält  j/Xp)  immer  eine  gerade 

.  Diese  ältere  Regel  erfordert  also  nur  noch  einfache  arithmetische 
Combinationen ;  sie  umfasst  alle  späteren  speciellen  Formulirungen,  welche 
teilweise,  indem  sie  die  Theta-  und  Perioden-Charakteristiken  nicht  aus- 
einander halten,  die  Regel  zu  verdunkeln  geeignet  sind.  Die  Klein'sche 
correcte  Formulirung  s.  unten,  Nr.  1.3.  Eine  Vereinfachung  der  allge- 
meinen Regel  wird  noch  bei  Gelegenheit  der  Systeme  von  Charakteristi- 
ken (Nr.  21)  mitzuteilen  sein. 
Directere  12,     Die  Zuordnung  der  Thetafunctionen  i}y(x)  (wegen  der  Bedeu- 

Zuordnung  °  x\    y    \       b 

der  Theta- |;m-)o-  ^Qg,  Indox  s.  Nrn.  7,  8.    wesfen   v   s.  Nr.  7)    zu    den    einfachsten 

lunctionen  °  ^        -  o  / 

™fachsten^^^irzelformen,  ]Ap7(x),  lässt  sich  auch  durch  eine  Gleichung  ausdrücken; 
formen,    ^^^r  in  einfacher  Weise  nur,  wenn  (x)  ungerade,  =  (a)  ist  (für  andere 

(x)  vgl.  Nr.  24)  und  ^x\  j   du  )  nicht  für  alle  x  verschwindet.    Es  wird 


eigentliche  Charakteristik,    nämlich  die  I     ,„  |  von  Nr.  7. 
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dies  durch  die  Riemann'sche  Gleichung  (G^)  geleistet: 

y 

WO  c„  eine  von  a  abhängige,  von  x  und  y  unabhängige  Constantc,  ß 
ein  von  et  unabhängiger  Factor  ist. 

Der  obige  Factor  ii  ist  bei  Klein  (GO),  von  einem  Exponentialfactor 
abgesehen,  als  eine  „Primform"  gekennzeichnet  (s.  VIII,  Nr.  15);  mit  ihrer 
Hülfe  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  der  Formel  in  eine  „Function"  von 
X  und  y.  Da  man  die  Factorcn  von  il  an  den  Querschnitten  angeben 
kann,  so  bestimmt  der  Quotient  derjenigen  Factorcn,  die  ii  und  ii]/':p,^(x) 
annimmt,  die  der  Th.-Ch.  der  Wurzelform  ]/cp,^(x).  Hiervon  rührt  die 
Klein 'sehe  Bezeichnung  „Prim-Charakteristik"  für  Theta-  oder  eigentliche 
Charakteristiken  her,  nämlich  als  einer  nicht  für  die,  sondern  mit  Hülfe 
der  Primform  gewonnenen  Charakteristik  der  Wurzelform. 

Man  kann  auch  sagen:  wird  {^„(v)  nach  aufsteigenden  Potenzen 
der  V|,  ...,  Vp  entwickelt,    so   liefert   das  Glied  erster  Dimension: 


i=l    L 


avi 


,.J.i(x)  =  c'.p.(x), 


wo  die  'i^iCx)  die  p  Formen  ci  sind,  welche  in  den  kanonischen  Inte- 
gralen erster  Gattung  auftreten,  und  c'  eine  von  x  unabhängige  Con- 
stante  ist. 

Der  Unterschied  gegenüber  der  früheren  Methode  der  Zuordnung 
besteht  hauptsächlich  darin,  dass  hier  noch  weitere  transcendeute  Mittel 
aufgewendet  werden.  Uebrigens  lässt  sich  diese  Definition  auch  noch 
auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  &zO')  "i^d  eine  Reihe  von  Differentialquo- 
tienten für  die  XuUwerte  der  v  verschwinden.  Wenn  nämlich  wieder 
dVj  :  dv, :  ... :  dvp  =  (|»,  :  '|,,  :  . . .  :  tj<p,  und  das  niedrigste,  nicht  verschwin- 
dende Glied  in  der  Entwicklung  der  Thetafunction  das  pte  (v^,  ...,  Vp)„  ist, 
so  hat  man  in 

eine  Gleichung,  aus  welcher  man  nach  einer  ohne  Beweis  mitgeteilten  Angabe 
von  Klein  (70^)  die  zugehörige  cx^c^^-Schar  von  berührenden  cp^  folgender- 
massen  ableitet:  Wenn  man  6p  ...,  ^bp  als  homogene  Coordinaten  eines  Rau- 
mes [p — 1]  von  p  —  1  Dimensionen  interpretirt ,  so  stellt  ([)]-' =  0  ein 
Raumgebilde  von  p  —  2  Dimensionen  vor,  welches  aber  nur  oot'~^  lineare 
Tangentengebilde  von  (p  —  2)ter  Dimension  bat;  diese  letzteren  bilden  für 
die  Normalcurve  des  [p — 1]  die  Schar  der  berührenden  Ox- 
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C.    Der  liyperelliptische  Fall  bei  m  =  2. 

EinordnuDg  13.     Am  liyperelHptlschen  Falle  haben  Weierstrass  und  Prym  ihre 

unter  den  J  c  r 

allgemeinen  Charakteristikenhetrachtungen  entwickelt.  Bevor  wir  uns  zur  Besprechung 
der  Systeme  von  Charakteristiken  wenden,  schalten  wir  hier  ein  Capitel  ein 
über  die  Einordnung  des  in  dieser  Hinsicht  sehr  speciellen  hyperelliptischen 
Falles  unter  die  im  vorhergehenden  mitgeteilten  allgemeinen  Auffassungen. 
Man  legt  für  den  hyperelliptischen  Fall  von  der  Geschlechtszahl  p 
eine  Gleichung  s^:^  fi;p+2(z),  oder  auch  eine  Curve  i(x^,x^,x^)  ^=^  0  von 
der  Ordnung  p  +  2,  mit  p-fachem  Punkt  in  x^  =  x^  =  0,  zu  Grunde.  In 
beiden  Fällen  sind  die  Formen  <-^  die  p  ganzen  Functionen  (p — l)ten 
Grades  in  z,  bezw^  homogen  in  x.,,  x^.  Die  Wurzeln  von  f2p^2(z)  =  " 
seien  q„,  ...;  qop+i;  wir  setzen  z  —  q^  =  z^,  ...,  z  — q.2p+i  =  Z2p-,-i; 
dann  seien  x^ — qjXj  =  Zj  =  0  die  vom  p-fachen  Punkte  aus  gezogenen 
Tangenten  der  Curve.  Ar,  Bf,  .  .  .  seien  ganze  Functionen  rten  Grades  in  z, 
bezw.  homogen  in  x^,  x^.  Die  aus  diesen  ]/z^  resultirenden  Wurzelfun c- 
tionen  führen  auf  Functionen  der  Art  (wegen  der  Bezeichnung  siehe  Nr.  3) 


As]/z^,Z,  ■■■  Z2r-i 

WO  Zq,  Z|,  ...,  zor— 1  von  einander  verschieden  sind,  also  (Nr.  10)  auf 
„Wurzelformen  gerader  Dimension"  j/z^z, . .  .  Z2r— i;  und  für  die  Zu- 
ordnung zu  Per. -Chn.  genügt  hier  die  Betrachtung  aller  Wurzelformen 
gerader  Dimension  der  Art  |/zjZ2p+i  (j  =  0,  .  .  . ,  2p).  Für  die  Form  ge- 
rader Dimension  j/z^z,  . . .  Z2r— i  hat  man,  nach  Nr.  3,  m^  ^  }",  je  nach- 
dem der  Weg  a^  um  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  der  Punkte 
q^,  qj,  .  .  .,  qor-i  einfach  herumgeht;  n^  ^  {J*,  je  naclidem  der  Weg  b^ 
um  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  der  Punkte  q^,  q,,  .  .  .,  qor-i  einfach 
herumgeht. 

So   hat   man   z.  B.    bei    der    sogenannten   Weierstrass'schen   Zer- 
schneidung, nach  welcher 

Weg  b^  um  q2^_i,  qs^;     Weg  a^,  um  q„,  q,,  .  .  .,  qo^-i 
je   einmal  gehen,    bei  p  =  3,    also   [x=l,2,  3,    folgende  Tabelle   für 

Wurzelformen  gerader  Dimension  und  P. -Chn.  .   Den  Wurzelfunctionen 

oder  Wurzelformen  gerader  Dimension: 


y^;      y^;     l/i^Zj^3;  ]/^^;     j/z^z.;      l/z^z^;     ]/z,  Z3Z.Z,;   etc. 
gehören  die  Per.-Chn.  zu: 

riooi  rooo]     [oioi  roorn  roo  n  roooi    fi  1 1]. 

LoooJ'LiooJ'    LoooJ'  lo  1  oj' [oooj' Log  ij'    LioiJ'^^' 
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aus  deren  sechs  ersten  Zuordnungen  übrigens  schon  von  selbst  die  an- 
deren folgen,  bis  auf  die  Form  Vz^Zj  ...  z^,  der  aber,  als  Wurzelform 
gerader  Dimension,  nur  die  uneigentlichc  Per. -Ch.  [|||||j^0  zuge- 
schrieben ist.     In  der  That  ist  diese  Form  rational  bekannt  (=  s). 

Als  "Wurzelformen  ungerader  Dimension  hat  man  hier  zuerst  die 

]/ük,  von  der  Art  |/z^^  z„,. . . .  z„  _  ,  dann  irgend  welche  Producte  aus  einer 
ungeraden    Anzahl    solcher    Factoren.      Zwei   Wurzelformen    ungerader 


Dimension,  deren  Product  ^  Aj/z^Zj  ...  Zgp+i,  wo  A  eine  ganze  homo- 
gene Function  von  x.^,  x^  ist,  haben  dieselbe  eigentliche  (oder  Th.-)Ch. 
Nimmt  man  ot, ,  .  .  .,  ocp-i  von  einander  verschieden,  so  erhält  man 
(•2pH-2)p_i  Wurzelfunctionen  ungerader  Dimension  V'fkj  welche  je  keiner 
Schar  augehören,  d.  h.  (Nr.  9)  ungerade  eigentliche  Chn.  (k)  haben. 
Nimmt  man  aber  nur  zwei  der  a  einander  gleich,  so  erhält  man  in  A, 
yzg^.-.ia  _oi  wo  A|  eine  beliebige  lineare  Form  von  x.^,  x^  ist,  eine 
oo^-Schar  von  Wurzelformeu  j/ok?  die  also  einer  geraden  eigentlichen 
Ch.  (k)  zugeordnet  sind,  und  zwar  giebt  es  (2p-f-2)p_3  solcher  Scharen; 
U.S.  w.  Ebenso  ist  ein  Product  von  p+1  verschiedenen  ]/zj,  weil  es  sich  nicht 
auf  ein  Product  von  p — 1  Factoren  |/zj  rational  zurückführen  lässt,  einer  ge- 
raden eigentlichen  Ch.  (k)  zugeordnet,  für  welche  ilk(O)  nicht  verschwindet. 
Insbesondere  sind  die  ]/zj  selbst  geraden  oder  ungeraden  eigentlichen 
Chn.  zugeordnet,  je  nachdem  p  von  der  Form  4-  oder  4:1 -+-"2.  Ist 
aber  p  ungerade,  so  sind  alle  Wurzelformeu  ungerader  Dimension  Pro- 
ducte einer  geraden  Zahl  von  ^z^,  also  ausser  lieh  von  derselben  Ge- 
stalt wie  die  P.-Chn.  zugeordneten  Wurzelformen  gerader  Dimension  ]/  : 
dies  rührt  davon  her,  dass  eine  von  jenen  hier  von  vornherein  ausge- 
zeichnet ist,  die  Wurzelform  ungerader  Dimension  yz,^, Zj  . ..  Zop+i-  Die 
l/zß^z«,  haben  hier  gerade  oder  ungerade  eigentliche  Chn.,  je  nachdem 
p  von  der  Form  47r  +  l   oder  47r+3  ist,  u.  s.  w. 

Für  p  =  3  nimmt  man  nun  irgend  eine  Wurzelform  ungerader  Di- 
mension heraus,  etwa  ]/X|^  =  ]/zq z,  . . .  z^  ;  dann  stellen  die  oben  hin- 
geschriebenen Per.-Chn.  die  relativen  Gruppen-Chn.  der  Wurzelformen 
ungerader  Dimension 

l/i^;  Vz;^,:  ]/z,  z,  z,^;  ]/^^;  j/z^z^;  ]/z,  z^j^ l/zT^T^T;  etc. 
gegenüber  "j/X^  dar  (da  z.  B.  ]/zqZ,  .  . .  z.  .j/z^Zj  und  j/z^jZ,  dieselbe  eigent- 
liche Ch.  haben).  Addirt  man  zu  den  oben  angegebenen  Per.-Chn.  die 
eigentliche  Ch. :   (1^)  =  (J '  J),  so  ordnet  sie  den  Wurzelformen  ungerader 

Jahresber.  d.  ücutscben   Mathem.-Vcreinijiung.     III.  32 
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Dimension,  gebildet  aus  je  zwei  verschiedenen  der  yij  (d.  h.  solchen 
zweiter  Art),  ungerade,  denen  gebildet  aus  je  vier  verschiedenen  der 
]/zj  (d.  h.  solchen  erster  Art)  aber  gerade  eigentliche  Chn.  zu. 

Es  erhalten  nämlich  die  genannten  Wurzelformen  ungerader  Dimen- 
sion der  Reihe  nach  die  eigentlichen  Chn.: 

Vi  0  1  j'  vo  0  1  j'  lo  0  07'  Vi  1 1  j'  u  0  1  j'  Vi  0  oj'  Vo  0  op 

Die  Ch.  (1,,),  die  einzige  mit  der  genannten  Eigenschaft,  ist  also  der 
]/Xg  =  |/Z|j Z|  ...z.  als  eigentliche  Charakteristik  zuzulegen;  dagegen  der 
Wurzelform  ungerader  Dimension,  welche  gegen  j/X^  die  relative  Gruppench. 
(ji^j)  hatte,  nämlich  |/zjZjZ..z^,  oder  der  rational  mit  ihr  verbundenen 
]/zq  z^  z^  Zg ,  die  gerade  (in  der  Zerschneidung  ausgezeichnete)  eigentliche  Ch. 

C'o'o^"  —  ^^^  könnte  auch,  was  dasselbe  ist,  die  Wurzelfunctionen  |/ 
auf  alle  möglichen  Weisen,  von  rationalen  Factoren  abgesehen,  in  das  Pro- 
duct  zweier  eigentlicher  Wurzelformen  ]/  zerlegen,  und  fände  nur 
einen  Factor  ]/zj  z^  z^  z^  ^  j/z^  z^  z^  Zg  derart,  dass  der  andere  Factor 
erster  oder  zweiter  Art  wird,  je  nachdem  die  zu  "[/  gehörige  Per.-Ch., 
verbunden  mit  ('"';,  eine  gerade  oder  ungerade  Th.-Ch.  liefert. 

Bei  p  =  5  erhielte  man  auf  diese  Weise  in  der  Weierstrass'- 
schen  Zerschneidung  für  "j/z^, z., z^  z^  z^  z, ^  die  eigentliche  Ch.  ([|°  "'[■),  für 
yz,z,Z2...Zj,   die   eigentliche  ungerade  Ch.  (g  =  (;;|JJ). 

Bei  p  =  4  nehme  man  als  j/X^  etwa  j/z^  heraus.  Dann  hat  man 
den  Per.-Chn. 


rioooi     roooo]     roioo] 
LooooJ'    LioooJ'    LooooJ' 


etc. 


die  relativen  Chn.  gegen  |/z^  von : 

V^i'    V\^2'    yz,  Z2Z3,     etc. 
und  findet  —  da  hier  die  eigentlichen  Chn.  von  einem  oder  fünfen  der  j/zj 
gerade,    von   dreien    ungerade  werden  sollen   —   (l^)  =  (^J^y)  für  yz^^, 

"°d  (00' 00)  fö''  V^^Tz^z^. 

Klein  (6t\)  (s.  auch  Thompson  (78))  fasst  diese  Bestimmung 
der  eigentlichen  Chn.  der  Wurzelformen  ungerader  Dimension  im  hyper- 
elliptischen Falle  nur  zusammen,  wenn  er  sagt:  Auf  einem  Periodenwege, 
welcher  eine  Anzahl  von  4r  (bezw.  4rH-2)  Verzweigungspunkten  einfach 
umläuft,  giebt  man  der  Wurzelform  ]/^  ^  y/_,  wo  f2p+2=:(|^.^  und  t]; 
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aus  p-l-l±2k   einfachen  Factoren    besteht,  das  Element  \°  der  eigent- 

,       ,  ,  ,  ,         .         gerade     /,  ungerade^  , 

liehen  Charakteristik,  ie  nachdcni  eine  I  hczw.  I  Anzahl 

ungerade  \  gerade  / 

der  eingeschlossenen  Verzweigungspunkte  als  Factoren  von  »j»  auftreten.  — 
Was  in  (78)  welter  als  „geometrische  Charakteristik"  der  Zerschneidung 
bezeichnet  wird,  ist  die  Gruppen-Charakteristik  von  "j/z^z^Zj  ...  Z2p+i  bei 
ungeradem  p,  und  von  ]/Z|  z^z.  ...  Z2p+i .  j/'z,,  bei  geradem  p;  im  letzte- 
ren Falle  aber  ist  j/z^  an  sich  nicht  in  der  Zerschneid ung  ausge- 
zeichnet, sondern  nur  durch  eine  bestimmte  Anordnung  der  2p  Quer- 
schnittswTge,  während  die  Auszeichnung  von  Y^ihh  •  •  ■  ^2i>+u  oder 
Chi  '  (j)'  ^^^^  dieser  Ordnung  unabhängig   ist. 

Die  Zweiteilungsgleichung,  allgemein  von  der  Ordnung  ß,,  (s.  Nr.  5), 
reducirt  sich  im  hyperelliptischen  Fall  auf  eine  Gleichung  (2p-f-2)tcn 
Grades  mit  nur  (2p +  2)!  Substitutionen. 


D.    Die  Charakteristikensysteuie. 

14.  Nachdem  wir  in  Cap.  A.  und  B.  über  die  Zuordnung  der  ue'^««^J>i 
zweimal  2-p  „Systeme  von  reinen  Berührungscurven"  oder  von  Wurzel- 
formen zu  ebensovielen  Charakteristiken  —  nämlich  der  Wurzelformen  un- 
gerader Dimension  zu  den  2^p  Tlieta-  oder  eigentlichen  Charakteristiken, 
der  gerader  Dimension  zu  den  2^p  Perioden-  oder  Gruppen-Charakteristi- 
ken —  berichtet  haben,  bietet  sich  nun  die  Aufgabe,  über  diejeni- 
gen Arbeiten  zu  referiren,  welche  die  Gruppirung  der  Charakteristiken  zu 
Systemen  von  solchen  behandeln,  d.  h.  die  Combinationcn,  in  welchen  die 
Systeme  von  Wurzelformen  sich  selbst  wieder  zusammenschliessen.  Da  sich 
an  dieser  Systembildung  überhaupt  die  Charakteristikentheorie  entwickelt 
hat,  so  werden  wir  hier  unseren  Bericht  historisch  fassen  können.  Wir 
haben  in  D.  zunächst  zu  verfolgen,  wie  Weierstrass  die  Thetafunctionen 
mit  Indices  versehen  hat,  welche  algebraischen  Ursprungs  sind,  näm- 
lich von  den  in  Cap.  C.  angeführten  hyperelliptischen  Wurzelformen  her- 
stammen, und  die  einen  einfachen  Calcnl  zulassen.  In  der  Thatsache,  dass 
sich  diese  Wurzelformen  und  Indices  aus  2p,  bezw.  2p-hl,  derselben 
ableiten,  hat  man  schon  das  einfachste  System  von  Gruppen-Charakteristiken 
vor  sich  (Nr.  15).  Durch  Integration  zwischen  den  Verzweigungspunkten 
der  hyperelliptischen  Fläche  und  durch  Anwendung  Riemann 'scher  Sätze 
gelangt  Prym  im  wesentlichen  zu  denselben  Zusammensetzungen,  übrigens 
schon  mit  dem  Uebergang  zu  den  eigentlichen  Charakteristiken  (Nr.  IG). 

32* 
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Ein  Ueberblick  über  die  überhaupt  möglichen  Systeme  von  eigentlichen 
Charakteristiken  mit  bestimmten  Eigenschaften  ist  zuerst  für  p  ==  .3  von 
Weber  gegeben  worden  (Nr.  18),  war  aber  schon  von  geometrisch-algebrai- 
scher Seite  her  durch  die  Untersuchungen  von  Hesse  über  die  Gruppi- 
rungen  der  Berührungscurven  einer  Grundcur\e  vierter  Ordnung,  und  ins- 
besondere durch  die  von  Aronhold  und  Clebsch  über  7-Systeme  von 
Doppeltangenten  völlig  vorbereitet  (Nr.  17).  Aus  geometrischer  Quelle, 
nämlich  aus  Clebsch's  allgemeiner  Theorie  der  Berührungscurven,  ist  auch 
die  Jordan 'sehe  Bestimmung  der  Ordnung  der  Teilungsgruppe  und  ilirer 
erzeugenden  Substitutionen  an  der  Hand  der  Charakteristikentheorie  geflos- 
sen (Nr.  19).  Auch  die  Verwertung  dieser  Betrachtungen  für  eine  Theorie 
der  Systeme  von  Charakteristiken  bei  p  =  4  ist  wiederum  nicht  ohne 
den  Durchgang  durch  geometrische  Untersuchungen  erfolgt  (Nr.  20). 

Die  Systembildungen  für  ein  allgemeines  p  wurden  aus  den  in  Nr.  4 
und  8  bezeichneten  invarianten  Eigenschaften  —  wobei  entweder  das  von 
Weierstrass  und  Prym  benutzte  („Riemann'sche")  Gruppensystem  oder 
das  System  der  2p  Gruppen-Charakteristiken,  das  den  2p  Perioden  an  den 
kanonischen  Querschnitten  entspricht,  den  Mittelpunkt  bildet  —  ziemlich 
gleichzeitig  von  Stahl,  Jordan,  Noether  abgeleitet  (Nr.  21);  etwas  später 
von  Frobenius,  der,  wie  auch  Schottky,  seinen  anfänglich  abweichenden 
Standpunkt  seit  1886  mit  jenem  vertauscht  hat  (Nr.  22). 

Wir    werden    das   Capitel  D.   mit  einem  Blick  auf  die  wenigen  an- 
knüpfenden  späteren  Arbeiten    und   mit  einem  Verzeichnis  von  Abhand- 
lungen, welche  zur  Orientirung  in  den  mannigfach  wechselnden  Bezeich- 
nungen dienen  können,  abschliessen. 
s^ras^sclTen  ^'^'     ^^^*  ^®^  expliciteu  Einführung  der  2-p  Thetafunctionen  beginnen 

indices.  y^  (|jg  Mitte  der  30er  Jahxe*)  die  Jacobi'schen  Vorlesungen  über  ellip- 
tische Functionen,  in  welchen  für  p  ^  1  die  4  Functionen  mit  Indices,  1  für 
die  ungerade,  0,  2,  3  für  die  geraden  Functionen,  geschrieben  werden, 
und  zwar  D,  »K,  {)„,  i^„  bezw.  für  i>o.  Di,  1)1,  Uo  (von  constanten  Factoren 

l'        i'        6  ,  100^ 

abgesehen)  (Werke  I,  p.  499;  publ.  1881).  Zu  Anfang  der  40er  Jahre 
schreibt  Ch.  Gudermann  (J.  f.  M.  Bde.  18— 25)  dieselben  ohne  Indices, 
unter  der  Bezeichnung  „llülfsfunctionen  Al(u),  Bl(u),  Gl(u),  Hl(u)''. 
Die  16  Thetafunctionen  für  p  =  2  erscheinen  bei  Göpel  (2)  unter 
4  Buchstaben  mit  Accenten;  bei  Rosenhain  (2)  unter  doppelter  Indices- 
bezeichnung  ©ti  (v,  w).  Die  letzteren  entstehen  nämlich  aus  den  ellip- 
tischen dk(v)  Jacobi's  durch  nochmalige  Summirung,    sodass    sich   der 

*)  Nach   Kronocker,  J.  f.  M.  108. 
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erste  Index  auf  v,  der  zweite  auf  w  bezieht;  sobald  einer  der  Indices 
=  1  ist,  wird  cpkj  (v,  w)  ungerade.  Die  2-p  Functionen  für  beliebige  p 
führt  Weierstrass  im  Programm  von  184!)  (o),  offenbar  im  Anschluss 
an  Gudermann,  als  „Ilülfsfunctionen"  ein,  aber  schon  mit  einer  In- 
dicesbezeichnung,  welche  mit  dem  VerluUtcn  eines  ausgczeiclmeten 
i^2p+i("'i:  ■■•:  i'p)  gegenüber  den  halben  Perioden  zusammenhängt,  die  also 
zu  einem  Indexcalcul  führen  musste.  In  der  That  bezeichnet  Weierstrass 
im  J.  f.  M.  47  (1853)  die  Thetafunctionen  mit  Al(u)„  und  Al(u)„^5, 
wo  der  Index  c«ß  duroli  Addition  der  entsprechenden  Charakteristiken- 
elemente  der  Indices  a  und  ß  entsteht,  also  eine  „Summe"  zweier  Indices 
darstellt. 

Die  Weierstrass'scheu  Indices  der  hypcrelliptisclieu  Thetafunctionen 
sind  aus  den  in  C.  besprochenen  algebraischen  Beziehungen,  an  welche 
auch  wir  hier  anknüpfen  wollen,  hergenommen. 

Direct  treten  bei  Weierstrass  selbst  nur  die  Zuordnungen  von 
Wurzelfunctionen,   oder  Formen  J/^  zu  Indices,  also   zu  {)-Quotienten 


auf.  Den  Wurzelformen  gerader  Dimension  yZjZop_|_i  (j  =  0,  1,  . . ..  2p) 
erteilt  nämlicli  Weierstrass.  an  die  Gruppcn-Indiccs  [J,  ip+lj  an- 
schliessend, unter  Auszeichnung  von  z^,,,+i  (dessen  Verzweigungspunkt 
im  Unendliclien  angenommen  wird),  den  Index  j.  So  z.  B.  liat,  bei  der 
in  C.  erwähnten  Zersclmeidung  der  Fläche  für  p^  2,  ]/zq.]/z^  =yz^^z. 
die  Gruppen -Charakteristik  [05]  =  [5]'],  nnd  iKio  erhält  (indem  man  die 
eigentliche  Charakteristik  ([jj])  addirt  denkt)  bei  Weierstrass  die  Bezeich- 
nung {>,|,  während  jene  Wurzelfunction  |/z^z^  dem  Weierstrass'schen 
Quotienten  iIq/Oj  zugeordnet  ist. 

Was  die  Wurzelformen  ungerader  Dimension  J/  betrifft,  so  wurde 
in  C,  bei  bestimmter  Zerschneidung  der  Fläche,  einer  Wurzelform,  etwa 
W  =  j/z,,^  z«, ...  z„  _,^., ,,  eine  eigentliche  Charakteristik  (k)  und  damit 
eine  Thetafunction  t>k(^')  zugeordnet.  An  Stelle  der  Tlieta- Charakte- 
ristik (k)  könnte  man  nun  dieser  Function  den  Index  der  algebraischen 
Form:  (7.^,«.,,.  ..,ap_i±-j,.)  als  „eigenthchen  Index"  zuschreiben,  wie  es  auch 
seit  Weber  (o4,,)  etc.  allgemein  zu  geschehen  pflegt.  Die  Weierstrass'- 
schen Indices  aber  erhält  mau,  wenn  man  der  i)k(v)  von  der  Charakteristik 
(k),  w^elche  W  entspricht,  den  relativen  Gruppenindex  von  W  gegenüber 
"l/zjZjZ.  ...zop+i,  nämlich  1,3,5...,  2p4-l,  «pOt^- ••  ■■ '^p-i*-'"  zuschreibt; 
dabei  ist  die  Zusammensetzung  die,  dass  diese  Indices  durch  Vertauschung 
der  sie  componirenden  Zahlen  nicht  verändert  werden,  und  dass  zwei 
gleiche  Zahlen  sich  aufheben.     Weiter  aber  lässt  Weierstrass  alsdann 


502 


IX.     Wurzelfunctioneu  und  Wurzelformeu.     D.  Systeme. 


das  Zeichen  2p +  1,   wo   es   vorkommt,   weg   und   fügt  es  dem  0  ohne 
Index  bei,  welch  letzteres  bei  Königsberger  (10)  ohne  Index  bleibt. 
Für  p  =  2  hat  man  so  die  folgende  Tabelle : 


Wurzelformen 
ungerader  Dimen- 
sion 

i^ 
1^ 


Eigent- 
liche 
Indices 


Th.-Chn. 
inWeier-    Relative  Indices 


KzoZizä^Kzä^  012  =  345 

yzQi.yX^  =  yi'iii^ii  013  =  245 

Kz^^EEE^is^  014=235 

J^ZjZs  =  }''z^z^  015  =  234 

V^^  =  FziZ4Z5  023  =  145 

KzoZoZ^  =  I/Z1Z3Z5  024=135 

Kw^^V^w"*  025EE134 

J/z^z^=  KziZa^s  034=125 


strass'- 

scher  Zer- 

schneidg. 

(Nr.  13) 

aD 

(20 

(1?) 
(U) 
(U) 
(it) 
(??) 

(n) 
(0^?) 

(H) 


>^ZoZ3Z5EEt/ziZ,z,  035  =  124     (Jg) 
J^z,Z5  EEE  I/Z.Z2Z3   045  =  123     {\X) 


gegen 


24 
35 
04 
15 
02 
13 
14 
95 
12 
03 
34 

45 
23 
Ol 
25 


Weier- 

strass'- 

sche 
Indices 

24 

3 
04 

1 
02 
13 
14 

0 
12 
03 
34 

5 

4 
23 
Ol 

2 


Rosen- 

hain'sche 

Indices 


21 
31 
Ol 
10 
13 
12 
11 
00 
03 
02 
30 
33 
32 
22 
23 
20 


Die  Rechnung  mit  den  Weierstrass'schen  Indices  findet  genau  so 
statt,  wie  mit  den  eigentlichen  Indices:  die  „Summe"  von  je  2rH-l 
solchen  giebt  wieder  einen  Thetaindex.  Die  Regel  kann  bei  Weier- 
strass,  aber  nur  scheinbar,  in  der  Weise  durchbrochen  werden,  dass  einer 
der  Summanden  aus  CJo'"!!)?  also  aus  dem  wegzulassenden  Index  2p -|-1 
besteht.  Bei  Rosenhain  wird  einfach  jede  der  zwei  Indicesreihen  für  sich 
addirt,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Summe  der  vier  elliptischen  Indices 
verschwindet;  daraus  folgt  auch,  dass  vier  Rosenhain'sche  Indices  iO,  il, 
i2,  io,  oder  Ok,  Ik,  2k,  ok,  ein  „azygetisches",  00,  11,  22,  33  ein 
„syzygetisches"  (oder  „GöpeTsches")  Quadrupel  bilden  (s.  Schluss  von 
Nr.  8).  [Der  Uebergang  von  Weierstrass  zu  Rosenhain  eingehender 
bei  Pringsheim(29),  Weber  (34^).] 

Aus   den   genannten   2p +1    einfachsten  Wurzelfunctioneu  ]/zjZ2p_|.i 
ergeben  sich  durch  Combination  alle  Wurzelfunctioneu;  und  ebenso  werden 


16.    Die  Pryin'schen  Charakteristikensysteme.  503 

bei  Weierstrass  alle  Indices  von  Thetafunctionen,  ausgenommen  den 
ausgezeichneten  Index  2p -+-1,  durch  Combination  der  Indices  0,  1,  ...,  2p 
in   Iter,  2ter,  . ..,  pter  Ordnung  erlialten. 

So  hat  Weierstrass  nicht  nur  die  Indicesrechnung  eingeführt, 
sondern  auch  das  erste  Cliarakteristikensystem,  aus  dem  sich  alle 
Charakteristiken  ableiten  lassen:  ein  System  aus  2p-f-l  Gruppen-Charak- 
teristiken, deren  Summe  identisch  0  ist,  verbunden  mit  der  ausgezeich- 
neten Th.-Ch.  Q,l['\0  ^011  ^-'p+i- 

Die  Unterscheidung  des  Charakters  der  Thetafunctionen  geschieht 
durch  die  zu  y^"'lj  gehörige  Function  "[/z^  Z3  z. . . . zop+i ;  und  die  Regel 
stimmt  mit  der  von  Prym  angegebenen,  s.  unten  Nr.  IG,  überein.  Ins- 
besondere verschwinden  im  hyperelliptischen  Falle  und  bei  der  Weier- 
strass'schen  Anordnung  nur  diejenigen  i>aOO  nicht,  deren  (a)  in  eine 
der  Formen  (1,  3,  5,  ...,  2p — 1,  «j,  ...,  0:,,)  oder  (1.  3,  5,  ...,  2p — 1, 
a,,  ...,  (Xp+i)  gesetzt  werden  kann,  wo  die  a  verschiedene  Zahlen  aus 
der  Reihe  0.  1,  ...,  2p  .sind  (s.  Königsberger  (10);  Pringsheim  (32) 
besonders  für  p  =  4). 

16.     Indem  Prym  (15)  die  Riemann"sche  Zuordnung  von  Theta- Die  Prym'- 

A_     ■'  ^  sehen  Cha- 

functionen  zu  Formen  1/c;,,   (s.  Xr.  G   und    12)  auf  den  livperelliptischen  rakterisu- 

'    ■  '•    ^  ^  '  '■  ^  kensjsteme. 

Fall  anwendet  und  den  einfachsten  Wurzelfunctionen  |/ZjZ^,p^i  durch 
Integration  zwischen  den  Verzweigungspunkten  von  Zj  und  Z2p+i  in 
jeder  Zerschneidung  bestimmte  Gruppen-  oder  Perioden- Charakteristiken 
beilegt,  unterscheidet  er  zum  ersten  Mal  explicit  die  Perioden-  von  den 
Theta-Charakteristiken  [er  bezeichnet  jene  als  (x),  diese  als  [z].  also  in 
umgekehrtem  Sinne,  wie  es  in  diesem  Referate  (s.  Nr.  7,  8)  geschieht]. 
Genau  wie  Weierstrass  bildet  er,  den  Functionen  ]/zjZ2p+i  (j  =  0, .. . ,  2p) 
entsprechend,  ein  System  von  2p-i-l  Gruppen-Charakteristiken  [aj^,  ..., 
[ajop,  deren  Summe  identisch  0  ist,  mit  denselben  Rechenregeln;  aus 
ihnen  lassen  sich  durch  Combination  der  Indices  alle  2-p  —  1  Gruppen- 
Charakteristiken  bilden,  da  irgend  2p  jener  Basis  „linear-unabhängig" 
sind  (d.  h.  da  nicht  irgend  eine  Summe  von  veischiedenen  der  2p  iden- 
tisch 0  ist).  Die  ausgezeichnete  uneigentliche  Gruppe  erhält  als  solche 
koine  Charakteristik. 

Prym  knüpft  zwar  an  eine  bestimmte  Zerschneidung  der  Riemann"- 
schen  Fläche  im  hyperelliptischen  Falle  an;  aber  die  Resultate  sind  hiervon 
insofern  unabhängig,  als  die  Zerschneidung  mannigfach  modtficirbar  ist, 
also  verschiedene  Systeme  von  2p-|-l  Charakteristiken  erhalten  werden 
können. 
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Um  zu  den  eigentlichen,  den  Theta-Charakteristiken  zu  gelangen, 
weist  Prym  aus  den  Sätzen  über  das  Verschwinden  der  Thetafunction  die 
ihm  von  Rie mann  mitgeteilte  Existenz  einer  eigentlichen  Charakteristik 

j 
(IJ  nach,  von  der  Art,  dass  (lo  +  a„,+a„^,H haaj)  oder  (1^,4-^'a) 

gerade,  wenn  j  ^  p  oder  ^  der  Ergänzung  von  p  zur  Ge- 1 

samtzahl  2p-i-l,  also  p-f-l,  i    (mod.  4) 
ungerade,  wenn  j^p  —  1   oder  ^p+2  ) 

ist.  Die  Wurzelform  ungerader  Dimension,  der  man  dann  die  eigent- 
liche Charakteristik  (1^)  zuzuschreiben  hat,  ist  diejenige,  welche  man  in 
den  unteren  Grenzen  der  Integrale  willkürlich  bevorzugt  hat;  also  für 
ein   ungerades  p  etwa  "j/z^j  z,  z., . . .  Z2p+i ,  für  ein  gerades  p  etwa 

]/z„z,  ...zop+i.y^gp+i. 

Dieser  Uebergang  ist  also  genau  der  in  Nr.  11   und  13  bezeichnete. 

Ferner  wird  aus  denselben  Sätzen  nachgewiesen,  dass  im  hyper- 
elliptischen Falle  T)k(v)  und  die  sämtlichen  ersten  bis  (m — l)ten 
Differentialquotienten  incl.  für  v,  =  •  •  •  =  Vp  =  0   verschwinden,    wenn 

p— '2in — 1  p — '2m — 2 

(k)  von  der  Form  (Ig-f-  ^a)  oder  (1^+  ^a)  ist,  und  dass  die  zu- 
gehörigen |/cpk  dann   eine  oo™-Schar  bilden. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  (1^,)  aufzufinden  ist,  lautet  bei  Prym  so: 
man  teile  die  [aj]  (j  =  0,  ...,  2p)  in  gerade,  [a'j,  und  ungerade  Chn., 
[a"J,  ein,  so  ist  (1^)  =  —[a'j  ^  2![a"].  Bei  consequenter  Einführung  des 
Unterschieds  von  Perioden-  und  Theta-Charakteristiken  müsste  man  die 
Regel  so  aussprechen:  Seien  [a'],  bezw.  [a"].  diejenigen  der  Gruppen 
[aj],  für  welche  [aj]+(0)  gerade,  bezw.  ungerade,  ist,  so  ist 

(lJ  =  2[a']-t-(0)  =  v[a"]-+-(0). 
Die  Auszeichnung  der  eigentlichen  Charakteristik  (0)  =  ('||j"'|J)  und  der 
ans  2  [a'j  abzulesenden  Wurzelform  in  der  Zerschneidung  tritt  auf  diese 
Weise  klarer  zu  Tage. 

Unter  den  expliciten  Ausdrücken  von  Wurzelfunctioneu  durch  Theta- 
quotienten,  welche  die  Zuordnungen  deutlich  zeigen,  sind  insbesondere 
diejenigen  hervorzuheben,  in  welchen  die  Argumente  Summen  oder 
Differenzen  von  zwei  Integralen  sind.  Bei  denjenigen  von  der  Form 
in  Nr.  12,  in  welchen  die  eine  Variable  y  in  einen  Verzweigungs- 
punkt rückt  (und  von  dieser  Art  sind  auch  Weierstrass'sche),  ver- 
wischt sich  die  Zuordnung  etwas  durch  die  Vermehrung  der  Indices  a  um 
eine  und  dieselbe  Gruppencharakteristik.  Dass  aber  bei  W  ei  erstras  s 
sowohl  wie  bei  Prym  der  ausgezeichnete  Verzweigungspunkt  ins  Unend- 
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liehe  verlegt  wird,  macht  die  Zuordnung  nicht  specieller,   sondern  beein- 
trächtigt nur  die  Symmetrie  der  Formeln. 

17.  Wenngleich  auch  Prym  schon  eine  Reihe  von  Systemen  von  jejj.j^^°™,tg. 
2p-l-l  Gruppen -Charakteristiken  als  glcichbercclitigt  zulässt,  so  hat  cr'jj';^ssg''*D° 
doch  noch  keine  Substitutionstheorie  im  Galois'schen  Sinne,  also  nicht  ^^^J'JJl"^''^'" 
die  invarianten  Eigenschaften  der  Systeme  bei  den  AbeTschen  Substitu-  D^ppg,'^'Jj. 
tionen  im  Auge.  Zu  einer  solchen  Theorie  eignete  sich  auch  der  hyper-^^^j]^«^",^^^^^ 
elliptische  Fall  mit  seinen  vielen  Besonderiiciten  nicht  als  Ausgangspnnkt/'*"^'^^^^''''" 
indem  an  ihm  nicht  zu  erkennen  war,  was  durch  den  Fall  an  sich, 
was  dtircli  die  Zerschneidung  ausgezeiclniet  ist.  Es  bedurfte  der  Untersuch- 
ung allgemeiner  Fälle,  der  Wurzelfunctionen  bei  p  =  o  nach  Kiemann 
(G,),  wie  sie  Roch  in  (8,)  gab,  des  Rocirsclien  Satzes  über  die  Anzahl 
der  Parameter  der  "Wurzelfunctionen,  die  zu  einer  Charakteristik  gehören 
(Roch  (S)),  der  Theorie  der  Berührungscnrven  (Wurzelformen)  von 
C  leb  seh  (!))  —  Ergebnisse,  über  die  alle  wir  bereits  eingehend  berichtet 
haben  (V,  ß  u.  C)  — ,  bis  Cleb seh- Gordan  die  Zuordnung  der  Wurzcl- 
formen  ungerader  Dimension  zu  Thetafunctionen  bei  jeder  Zerschneidung, 
also  die  Bedeutung  des  (1^)  von  ^'r.  lt>,  explicit  darlegen  konnten,  was  denn 
freilich  ohne  Charakteristiken-Theorie  geschehen  ist.  Auf  dieser  Grundlage 
konnten  dann  die  geometrischen  Resultate  über  Berührungscnrven,  die 
schon  vorlagen,  wie  die  Untersuchungen  über  Berührungscurven  an  die 
allgemeine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  von  Hesse  (4)  (worüber 
früher  V,  A,  e  berichtet  wurde)  und  von  Aronhold  (11)  (worüber  jetzt 
zu  berichten  sein  wird),  für  die  Theorie  der  Systeme  von  Charakteristiken 
verwertet  werden.  In  der  That:  Wenn  Hesse  die  28  Doppeltangcnten 
der  C^,  unter  Auszeichnung  eines  Systems  X*^'')  von  Berührungscurven 
dritter  Ordnung  erster  Art  (Ref.  V,  Nr.  UJ,  IX,  Nr.  10),  auf  die  Combina- 
tionen  (ik)  von  8  Zahlen  0,  1 ,  .  .  . ,  7  bezieht,  und  namentlich  wenn  er 
von  da  mittelst  Substitutionen  der  Art  {iklui;  i'k'l'm'}  den  Uebergang  zu 
allen  übrigen  35  Systemen  von  berührenden  X^-'^  erster  Art  macht,  so 
liegen  darin  alle  Elemente,  die  zu  einer  Bildnng  von  Systemen  von  eigent- 
liclien  Indices.  und  damit  von  Theta-Charakteristiken,  und  zu  einer  Substi- 
tutionstheorie derselben  erforderlich  waren.  Auch  stimmen  im  hyperellipti- 
scheii  Falle  p  =  3  die  eigenlliclien  Indices  der  aus  den  8  Verzwcigungs- 
|)tuikteu  zu  bildenden  einfachsten  Wurzelformen  ]/zi^  genau  mit  den 
Indices  der  28  Doppeltangenten  überein,  ihre  zugehörigen  Charakteristiken 
waren  aber  bekannt.  Wir  verfolgen  nun  diese  Entwicklung,  die  für  p  =  3 
und  4  zuerst  einen  geometrisch-algebraischen  Charakter  angenommen  hat. 

Aronhold  legt  der  Erzeugung  der  allgemeinen  ebenen  Curve  vierter 
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Ordnung  f^  (p  =  3)  7  beliebige  Gerade  der  Ebene  zu  Grunde,  welche 
solche  Doppeltangenten  einer  f^  sein  sollen,  dass  niemals  die  Berührungs- 
punkte von  dreien  unter  ihnen  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  [je  3  bil- 
den eine  „X^^)  erster  Art"  oder  sind  „azygetisch",  s.  Nr.  10  u.  Nr.  8 
a.  E.].  Sieben  Gerade  bestimmen  auf  diese  Weise  eine  f^  und  deren 
weitere  Doppeltangenten  eindeutig;  und  zwar  lässt  sich  die  Aronhold'- 
sche  Construction  so  formuliren: 

Die  7  Linien  a,,  ...,  a^  werden  von  einer  Schar  2  von  cxj'^  Curven 
dritter  Klasse,  K^,  berührt,  die  paarweise  noch  je  2  weitere  Tangenten 
gemein  haben;  hierdurch  ist  die  Ebene  in  Linienpaare  aufgelöst.  Durch 
jeden  Punkt  P  geht  eines  der  Linienpaare,  g,,  g^,  wie  Aronhold  im- 
plicit,  Clebsch  (25)  explicit  nachweist  [nicht  erst  Godt  (28),  wie  aus 
(59)  geschlossen  werden  könnte].  Man  hat  so  eine  1-2-deutige  Beziehung 
zwischen  den  Linienpaaren  der  Ebene  H  und  den  Punkten  derselben 
Ebene  E  als  Punktebene;  den  Geraden  von  E  durch  P  entsprechen 
in  H  die  K^,  welche  g,,  g^  berühren.  Die  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes 
der  K^  ist  eine  Curve  sechster  Klasse  Jg  mit  a,,  .  .  .,  a^  als  Doppel- 
tangenten, also  mit  p  =  3;  und  diesem  Ort  von  II  entspricht  in  E  ein- 
deutig der  Ort  der  Punkte  P°,  von  welchem  je  2  benachbarte  gepaarte 
Gerade  ausgehen:  eine  Curve  vierter  Ordnung  f^,  p  =  3.  Der  Gesamt- 
heit der  Punkte  Fl  von  H  entspricht  dabei  eine  quadratische  co'''-Schar  S^ 
von  Curven  dritter  Ordnung  C3 ,  welche  f^  je  in  G  Punkten  berühren. 
Man  kann  die  S^  auffassen  als  ausgeschieden  aus  der  quadratischen 
oo^-Schar  S  eines  Hesse'schen  Systems  X^'^)  erster  Art  (s.  V,  Nr.  19)  durch 
die  Bedingung,  noch  je  einen  [in  der  Doppelebene  E  nur  scheinbaren] 
Doppelpunkt  zu  besitzen.  In  dieser  Schar  S  sind  8  getrennte  solcher 
00 ''-Unterscharen  Si  enthalten,  und  eine  ist  liier  als  S^  benutzt  (s.  Clebsch 
I.  c).  —  Während  nun  im  allgemeinen  zu  einer  Geraden  von  H  ein  Punkt 
von  E  gehört,  entsprechen  den  Geraden  a^  ...,  n^  je  unendlich  viele 
Punkte,  nämlich  bezw.  a,,  .  ..,  a^,  als  Doppeltangenten  von  f^;  den  21 
Schnittpunkten  (ajat)  in  H  diejenigen  C^  (aus  S^)  in  E,  welche  bezw. 
in  die  Linienpaare  a;,  at  und  je  eine  weitere  Doppeltangente  zerfallen, 
so  dass  diese  21  weiteren  Doppeltangenten  mit  ajk  bezeichnet  werden 
können.  Die  Construction  einer  solchen  aj^  ergiebt  sich  dabei  auch  aus 
dem  folgenden  Verhalten:  die  5  von  a;  und  a^  verschiedenen  unter  den 
Linien  a^,  .  .  .,  a^  berühren  mit  aj^  einen  Kegelschnitt;  also  geht  die 
Verbindungslinie   der  Punkte  (ajat)   und  (aja,,,)   auch   durch   den   Punkt 

(aikRin,). 

Diese  Clebsch'sche  Form  der  Aronhold'schen  Theorie  stellt  alle 
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Mittel  bereit,  um  die  auf  f^  bezüglichen  Relationen  zwischen  Wurzel- 
fornien  zu  finden.  —  Denn  die  Beriihrungscurven  an  f^  gelien  in  der  Ebene  E 
in  diejenigen  linearen  adjungirten  Curvensysteme  über,  welche  die  J^,, 
dualistisch  als  Curve  sechster  Ordnung  p  =  3  aufgefasst,  einfach  schneiden. 
Die  Moduln  von  f^  sind,  von  linearen  Transformationen  abgesehen,  die 
Coordinaten  der  7  gegebenen  Linien  a,,  .  .  .,  a^.  Schon  Cayley  (20) 
hatte  erkannt,  dass  dieses  7-System  von  Doppeltangenten  von  f^  von  der 
Art  ist,  wie  es  sich  auch  aus  den  Hesse 'sehen  Combinationcn  (ik)  von 
0,  1,  .  .  .,  7,  etwa  in  (Ol),  (02),  .  .  .,  (07),  ergiebt;  ferner  dass  man 
durch  Vertauschung  der  Zahlen  0,  1,  ...,  7  acht  verschiedene  7-Systeme  Sj 
erhält,  welche  alle  auf  die  Auszeichnung  derselben  Ilesse'schen  Schar  X^'^ 
erster  Art  führen,  und  dass  es,  da  36  Scharen  X^'^^  existiren,  8.36 
Aronhold'sche  7-Systeme  giebt,  welche  sich  36-mal  zu  je  8  zusammen- 
reihen; und  Clebsch  (25)  hat  dasselbe  durch  den  Uebergang  von  der 
Ilesse'schen  Construction  zur  Aronhold'schen  erschlossen. 

18.     Die  in   Nr.  12   angeführte   Gleichung,   welche   die   Zuordnung^'*' ^«i'"'- 

°  °'  f'     sehen  7- 

der   Doppeltangenten   der   ebenen   C^    zu   den  28  ungeraden  dreireihigen^J'^'f"«^«" 
Theta-Charakteristiken  bei  vorgelegter  Zerschneidung  giebt,  hätte  aus  den  .cnarakte- 

°        °  o    o  7  nstiken  bei 

in  Nr.  17  angeführten  geometrisch-algebraischen  Arbeiten  unmittelbar  die  p=-'- 
Gruppirung  dieser  Theta-Charakteristiken  in  8.36  azygetische  Systeme  zu 
je  7  erkennen  lassen;  wie  auch  die  früheren  Arbeiten  von  Steiner  und 
Hesse  (4)  die  Zerlegung  jeder  Gruppencharakteristik  in  sechs  Paare 
von  ungeraden  Theta-Charakteristiken  erweisen  konnten.  Indessen  löste 
Weber  (30)  die  umgekehrte  Aufgabe:  aus  den  combinatorischen  Eigen- 
schaften der  dreireihigen  Theta-Charakteristiken,  unter  Annahme  der  arith- 
metischen Rechenoperationen  und  des  Begriffes  des  Geraden  und  Un- 
geraden der  Charakteristiken,  alle  Systeme  von  Charakteristiken  aufzu- 
bauen, und,  durch  Zuordnung  einer  Basis  von  Charakteristiken  zu  einer 
solchen  von  Wurzelformen  "j/cp,,  allen  28  Wurzelformen  yö,  ohne  eine 
bestimmte  Zerschneidung  der  Riemann'schen  Flächen  vorzuehmen,  Charak- 
teristiken zuzulegen. 

Weber  definirt  sein  7-System  von  ungeraden  Theta-Charakteristiken 

(?.),     (ßj.     •   ■   •,     (,%) 
direct  dadurch,  dass  ihre  Summe  (p)  und  die  Summen  von  je  drei  ver- 
schiedenen (ßißkßi)  gerade  sein  sollen;  oder  auch  daraus,  dass  die  Summen 
(pßißk)    »"gerade    sein    sollen.      Die   übrigen   sieben    zu    (p)  gehörigen 
Systeme  werden  dann  von  der  Form  sein: 

(ßj.    (Pß.ß,),    •  •  •,    (pß.ß.); 
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eines  von  der  Summe  (ßißoßg)  von  der  Form: 

(Pß.ßa).  (Pßaßi).  (Pß:ß.)'  (ßJ'  •  •  -  (ßr)" 
Irgend  eines  dieser  7-Systeme,  als  Basis  genommen,  wird  nun  in 
beliebiger  Reibenfolge  einem  der  Aronbold'scben  7-Systeme  a, ,  ...,  a^ 
von  Doppeltangenten  zugeordnet,  etwa  die  (ßi)  den  a^;  und  da  aus  bei- 
den Basen  die  21  übrigen  Glieder  je  eindeutig  bestimmt  sind,  so  hat 
man  auch  eine  eindeutige  Zuordnung  der  21  Charakteristiken  (pßißk)  zu 
den  Doppeltangenten  an^.  Dies  wird  bei  Weber  algebraisch  vollständig 
durchgeführt,  unter  Entwicklung  der  linearen  Relationen  zwischen  den 
Wurzelformen  j/'fjcpk;  und  zwar  alles  in  mehr  symmetrischer  Form  als 
bei  Riemann  (fi|),  wo  dasselbe  Ziel  ohne  Benutzung  der  7-Systeme,  also 
nur  unter  Liisung  einer  höheren  Gleichung  (4ten  Grades),  verfolgt  wird. 
Für  den  Zusammenhang  mit  den  llesse'schen  Indices  ist  zu  be- 
merken, dass  man  nur  (ß,)  =  (Ol),  ....  (ß^)  =  (07),  p  =  (012  ...  7)  zu 
setzen  braucht,  wo  [012...  7]  ^0  gesetzt  ist,  um  (pßißt)  =  (ik)  zu 
erhalten. 

Ein  „Riemann'sches  System"  von  sieben  Gruppencharakteristiken  von 
der  Summe  0,  analog  den  im  hyperelliptischen  Falle  von  Weierstrass 
und  Prym  angegebenen  (s.  Nr.  IG  Anfang),  erhält  man  aus  dem  ersten 
Weber 'sehen  in 

[pßj,    [pßj,    •  •  •,   [pß^]; 

und  das  (1^)  dieses  Systems  (s.  Nr.  16)  ist  (lp)-=(p).  Indessen  ist  der 
Satz,  aus  dem  diese  Eigenschaft  des  Riemann'schen  Systems  folgt,  erst 
von  Stahl  (47)  gegeben  worden. 

Weber  stellt  so  zum  ersten  Mal  eine  Theorie  der  Charakte- 
ristiken-Systeme auf.  Während  er  aber  wohl  darauf  hinweist,  dass 
derselbe  Zahlencomplex,  der  „Charakteristik"  genannt  wird,  bald  als 
Theta-Charakteristik,  bald  als  Perioden-Charakteristik  auftritt,  macht  er  in 
(30)  auf  das  verschiedene  Verhalten  dieser  beiden  Formen  gegenüber 
linearen  Periodentransformationen  noch  nicht  aufmerksam.  Auch  wird  für 
die  Summe  zweier  Charakteristiken  und  ihre  Zerlegung  in  sechs  Paare 
ungerader  Charakteristiken  zwar  zusammenfassend  das  Riemann'sche 
Wort  „Gruppencharakteristik"  eingeführt,  aber  die  letztere  in  der  Schreib- 
art nicht  von  den  Theta-Charakteristiken  unterschieden,  vielmehr  ebenfalls 
mit  dem  Charakter  des  Geraden  oder  Ungeraden  belegt.  Ueberdies  wird 
die  Galois'sche  Substitutionstheorie  noch  nicht  herangezogen,  vielmehr 
die  Umsetzung  der  Vertauschungen  der  Charakteristiken-Systeme  in  lineare 
Perioden-Transformationen,  und  umgekehrt,  von  ihm  für  p  =  3  erst  in 
(37)  entwickelt. 
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Dagegen  giebt  für  den  Fall  p  =  3  Weberin  (30)  eine  Anwendung 
der  Charakteristiken-Theorie  auf  die  Theorie  der  ^Wurzelfunctionen"  zweiten 
Grades  —  auch  diese  Bezeichnung  rührt  von  ihm  her  — ,  in  eingehen- 
derer Behandlung,   als   es  vorher  irgend  geschehen    war;    er  giebt  ferner 

4 

Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Wurzelfunctionen  vierten  Grades  j/X*^'^) 
und  auf  das   Umkehrproblem  für  p  =  3. 

19.     Die  Begriffe  der  Galois'schen  Theorie   hat   schon  C.  Jordanj:-."^'"'!''"?* 

ö  Steiner  sehe 

(24)  eingeführt.     Jordan   geht  von  zwei  verschiedenen  Gcsichtspunkten^'""J'^®^J^J^'j'' 
aus:  einmal  von  dem  Ilermite'schen,  indem  er  (§  217  ff.)  die  Gruppe  H    =«"<iei". 
der   linearen   Substitutionen   aufstellt,   welche,   angewandt  je    auf  die  2p 

n, . .  .1 


Zahlen    zweier    Perioden-Charakteristiken 


m. 


und 


n',...n'p1 
ui,  ...nip  J 


den  Ausdruck  K  =  2r(myn'y  —  u^mj.)  unverändert  lassen  (s.  Nr.  4  u.  ä). 
Hierbei  giebt  Jordan  eine  zweite  Definition  der  hi  Nr.  4  erwähnten 
„AbeTschen  Gruppe"  (§  23nff.),  welche  vnit  der  Auszeichnung  von 
2p  kanonischen  Perioden-Charakteristiken  zusammenhängt,  einem  System, 
von  dem  wir  später,  in  Nr.  21,  berichten  werden.  Wir  erwähnen  hier 
nur,  dass  die  Untergruppe  ,f")y  (§  202),  welche  von  Jordan  als  erste 
hypo-ahelsche  Gruppe  bezeichuet  wird,  auch  als  diejenige  definirt  werden 
könnte,  welche  aus  II  durch  Auszeichnung  einer  geraden  eigentlichen 
Charakteristik  entsteht. 

Sodann  stellt  sich  Jordan  auf  den  Standpunkt  der  reinen  Zweiteilung, 
also  der  Wurzelformen,  indem  er,  gestützt  auf  Clebsch  (9),  die  Substi- 
tutionsgruppe für  die  reinen  Berührungscurven  untersucht,  der  er  den  Namen 
der  „Steinefschen  Gruppe"  [nicht  zu  verwechseln  mit  der  Steiner'schen 
„Gruppe"  [z],  welche  in  Nr.  1,  2)  erwähnt  ist]  beilegt  (§  318ff.,  auch 
§  454ff.).  Ausgehend  nämlich  von  den  2''"''(2'' — 1)  ungeraden  Theta- 
Charakteristiken  ("),  bildet  Jordan  symmetrische  Functionen  <p^  von 
solchen  <x  derselben,  deren  Summe  ^0  (mod.  2),  und  stellt  die  Frage: 

1)  nach  der  Gruppe  G  derjenigen  Substitutionen,  welche  die  Func- 
tionen <p^,  cp,, ,  9g,  .. .    alle  unverändert  lassen; 

2)  nach  der  Untergruppe  Gj  von  G,  welche  alle  Functionen 
?2' ?3' 94' ••  •    wu^'eräiidert  lässt. 

Offenbar  ist  G,  —  was  Jordan  nicht  anmerkt  —  diejenige  Unter- 
gruppe von  G,  welche  die  gerade  Theta-Charakteristik  (,|,|"'^|)r  ^l^o  ein 
Berührungscurvensystem  erster  Art,  nicht  ändert. 

Wichtig  ist  hierbei  sein  neues  Verfahren,  die  ganze  reine  Zweiteiluiigs- 
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gruppe  aus  einfachen  Substitutionen  j' [  ^  {''^'■■■''pj  zusammenzusetzen. 
Eine  solche  einfache  Substitution  r  ersetzt  eine  ungerade  Th.-Ch.  (") 
durch  ("^'*),  oder  lässt  (°^)  unverändert,  je  nachdem  {"^^.Q  ungerade 
oder  gerade  ist;  verwandelt  also  eine  Gruppen -Ch.  [||^]  in  [||j^' ]  oder 
[°  J,  je  nachdem  ["  ]  und  ['*]  azygetisch  oder  syzygetisch  [d.  h.  K  ^  1 
oder  0,  mod.  2,  s.  Nr.  4]  sind.  —  Hieraus  zieht  Jordan  schon  alle 
Schlüsse  über  die  Zahl  und  Art  der  Zerlegungen  von  Chn.  in  mehrere 
und  über  den  Aufbau  der  Gruppe  G.  Er  findet,  dass  G  der  auf 
Gruppen-Chn.  bezüglichen  Abel'schen  Gruppe  H  mit  Modul  2  holoedrisch 
isomorph  ist.  Aus  der  einfachen  Art,  in  welcher  die  genannten  Erzeu- 
genden  ('  }  von  G  die  Vertauschungen  bewirken,  ergiebt  sich  ein  bequemes 
Mittel,  um  von  irgend  welchen  Chn. -Systemen  zu  allen  übrigen,  welche  durch 
lineare  Perioden-Transformation  daraus  entstehen  können,  zu  gelangen. 
So  ist  G  für  die  eigentlichen  ungeraden  Chn.  zweifach  transitiv,  H  für 
die  Gruppen-Chn.  einfach  transitiv,  u.  s.  w.  —  Die  Gruppe  G,,  welcher 
Jordan  eine  analoge  directe  Untersuchung  widmet,  lässt  sich,  weil  sie 
isomorph  zu  S^^  ist,  einfacher  aus  G  durch  Auszeichnung  von  Q'y'",!) 
ableiten. 

Auch    für    die    Gesamtheit    der    geraden    eigentlichen    Chn.    deutet 
Jordan,  §  347,  Aehnliches    an.      Er  nimmt  alle   geraden   Chn.,   ausser 
(0)  ^  ("l'"'"),   bildet   daraus   die   symmetrische    Function    'J/„    zu    je   \i 
von  der  Summe  ^  0,  sucht 
1)  die  Gruppe  g  der  Substitutionen,  welche  '!^^,^^,...  unverändert  lassen, 

und  erwähnt,  dass  auch  g  der  Gruppe  H,  g,  der  Gruppe  S^^  holoedrisch 
isomorph  sei.  Beides  ist  aber  nur  richtig,  wenn  man  in  die  geraden 
Chn.  auch  (0)  als  gleichberechtigt  einschliesst. 

Für  die  Verwendung  dieser  Theorie  s.  Nr.  21. 
Geome-  20.    Die  Weber\schen  Systeme  für  p  ^  3  sind  auf  den  Fall  p  =  4 

tri8ch-alge-  j  r  i 

braischer  yoQ  Noether  (38)  durch  einen  geometrisch- algebraischen  Gedankengang 
zu  p=4.  ausgedehnt  Avorden,  der  an  die  in  Nr.  17  besprochenen  Aronhold'- 
schen  Constructionen  für  p  =  3  anschliesst.  Die  Untersuchung  bezieht 
sich  auf  denjenigen  speciellen  Fall  p  =  4,  in  welchem  ein  tc^- System 
von  berührenden  ]/c>„  existirt,  wo  also  (Nr.  9)  ein  i}ß(0)  mit  ge- 
rader Ch.  (ol)  verschwindet.  Die  Note  (38)  deutet  den  geometrischen 
Gang  nur  soweit  an,  dass  sich  die  Grundlage  für  die  Gruppirungs- 
verhältnisse    und     für    die    Relationen    zwischen    den    Berührungscurven 
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der  spccicllcn  f.(p  =  4)  erkennen  lässt;  die  daraus  für  die  Clin. -Theorie 
fliessenden  Resultate  sind  in  (38,)  mitgeteilt.  Wir  geben  eine  Ueber- 
sicht  über  den  eingeschlagenen  Weg,  auch  weil  auf  diese  Weise  eine 
Einsicht  in  die  Seh ottky 'sehen  Resultate  ((V-\)  gewonnen  wird,  welche 
sich  auf  denselben  speciellen  Fall  p  ^  4  bezichen  und  denselben  Aus- 
gangspunkt haben. 

Zu  gegebenen  acht  Punkten  1,  2,  .  .  .,  8  einer  Ebene  E'  wird  die 
oc^-Schar  S'  von  Curven  0,(1  ^  2^  .  .  .,  8'-)  fd.  h.  von  Curven  sechster 
Ordnung,  welche   1,  .  .  .,  8  je  zu  zweifachen  Punkten  haben]   betrachtet: 

Avo  die  C3,  C3  durch  1,  .  .  .,  8  gehen,  und  C^  aus  der  Schar  S'  ge- 
nommen ist.  Da  sich  irgend  zwei  Curven  aus  S',  abgesehen  von  den 
Punkten  1,  2,  .  .  .,  8,  noch  in  je  zwei  Punktcpaaren  treffen,  so  wird  die 
Ebene  E'  in  oc^  Punktepaare  aufgelöst.  Die  Jacobi'schc  Curve  der 
Schar  zerfällt  in  C3.C3  und  eine  Jg(l '",...,  8"),  mit  p  =  4  und  von 
der  oben  erwähnten  speciellen  Art,  indem  die  cvj^- Schar  von  Wurzel- 
formen ]/(p  =  C3+XC3  existirt;  und  J^  ist  durch  die  Punkte  1,  .  .  .,  8 
eindeutig  bestimmt.  Die  Ebene  E'  wird  nun  mittelst  einer  cxü^-Schar  von 
Curven  aus  S':  0^.(1^,  ...,  8^  b,,  b.,),  welche  noch  durch  eines  der 
Paare  von  E',  b,  ,b.^,  gehen,  in  eine  neue,  doppelt  überdeckte,  Ebene  E 
transformirt,  wobei  den  Punktepaaren  von  E'  die  Punkte  von  E  ent- 
sprechen. Dabei  geht  Jg  eindeutig  in  eine  Curve  ^2p(7r^  tt;'),  sechster 
Ordnung  mit  zwei  benachbarten  dreifachen  Punkten,  p  =  4,  über;  und 
die  gesuchten  Berührungscurven  von  ß^  (in  je  einem  Blatte  von  E  lau- 
fend) entstehen  hier  aus  denjenigen  Curven  von  E',  welche  nicht  in  Punkte- 
paare von  E'  zerfallen.  Da  sich  aber  diese  Curven  durch  ihr  Verhalten 
gegenüber  den  acht  Punkten  1,  2,  .  .  .,  8  unterscheiden,  so  ergiebt  sich 
die  Gruppirung  der  Berührungscurven  vermittelst  der  Indicescombinationen 
von  1,  2,  .  .  .,  8.  Es  setzen  sich  die  Gleichungen  von  il  selbst  und 
allen  ihren  Berührungscurvensystemen  (also  auch  von  Jg)  rational  aus  den 
Coordinaten  der  gegebenen  acht  Punkte  zusammen;  so  die  120  ungeraden 
]/(p„.,  welche  den  Punkten  1,  ...,  8,  den  Geraden  (ik),  den  C.,(iklmn),  und 
den  Curven  der  Art  C^(l^  2  $  .  .  .  7)^n£C^(2  o  .  .  .  7  8'-)  entsprechen. 

Schottky's  Gedankengang  (03,)  unterscheidet  sich  von  dem  skizzir- 
ten  nicht  wesentlich.  Er  verwendet  indessen  zur  Transformation  der 
Ebene  E'  die  ganze  oc^-Schar  S',  wodurch  E',  statt  in  eine  Doppelebene, 
in  eine  doppelt  überdeckte  Fläche  zweiter  Ordnung  übergeht.  Diese  wird 
ein    Kegel  K^    (y^y^-y^  =  0),    wenn     man    C;:C^  :C3C'3:C'/     gleich 
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Ji-J^'J^'-Ji  nimmt.  Der  J^(l^,  .  .  .,  H^)  entspricht  daun  auf  K^  eine 
Raumcurve  sechster  Ordnung  (an  Stelle  der  ebenen  ß.),  die  sich 
als  der  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  Fläche  dritter  Ordnung,  also  als 
die  "Weher'sche  Normalcurve  für  p  =:  4  (s.  VIII,  A,  Nr.  2  und  4) 
erweist. 

Was  aus  jener  Abbildung  auf  eine  Doppelebene  für  die  Relationen 
zwischen  Wurzelfunctionen  folgt,  sei  noch  besonders  angeführt.  Man 
hat  für  p  =  4  überhaupt  2* — 1=255  gleichberechtigte  oc ^-Scharen 
von  in  je  sechs  Punkten  berührenden  X*^^)  (s.  Nr.  10),  die  in  dem 
betrachteten  Falle,  in  welchem  eine  gerade  eigentliche  Ch.  ausgezeichnet 
ist  (Oo,(0)  ::=  0) ,  sich  in  zwei  Klassen  von  120  und  135  Scharen  ein- 
teilen. In  jeder  Schar  giebt  es,  wie  für  p  =  4  immer,  28  Paare  <^a^ß\ 
und  zwischen  je  %ier  Wurzelformen  |/cp„o^,  die  zu  derselben  Schar  ge- 
hören, existirt  eine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficien- 
ten.  In  dem  betrachteten  speciellen  Falle  aber  giebt  es  in  jeder  der  135 
Scharen  acht  getrennte  oo '-Scharen  von  X^^),  in  deren  jeder  noch  sieben 
Paare  ^a^ß  vorkommen,  und  schon  zwischen  je  drei  von  solchen  sieben 
Wurzelformen  y^Oß  existirt  eine  lineare  homogene  Relation.  Solcher 
dreigliedrigen  Wurzelrelationen  existiren  35.  135.  8.  Die  Gruppkung  der 
28  Paare  einer  Schar  ist  identisch  mit  derjenigen  der  28  Doppeltan- 
genten einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung.  Die  algebraischen  Moduln 
sind  die  Coordinaten  der  acht  gegebenen  Punkte,  die  siclv,  nach  linearen 
Transformationen  der  Ebene  E',  als  acht  willkürliche  Constanten  darstellen. 

^'".'t^,^"''"         21.     Von     der    Auszeichnunsr    einer    geraden    Theta-Charakteristik, 

teristiken-  o  o  ' 

bJifebT-'^  ^'"""'ßi^h*^  dem  in  Nr.  20  erwähnten  speciellen  Fall  (und  auch  der  (38,) 
voraufgehenden  Note)  anhängt,  sieht  Noether  in  (38,)  ab,  wo  er  eine 
Theorie  der  Systeme  allgemeiner  Theta-Charakteristiken  für  p  =  4  giebt, 
die  er  in  (46)  und  (48)  auf  beliebiges  p  erweitert.  Diese  allgemeinere 
Auffassung  wurde  ermöglicht  durch  Ausgestaltung  der  Jordan'schen 
Theorie  der  „Steiner'schen  Gruppe  G"  (s.  Nr.  19)  unter  Betonung  der 
invarianten  Eigenschaften  der  verschiedenen  Arten  von  Charakteristiken. 
Das  Princip  der  Untersuchung  besteht  darin,  die  von  niedrigeren  Zahlen- 
werten p  her  bekannten  Resultate  durch  Zufügen  einer  Reihe  J^  und 
durch  Anwenden  der  Jordan'schen  Charakteristiken-Substitutionen  auf  ein 
höheres  p  zu  übertragen.  Während  in  (38,)  noch  Abzahlungen  an  Inclices- 
combinationen  vorkommen,  dient  als  Gnindlage  Aveiterhin  der  Gedanke: 
dass  die  in  zweien  azygetischen  Gruppen  [r],  [s]  (s.  Nr.  8)  gemeinsam 
enthaltenen  28  ungeraden  (a)  und  36  geraden  eigentlichen  Charakteristiken 
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(a),  und  die  G3  zu  [r]  und  [s]  syzygetischen  Gruppen-Charakteristiken  [p] 
genau  dasselbe  Verhalten  zu  einander  haben,  wie  die  eigentlichen  und 
Gruppen -Charakteristiken  (ot),  (a),  [o]  für  p  =  3.  [(k)  heisst  dabei 
„in  [r]  enthalten",  wenn  (k)  und  (rk)  beide  ungerade  oder  beide  ge- 
rade sind]. 

(38,)  enthält  schon  für  p  =  4  alle  vollständigen  azygetischen 
8-Systeme  ungerader  Charakteristiken,  sowie  die  vollständigen  azygetischen 
10-Systeme  gerader  Charakteristiken  mit  Summe  0;  und  zwar  unter  An- 
gabe ihres  Bildungsgesetzes  an  der  Hand  der  Indicesbezeichnung,  welche 
die  Aufstellung  von  Zerlegungstafeln,  wie  sie  Weber  für  p  ==  3  giebt, 
erspart.  In  (48)  wird  zunächst  dasjenige  einfache  System  von  p  Paaren 
von  Perioden-Charakteristiken  zu  Grunde  gelegt,  welches  sich  auf  eine 
kanonische  Querschnittszerlegung  bezieht.  Auf  ihnen  beruht  sowohl  die 
Jordan'sche  zweite  Definition  der  AbeTschen  Gruppe  (s.  Nr.  19),  als 
auch  seine  Abhandlung  (44);  auch  Schottky  (40)  geht  im  Falle  p  =  o 
von  ihnen  aus.     Es  sind  die  Charakteristikenpaare: 

[Pi],  [ai]  (i=l,  2,  ...,  p), 
wo  in  [pi],  bezw.  [a-,],  alle  Elemente  ^e  0  (mod.  2)  sind  bis  auf  nj  =  1, 
bczw.  niiTzrl.  Die  invariante  Eigenschaft  nun,  welche  Jordan  und 
Noether  zur  Aufstellung  aller  solcher  Systeme  von  p  Gruppenpaaren 
b'i]^  [Si]  (i=  1,  2,  ...,  p)  benutzen,  ist  die,  dass  [rj]  und  [sj  für  jedes  1 
gegen  einander  azygetisch,  die  übrigen  Combinationen  zu  einander  syzy- 
getisch  angenommen  w-erden.  Jordan  (44)  stellt  hiernach  eine  Reihe 
von  Aufgaben  auf.  So  fragt  er  nach  den  azygetischen  Systemen  von 
3,  5,  .  .  .,  2p4-l  Gruppen -Charakteristiken,  und  giebt  auch  schon  das 
einfache  Bildungsgesetz  für  dieselben: 

^].    [t.r,],    [t,t,r3],    ...,     [t,...ti_,ri], 

M  IKM   [t,vy,   ...,  [t....t,_,s.],   ^^--^'^^    (wo[t.]^[r.sO). 

Hiermit  war  der  üebergang  zum  Riemann 'sehen  System  (Nr.  Ki,  18) 
gemacht,  aber  ohne  einen  entsprechenden  Hinweis;  die  Definition  auch 
des  letzteren,  als  eines  azygetischen  Systems  von  Gruppen-Charakteristiken, 
findet  sich  erst  bei  Stahl  (47)  (s.  auch  Noether  (48)). 

Die  übrigen  Aufgaben,  die  Jordan  in  (44)  stellt,  sprechen  teilweise 
vom  Charakter  des  Geraden  und  Ungeraden  der  Gruppen-Charakteristiken, 
zeichnen  also  die  eigentliche  Charakteristik  (0)  aus.  Dagegen  dienen  in 
(48)  die  Systeme  [rJ,  [Sj]  von  2p  Gruppen-Charakteristiken  zur  Ableitung 
aller  möglichen  Systeme,  nicht  nur  von  Gruppen-Charakteristiken,  sondern 
auch   von  eigentlichen  Charakteristiken.    Hinsichtlich  der  letzteren  kommt 
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die  Eigenschaft  in  Betracht,  dass  die  in  [rj,  [s,];  .  . .;  [r^],  [s^]  enthaltenen 
eigentlichen  Charakteristiken  sich  genau  so  verhalten,  wie  die  eigentlichen 
Charakteristiken  von  p — k  Reihen,  dass  also  insbesondere  in  allen  [rj], 
[Sj]  (i=l,  ...,  p)  nur  eine  eigentliche  Charakteristik  und  zwar  eine 
gerade  (g)  enthalten  ist.  So  ist  durch  die  [p-,].  [tjj]  die  gerade  Charak- 
teristik („,/"fJ  ausgezeichnet.  Das  zu  dem  oben  hingeschriebenen  System 
(i=p)  gehörige  (1^),  das  nach  Nr.  11  den  Uebergang  zu  eigentlichen  Charak- 
teristiken bewirkt ,  ist  (1^)  =  (gt.,  t^ . . .  tp),  bezw.  (gt^  t^...  tp),  je  nachdem 
p  gerade  oder  ungerade  ist.  Von  solchen  Resultaten  von  (48),  welche  zur 
Theorie  der  Relationen  zwischen  Wurzelformen  in  Beziehung  stehen,  ist 
noch  zu  erwähnen:  der  Nachweis  von  Untergruppen  der  Zweiteilungs- 
gleichung, Avelche  Zweiteilungsgruppen  bei  niedrigerem  p  entsprechen; 
z.  B.  die  Gruppirung  der  in  einer  Gruppen-Charakteristik  enthaltenen  Paare 
gerader  oder  ungerader  Charakteristiken,  welche  genau  dieselbe  ist,  wie 
die  der  (p  —  l)-reihigen  eigentlichen  Charakteristiken.  Derselbe  Satz, 
aber  w^esentlich  vervollständigt,  ist  von  Frobenius  (s.  Nr.  22)  ausge- 
sprochen worden. 

Dann  aber  wird  durch  die  Systembetrachtungen  auch  die  früher 
(Nr.  11  u.  Nr.  13)  besprochene  Aufgabe:  aus  der  Zuordnung  der  Wurzel- 
functionen  zu  den  Perioden-Charakteristiken  bei  gegebener  Zerschneidung 
arithmetisch  auf  die  Zuordnung  der  Wurzelformen  ungerader  Dimension 
zu  den  Theta-Charakteristiken  zu  schliessen,  vereinfacht.  Statt  die  Zer- 
legungen aller  Perioden -Charakteristiken  in  Paare  von  Theta-Charakte- 
ristiken zu  untersuchen,  und  entsprechend  die  der  AVurzelfunctionen  in 
Quotienten  je  zweier  Wurzelformen,  genügt  es,  die  Zerlegungen  der  2p 
zu  Grunde  gelegten  Perioden-Charakteristiken  [rj],  [sJ,  z.  B.  der  [pj],  [Sj] 
zu  betrachten,  um  unmittelbar  die  zu  (g)  bezw.  (0)  zugeordnete  ausge- 
zeichnete Wurzelform  zu  erhalten. 

Sieht  man  von  der  Zerschneidung  ab,  so  kann  man  ein  System 
von  2p  kanonischen  Perioden-Charakteristiken  irgend  einem  System  von 
2p  in  analoger  Weise  azygetischen ,  bezw.  syzygetischen  Wurzelformen 
gerader  Dimension  zuordnen;  oder  irgend  einem  Riemann'schen  System 
ein  System  von  2p-)- 1  azygetischen  W^urzelformen  gerader  Dimension, 
von  denen  eines  rational  aus  den  übrigen  hervorgeht;  und  analog  für  die 
Systeme  von  Theta-Charakteristiken  und  von  Wurzelformen  ungerader 
Dimension. 

Die  einfachste  Indicesbezeichnung,  der  Hesse 'sehen  analog  gebildet, 
entnimmt  man  durchaus  der  Bezeichnung  der  Wurzelformen  im  hyper- 
elliptischen Fall.     Man  bildet  also  aus  2p-|-2  Zahlen  0,   1,  .  .  .,  2p-|-l 
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zweierlei  Combinationen:  eigentliche  (k,  1,  m,  .  .  .)  und  Gruppen-Com- 
binationen  [k,  1,  m,  .  .  .].  Dabei  wird  festgesetzt,  dass  die  Anordnung 
gleichgültig  ist,  dass  zwei  gleiche  Zahlen  sich  gegenseitig  aufheben 
sollen,  und  dass  die  Gruppen-Combination_  [0,  1,  ...,  2p  +  l]  (der 
uneigentlichen  Gruppe  entsprechend)  als  identisch  e^.  0,  d.  h.,  dass  zwei 
Combinationen  einer  Art,  welche  sich  zu  0,  1,  ...,  2pH-l  ergänzen, 
als  nicht  von  einander  verschieden  betrachtet  werden  sollen.  Für  p  =  4'ir 
ordnet    man    den     eigentlichen    Combinationen    der    2p +  2    Zahlen    zu 

1,  5,  9,  .  .  .  die  geraden  Theta-Charakteristiken,  denen  zu  3,  7,  11,  ... 
die  ungeraden  Theta-Charakteristiken  (also  beiden  die  Wurzelformen  un- 
gerader Dimension)  zu;  und  umgekehrt  für  p  =  4:7+2.  Für  p  =  47:-f-l 
ordnet    man    den    eigentlichen    Combinationen     der    2p +  2    Zahlen    zu 

2,  6,  10,  .  .  .  die  geraden,  denen  zu  4,  .'S,  12,  ...  die  ungeraden  Tlieta- 
Charakteristiken  zu;  und  umgekehrt  für  p  =  4-+o.  In  diesen  Fällen 
eines  ungeraden  p  tritt  daher  auch  die  Combination  (0,  1,  .  .  .,  2p-f-l) 
als  eigentliche  auf,  welche  aber  nicht  identisch  ^  null  zu  setzen  ist. 
Die  Gruppen  -  Combinationen  der  2p-|-2  Zahlen  sind  immer  aus  einer 
geraden  Anzahl  derselben  zu  bilden;  und  jede  solche  ist  in  allen  Fällen 
einer  Perioden-Charakteristik,  d.  h.  einer  Wurzelform  gerader  Dimension 
zugeordnet. 

22.     Frobeuius  (51).  (öG)  hat  sich  von  1880  an  mit  der  Theorie charakteri- 
dcr  Gruppirungen  der  Charakteristiken  beschäftigt,  aber  zunächst  weniger  "'^j^^°?'^J'""- 
im  Hinblick  auf  die  Wurzelfunctioneu,  als  auf  die  Additionstheoreme  der 
Thetafunctionen.    In  Folge  dessen  stellt  er  sich  nicht  auf  den  in  Cap.  A 
und  Bskizzirten  Standpunkt  der  linearen  Periodentransformation,  sondern 
betrachtet  als  wesentliche  Eigenschaften  der  Halber -Charakteristiken  die- 
jenigen, von  denen  die  zwischen  den  Thetafunctionen  mit  variabeln  Argu- 
menten bestehenden   Relationen   abhängen,    d.  h.    diejenigen,    welche   a) 
bei   den   linearen   Periodentransformationen   und   b)    bei   Vermehrung   der 
Argumente   um   halbe   Perioden   invariant   bleiben.     Hierbei   ist   also   der 
„Charakter"  des  Geraden  oder  Ungeraden  einer  Theta-Charakteristik  keine 
invariaute  Eigenschaft,  obwohl  derselbe  in  den  Relationen  zwischen  Thetas 
der  Nullargumente  sich  ausdrückt.    Für  den  Uebergang  einer  Charakteri- 
stiken-Reihe A,  Aj,  .  .  .  in  eine  zweite  B,  B^,  .  .  .  vermöge  a)  allein  ist 
es  nach  Frobenius  notwendig  und  hinreichend,  dass  —  wenn  jK]  =0 
oder  1   den  eben  definirten   „Charakter"  von  K  bezeichnet  — 
1)     |A„|  =  |B„j     (a  =  0,    1,   ...); 
2)     |AA,,A^|  =  !BB„B^5|     (a,  ß  =  1,  2,  .  .  .); 
3)  dass,  wenn  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  der  A  identisch  null  wird, 
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dann  auch  die  der  entsprechenden  B  null  wird.  Dagegen  liefert  das  Hinzu- 
treten von  b)  die  Bedingungen,  dass  ausser  3)  noch  |A,Aq,A^|  =  |B,B„,B^| 
(a,  ß=  1,  2,  .  .  .)  sei,  wobei  |A,  A„,  A^|  =  [  AA„  i  +  |AA^|H-|  A«A^| 
(mod.  2)  ist.  Mit  anderen  Worten:  aus  den  in  Nr.  21  bezeichneten  Sy- 
stemen entstehen  die  von  Frobenius,  wenn  man  ein  und  dieselbe  Cha- 
rakteristik (C)  zu  allen  Charakteristilien  jener  Systeme  addirt.  Es  ist 
dies  nicht  der  Standpunkt  der  sogenannten  „speciellen"  oder  „reinen", 
sondern  der  der  „allgemeinen"  Zweiteilung  (s.  (17)),  ein  Standpunkt,  auf 
welchen  (im  zweiten  seiner  Probleme)  auch  Jordan  (44)  [der  übrigens 
für  die  bezüglichen  Systeme  ein  directes  Bildungsgesetz  angiebt]  und 
im  wesentlichen  auch  Stahl  (45)  steht. 

Frobenius  unterscheidet  „beliebige"  und  „wesentliche"  Combina- 
tionen.  Die  letzteren  sind  Summen  von  irgend  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Charakteristiken.  Dies  ist  ein  Ersatz  für  die  früheren  Unterschei- 
dungen der  zwei  Arten  von  Charakteristiken  (s.  Nr.  7),  indem  die  ersteren 
Combinationeu  bei  Gruppen- (Perioden-) Charakteristiken,  die  letzteren  bei 
eigentKchen  (Theta-) Charakteristiken  in  der  nur  die  Forderung  a)  ver- 
wendenden Theorie  auftreten.  In  der  That  gestaltet  sich  der  üebergang 
zwischen  beiden  Betrachtungen  am  einfachsten,  Avenn  man  von  den  in 
Nrn.  15  —  16,  21  besprochenen  Systemen  von  Gruppen  -  Charakteristiken 
ausgeht  und  das  zu  solchen  [B]  hinzuaddirte  (C)  als  eigentliche  Charakteri- 
stik, die  (CBß)  =  (A„)  also  ebenfalls  als  eigentliche  Charakteristiken  auf- 
fasst.  So  werden  aus  den  früheren  [BJ,  [B.,],  .  .  .,  wo  z.  B.  je  zwei  der 
Gruppen  syzygetisch  zu  einander  sind,  also  Kß  .b-  ^  0,  oder  in  Fro- 
benius'scher  Schreibart  [B^,  B^|^0  (mod.  2)  ist,  jetzt  Charakteristiken 
(Aj),  (A,),  (Aj),  .  .  .  entstehen,  für  die  |  A«,  A^j,  A^|  ^  0,  die  also  Systeme 
von  syzygetischen  eigentlichen  Charakteristiken  im  früheren  Sinne  sind. 
Und  da  bei  |  A^,  A^j,  Ay\  auch  der  Charakter  der  Charakteristiken  untersucht 
wird,  so  beschränkt  sich  der  Unterschied  gegen  die  frühere  Theorie  von 
Weber,  Noether  etc.  Avesentlich  darauf,  dass  nun  in  den  Systemen  von 
Theta-Charakteristiken  nicht  bloss  solche  von  gleichem  Charakter  betrachtet 
werden.  Uebrigens  hat  sich  später  Schottky  (63),  wie  Frobenius  in 
(65j),  ebenfalls  auf  den  früher  besprochenen  Standpunkt  gestellt,  wonach 
man  die  Charakteristiken  der  Thetafunctionen  von  denen  der  Perioden  [also 
die  „eigentlichen"  von  den  „Gruppen-Charakteristiken"]  unterscheidet,  um 
nicht  von  den  ersteren  eine  willkürlich  zu  bevorzugen;  Schottky,  indem 
er  für  die  ersteren  die  Zeichen  k,  1,  . . . ,  für  die  letzteren  die  Zeichen  K,  L,  ... 
wählt;  Frobenius,  indem  er  die  ersteren  als  „einfache",  die  letzteren  als 
„Gruppen  "-Charakteristiken  (schon  in  (65),  §4  durch  Klammern  [])  bezeichnet. 
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Das  Mittel,  welches  Frobenius  für  die  Abzahlungen  benutzt,  be- 
steht wie  bei  Uermite  (5)  in  Sätzen  über  die  Lösung  linearer  Con- 
gruenzen.  Aus  seinen  Resultaten  über  Bildung  der  Charakteristiken- 
Systeme  sei  besonders  ein  einfacher  Process  zur  Erzeugung  derjenigen 
Systeme  („Fundamentalsysteme")  von  2pH-2  eigentlichen  Charakteristiken, 
deren  Summe  ^  0  ist,  und  von  welchen  je  drei  zu  einander  azygetisch 
sind  (die  aber  teilweise  gerade,  teilweise  ungerade  sein  dürfen),  hervor- 
gehoben. Sind  A,  B,  C,  D  vier  Charakteristiken  eines  solchen  Systems, 
so  besteht  das  Verfahren,  welches  alle  Systeme  successiv  aus  einem  ab- 
zuleiten erlaubt,  in  dem  Ersätze  dieser  vier  Charakteristiken  bezw.  durch 
BCD,  ACD,  ABD,  ABC.  Es  ist  derselbe  Process,  durch  welchen  Weber 
von  (p):  (ßj,  .  .  .,  (ß,)  zu  dem  in  Nr.  18  genannten  System  von  (ß,  ß.. ß..) 
geführt  wird,  nahe  verwandt  mit  den  Jordan'schen  Substitutionen  JABCI)} 
(i\r.  19). 

Auf  ein  wichtiges  Resultat  ist  schon  in  Nr.  21  hingewiesen  worden. 
Es  knüpft  sich  an  die  Untersuchung  über  das  gegenseitige  Verhalten  der 
2'-'  Perioden-Cliarakteristiken  eines  „Systems  pter  Stufe"  (nach  dem  Aus- 
druck von  Schottky  (63),  bei  Frobenius  als  „(iruppe"  bezeichnet), 
welches  nämlich  aus  allen  Combiuationen  von  p  Perioden-Charakteristiken, 
als  „Basis",  entsteht.  Insbesondere  entstellt  ein  syzygetisches  System  aus 
rj  paarweise  syzygetischen  Charakteristiken;  es  kann  auch  als  das  der- 
jenigen halben  Perioden  ^co  betrachtet  werden,  welche  zugleich  die  ganzen 
Perioden  einer  Thetafunction  zweiten  Grades  sind,  d.  h.  einer  solchen  Func- 
tion, die  sich  bei  Vermehrung  um  die  oj  wie  'l'"(u)  verhält.  Einem  solchen 
syzygetischen  System  pter  Stufe  (auch  „Göpel'sches  System-'  genannt), 
B„,  B,,...,B,_,  (s  =  2?,  B,  =  0), 

das  aus  p  Gruppen- Charakteristiken  combinirt  ist,  wird  ein  System  von 
a  =  2^^P""i')  eigentlichen  Charakteristiken  (a,),  (a„),  .  .  .,  (ao)  gegenüberge- 
stellt, für  welche  die  (aiBj)  für  j  =0,  1,  .  .  .,  s  —  1  sämtlich  gerade  oder 
sämtlich  ungerade,  und,  weini  1\  eine  symmetrische  Function  der  letzteren 
s  eigentlichen  Cliarakteristiken  vorstellt,  die  ^^,  1'.,,  ...,  l'„  von  einander 
verschieden  sind.  Der  Satz  von  (öG)  ist  nun  der,  dass  diese  a  Verbindun- 
gen 2i  dieselbe  gegenseitige  Anordnung  haben,  wie  die  cj  (p  —  p)-reihigen 
eigentlichen  Charakteristiken  (aj) ;  oder,  genauer  gesagt,  dass  jeder  Relation 
zwischen  Thetafunctionen  zweiten  Grades  v)a;(u)i>a'(v)  von  p  —  p  Argu- 
menten eine  solche  zwischen  den  Thetafunctionen  (pa.  (u,  v)  von  p  Argu- 
menten entspricht,  wo  cpa.(u,  v)  eine  gewisse  lineare  symmetrische  Function 
der  s  Ausdrücke  f)aiB(u) &ajB('^)  (J  =  Ö,  1,  .  . .,  s — 1)  ist. 


518  IX.     Wurzelfunctioneu  und  Wurzelformeu.     D.  Systeme. 

Die  Producte  naj(u)  =  &aiBX^)^aiBi(^0  •  •  •  ^aiB^_/iO  sind  Schottky's 
„Functionen  pter  Stufe",  die  naj(O)  (für  (ai)  gerade)  dessen  „Constanten 
pter  Stufe"  (63). 
Weitere  23.     Wir  Sind  hiermit  im  wesentlichen  bei  dem  heutigen  Stande  der 

Arbeiten.  ~ 

Theorie  der  Charakteristikensysteme  angelangt;  nur  vereinzelte  Unter- 
suchungen sind  noch  kurz  zu  erwähnen. 

Wie  in  Nr.  18  gesagt  worden  ist,  hat  Weher  (37)  für  p  =  3  die 
linearen  Perioden  -  Transformationen  bestimmt,  welche  ein  gegebenes 
Aronhold'sches  7 -System  eigentlicher  Charakteristiken  in  irgend  ein 
anderes  solches  überführen,  Für  beliebige  p  schliesst  Noether  (62) 
hieran  an,  um,  was  einfacher,  ein  System  voii  2p  kanonischen  Gruppen- 
Charakteristiken  in  irgend  ein  anderes  solches  zu  verwandeln.  Er  zeigt, 
dass  die  von  Jordan  als  „Stein er'sche  Gruppe  G"  bezeichnete  Gruppe 
von  Charakteristiken  -  Substitutionen  (Nr.  19)  mit  dessen  „Abel'scher 
Gruppe  H"  mod.  2  sich  deckt.  Die  Transformation,  welche  ein  erstes 
System  von  p  Paaren  kanonischer  Gruppen-Charakteristiken  in  irgend  ein 
zweites  überführt,  lässt  sich  unmittelbar  ablesen;  und  umgekehrt  ergiebt 
die  bekannte  Erzeugung  aller  Transformationen  von  H  aus  elementaren 
eine  neue  Eegel  für  die  Zusammensetzung  aller  Substitutionen  von  G 
und  somit  für  die  Bildung  aller  Systeme  von  p  Paaren  kanonischer 
Gruppen-Charakteristiken. 

Die  Gleichung  für  die  reinen  Berührungscurven  (Wurzelformen)  bei 
gegebenem  Rationalitätsbereich  der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  f  =  0 
hat  eine  Galois'sche  Gruppe  G',  die  mit  G  identisch  oder  eine  Untergruppe 
von  G  ist.  Schon  Jordan  (24)  bemerkt,  dass  für  p^  3,  bei  unbestimmt 
gelassenen  Coefficienten  der  ebenen  f^,  G'  =  G  ist;  und  Weber  (57)  benutzt 
zum  Beweise  dessen  die  Thatsache,  dass  für  das  7 -System  von  Doppeltan- 
genten die  14  Constanten  beliebig  gewählt  werden  können,  dass  also  der 
Uebergang  zu  jedem  anderen  7-System  auch  mittels  G'  möglich  sein  müsse. 

In  speciellen  Fällen  ist  G'  eine  Untergruppe  von  G;  so  im  hyperellip- 
tischen (Nr.  13)  und  in  dem  Nr.  20  besprochenen  Falle  p  =  4.  Von 
anderen  Specialisirungen,  welche  mit  Hülfe  der  Charakteristikentheorie  ver- 
folgt worden  sind,  ist  nur  noch  der  von  Thomae  (3 Ij)  behandelte  Fall: 
s^:^f^(z),  p  =  3,  und  der  von  Osgood  (73)  behandelte:  s^^fg(z), 
p  =  4,  zu  erwähnen.  Die  eindeutige  Transformation  in  sich  vom  Cyklus 
3,  welche  das  Gebilde  hierbei  zulässt,  bewirkt  die  Auszeichnung  einer  un- 
geraden, bezw.  geraden,  eigentlichen  Charakteristik  und  die  cyklische  Anord- 
nung der  übrigen  eigentlichen  Charakteristiken  zu  je  dreien,  und  bringt  in 
Folge  dessen  die  Gruppe  G  auf  eine  solche  G'  zurück,  die  im  ersten  Falle  der 
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Gruppe  der  allgemeinen  Dreiteilung  für  p=  1  (Hesse'schen  Gleichung), 
im  zweiten  Falle  der  Gruppe  der  speciellen  Dreiteilung  für  p  =  2  (s. 
(23))  oder  auch  derjenigen,  Avelche  aus  der  Zweiteilungsgruppe  für  p  =  3 
durch  Auszeichnung  einer  ungeraden  Charakteristik  entsteht,  isomorph  ist. 
Weitere  gruppentheoretische  Untersuchungen  in  dieser  Pachtung  liegen 
nicht  vor. 

Die  ausführlichen  Arbeiten  von  Staude  (58),  (58,)  über  den  Fall 
p  :=:  2  geben  zwar  eine  Uebersicht  über  die  Formelbeziehungen  zwischen 
Theta-  und  Wurzelfunctionen ,  führen  aber  weder  die  Galois 'sehen  Be- 
griffe ein,  noch  erörtern  sie  die  Frage,  ob  und  wie  die  dortigen  Zuord- 
nungen von  der  Art  der  Zerschneidung  der  Rie  mann  "sehen  Fläche  ab- 
hängen, noch  endlich  enthalten  sie  den  Hinweis  darauf,  dass  überall  eine 
gerade  Charakteristik  ausgezeichnet  wird.  Der  letztere  Umstand  erklärt 
Staude's  zweierlei  Arten  von  Zuordnungen  von  Theta-Charakteristiken  zu 
algebraischen  (Wurzelform) -Charakteristiken.  Von  dieser  willkürlichen 
Auszeichnung  hängt  auch  die  Einteilung  der  Ih  Gruppen-Charakteristiken 
(p  =  2)  in  zwei  Klassen  von  9  und  6  bei  Krazer  (53^)  und  Anderen 
ab.  Die  teilweise  combinatorischen  Sätze  von  Pascal  (76)  über  Chnrak- 
teristiken  beziehen  sich  ebenso  auf  das  in  der  Bezeichnung  willkiirlicli 
bevorzugte  System  von  2p +  2  Charakteristiken  mit  Summe  0,  während 
dessen  nachfolgende  Noten  in  der  Rend.  Acc.  Line,  wirkliche  Gruppen- 
beziehungen betreffen. 

Von  Tabellen  für  die  Bezeichnungen  und  Uebergänge  bezüglich  hi- 
dices  und  Thetafunctionen  bei  den  verschiedenen  Autoren  führen  wir  an: 

Königsberger  (10),  J.  f.  M.  (Weierstrass'sche  Bezeichnung  f.  bei.  p). 

He  noch  (19)  (dasselbe  für  zwei  und  drei  Variable). 

Pringsheim    (29)    (Weierstrass-Roseuhaiu),    (32)    (Weierstrass, 

p  =  4). 
Weber  (30)  (allgemeiner  Fall  p  =  3). 
Thomae  (31)  (p  =- 2). 

Borcbardt  (34)  (p  =  2,  Göpel- Weierstrass). 

Weber  (34^)  (p  =  2,  allgem.  Indices  und  Rosenhain"sche  Bezeichmiug). 
Scliottky  (40)  (Darstellung  der  Weierstrass'schen  Bezeichnung,  p  =  3). 
Cayley  (41i)  (Hesse 'sehe  Bezeichnung  p  =  3). 
Borcbardt  (41.^)  ( Weierslrass-Schottky's,   Weber's  und  Ilesse's 

Indices,  p  =  3). 
Noether  (42)  (Ausbildung  des  Ilesse'sclien  Calculs  für  p  =  3). 
Cayley  (43i)  (p  =  2;  Bezeichnungen  von  Cayley,  Göpel,  Rosenhaiu, 

Weierstrass,  Kummer). 
Forsyth  (io^)  (p  =  2:  auch  Bezeichnung  von  Hermite). 
Staude  (58),  (58i)  (p -=  2). 
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Dazu  ein  geometrisches  Bild,  das  für  p  =  2  von  Rohn  (343),    für  p  =  3 
und  4  von  Pascal  (34io)  und  (76)  gegeben  wird. 

Obwohl  die  Aufstellung  aller  zu  einem  algebraischen  Gebilde  ge- 
hörigen "Wurzelformen  und  ihre  Anordnung  eine  rein -algebraische 
Aufgabe  wäre,  hat  doch  diese  Auffassung,  die  sich  von  der  transcen- 
denten  Theorie  ganz  unabhängig  zu  machen  hätte,  bisher  nur  in  äusserst 
beschränktem  Umfange  Platz  gegriffen,  wie  in  unserem  Referate  an  ver- 
schiedenen Stellen  angedeutet  ist.  Von  allgemeinen  Ergebnissen  ist  näm- 
lich nur  das  in  einem  Teil  von  Nr.  10  Mitgeteilte  bekannt;  von  speciellen 
Fällen  aber  ist  nur  der  leicht  zu  erledigende  Fall  der  hypcrelliptischen 
Curven  (Nr.  13),  der  Fall  p  =  3  nach  Hesse  und  Aronhold  (Nr.  17) 
und  der  specielle  Fall  aus  p  =  4  von  Nr.  20  untersucht.  Die  Berech- 
nung der  Zahl  120  der  Systeme  X^')  für  p  =  4  hat  C.  Küpper 
(„Geometrische  Betrachtungen  etc.",  Sitzber.  der  Böhm.  Ges.  d.  Wiss., 
1892)  mittelst  Correspondenztheorie  ausgeführt.  Eine  eingehendere  Unter- 
suchung des  Falles  p  =  3  findet  sich,  an  die  in  Nr.  17  besprochene  Auf- 
fassung anknüpfend,  bei  De  Paolis  (39)  und  Noether  (67);  über  die 
von  Seiten  der  Geometer  unternommenen  Untersuchungen,  deren  algebraische 
Auffassung  und  ihre  Beziehung  zu  der  transcendenten  siehe  unten  Nr.  28,  29. 


E.    Die  Thetii-  uud  Wurzelformeu -Relatioueii. 

Reduetion  24.     Die   Charakteristikontheorie   dient    ausser   zur   Gruppirung   der 

der  Wurzel- 

fuuctiouen.  Wurzclforuien  dazu,  einen  Einblick  in  die  Relationen  zwischen  den 
Thetafuuctionen,  oder  zwischen  den  Wurzelformen,  zu  verschaffen.  Ueber 
die  Leistungen  in  diesem  Gebiete  geben  wir  einen  kurzen  Ueberblick, 
indem  wir  zunächst  nochmals  an  die  Beziehungen  zwischen  Wurzel-  und 
Thetafunctionen  erinnern.  Die  einfachste  Verallgemeinerung  der  Rie- 
mann'schen  Beziehung  zwischen  Thetafunctionen  und  Wurzelformen 
(Nr.    12)    erfolgt    mit    Hülfe    der    Berührungsfornien    dritter    Dimension: 

VXa  .    Diese  Wurzelformen  bilden  (Roch  (8))  bei  gegebener  eigentlicher 
Charakteristik  (a)  eine  oo-i'~''- Schar,  sind  also  in  der  Form 

2p- 3 


mit  variabeln  Parametern  Xi,  darstellbar.      Man  bildet  nun  Wurzelformen 

aus  den  yXa^i(Xj)  (i,  j  =  0,  1,  .  .  .,  2p  —  3),  die  sich,  in  2p  —  2  Varia- 
bein geschrieben,  in  Gestalt  einer  Determinante  D;i(Xq,  Xj,  .  .  .,  Xop-s)  an- 
ordnen.    Die  Formel,   welche  die  Zuordnung   der  eigentlichen  Charakte- 
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ristikeu  unmittelbar  zeigt,  ist  dann: 

D,(x„  x„  .  .  .,  X2p_3)  =  Q.C,.i>,  {^'zj  '-In). 

wo  die  Ca  von  den  x.  il  von  (a)  unabhängig,  die  Ij  die  Nullpunkte 
irgend  einer  (p-Form  sind;  eine  Formel,  welche  die  meisten  der  von 
Rosenhain,  Prym,  Weber,  u.  s.  w.  angew-andten  umfasst. 

Was  die  weiteren  Wurzelf unctionen  betrifft,  so  führt  man  sie  ent- 
weder (nach  Xr.  10)  auf  Quotienten  Da/Db-R,  wo  R  eine  rationale  Func- 
tion der  Variabein  ist,  und  damit  auf  Thetaquotienten  zurück:  oder  man 
stellt  auch  für  tj.  >  3,  analog  der  Darstellung  für  ;x  =  3,  die  Vx/^(x) 
und  die  Determinantenquotienten  durch  Thetafunctionen,  bezw.  Thetaquo- 
tienten dar,  wobei  nur  die  Argumente  Summen  von  (u.  —  l)(p — 1)  Inte- 
gralen werden  (so  Klein  (70)).  Die  auftretenden  Constanten  Ca  lassen 
sich  dabei  immer  durch  die  Theta-  oder  die  algebraischen  Klassenmoduln 
ausdrücken.  Das  obige  l>a(\:  ■  ■  ■,  xop-s)  selbst  lässt  sich  ebenfalls  noch 
etwa  auf  einen  Ausdruck  yXafo(xg)  .  .  .  Xa'V,(x2p_3)  .  R,  w'o  R  rational 
ist,  reduciren,  die  yXajj(xj)  aber  lassen  sich  durch  einen  Ausdruck 
ycpß(xi)<5,5(xi)cpa(}r.,}(xi)  ersetzen,  so  dass  man  alles  auf  die  einfachsten 
Wurzelformen  y'.2,y(x)  und  auf  rationale  Functionen  der  Variabein  zurück- 
führen könnte.  Dies  geschieht  z.  B.  bei  Weierstrass-Köuigsberger 
(10),  welche  Functionen  y9a(x)  mit  einfachem  Index  a  zu  Grunde  legen. 

"25.    Was  die  Thetarelationen  angeht,  so  können  wir  hier  im  wesent-  Thetareia- 

'-^  tioneii. 

liehen  nur  auf  die  Litteratur  hinweisen.  Für  den  hyperelliptischen  Fall 
auf  die  Arbeiten  von  Göpel,  Rosenhaiu  (2),  Weierstrass-Königs- 
berger  (10);  für  den  allgemeinen  Fall  p  =  3  auf  Weber  (30),  Schottky 
(40);  für  p  =  4  auf  Noether  (38,),  Schottky  (G3);  für  beliebiges  p 
auf  Stahl  (45),  Xoether  (48),  Frobenius  (51),  Prym  (53).  Die 
systematischsten  Ableitungen  findet  mau  in  (51)  und  (53);  Beziehungen 
zwischen  den  Relationen  in  (48)  und  (63). 

Die  Thetarelationen  lassen  einerseits  besondere,  auch  algebraische, 
andererseits  allgemeine  Auflösungen  zu.  So  hat  für  p  =  2  Cayley  (33,) 
aus  den  i)(0)  Ausdrücke  ya,  —  a^  zusammengesetzt,  die  sich  (nach 
Hesse,  J.  f.  M.  63)  wie  die  Coefficieuten  einer  ternären  orthogonalen 
Substitution  verhalten.  Als  ebensolche  Coefficienten  werden  von  Weber 
(37j)  gewisse  9  Thetaquotienten  mit  variabeln  Argumenten  erkannt;  und 
Caspary  (37.,)  hat  die  Coefficienten  einer  quaternären  orthogonalen 
Substitution  als  Producte  i)a(u)i>y(v)  ausgedrückt.  Allgemeine  Unter- 
suchungen in  dieser  Richtung  hat  Prym  (53)  angestellt. 
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Für  p  =  2  ist  eine  allgemeine  Auflösung  der  Thetarelationen  — 
d.  h.  eine  Darstellung  aller  Thetaquotienten  {la(»)/^b(u)  durch  p  unab- 
hängige Parameter  —  schon  in  den  Arbeiten  (2)  geleistet.  So  setzt 
Rosenhain  (vgl.  10,  Nr.  28)  zwei  Thetaquotienten  bezw.  gleich  yxx'  und 
]/(! — x)(l — x'),  also  gleich  den  einfachsten  Wurzelfunctionen  von  zwei 
Punkten.  Eine  analoge  Umkehrung  giebt  für  den  hyperelliptischen  Fall 
p  =  4  Pringsheim  (32),  für  hyperelliptische  bei  p  =  3  Schottky 
(Nachtrag  zu  (40)),  für  den  allgemeinen  Fall  p  =  3  derselbe  (40).  Der 
allgemeinen  Auflösung  für  p  =  2  ist  von  Borchardt  (34)  eine  andere 
Form  gegeben  worden.  Er  deutet  die  Göpel'sche  biquadratische  Relation 
(vgl.  in,  Nr.  27)  zwischen  einem  syzygetischen  Quadrupel  i)a(u,  v), 
&aK,(u,  v),  i}aK,('i' ^)5  i^aK,K,(u,  v)  (s.  Nr.  22),  indem  er  diese  vier 
Functionen  homogenen  Raumcoordinaten  proportional  setzt,  als  Gleichung 
einer  Kummer' sehen  Fläche;  die  Quadrate  der  übrigen  Thetafunctionen 
werden  dann,  nach  den  Rosenhain'schen  Relationen,  lineare  Functionen 
der  Quadrate  der  Functionen  des  Quadrupels.  Da  wir  die  algebraischen 
Functionen  von  Punktgruppen  einer  Curve  in  diesem  Referat  nicht  ein- 
gehend besprechen  wollen,  beschränken  wir  uns  darauf,  auf  die  unter 
(34)  —  (34j^)  citirte  Litteratur  zu  verweisen. 

Die  in  der  Theorie  der  Wurzelfunctionen  wichtigen  Thetarelationen 
sind  die  linearen  homogenen  zwischen  einer  Anzahl  1)  von  Producten 
i}k.(u)i}k.(v);  2)  von  Producten  9k(")'^k'(u),  bei  gegebener  Gruppen- 
Charakteristik  [kjkj']  r^  [K];  3)  von  Quadraten  i>k(n). 

Reiationeu  26.     Wenn  man   in  die  in  Nr.  25   angeführten  Thetarelationen    die 

Wurzel-  in  Nr.  24  besprochenen  Ausdrücke  der  Thetafunctionen  durch  Wurzel- 
functionen einsetzt,  w^elche  sich  auf  eine  vorgelegte  algebraische  Curve 
beziehen,  so  erhält  man  Lösungen  jener  Relationen,  freilich  für  p  >  3 
immer  nur  particuläre,  insofern  die  Zahl  der  Moduln  des  algebraischen 
Gebildes  dann  kleiner  ist,  als  die  Zahl  der  unabhängigen  Thetamoduln. 
Unter  „Lösungen"  sind  hierbei,  wde  oben,  algebraische  Ausdrücke  von 
einer  oder  mehreren  Variabein  verstanden,  welche,  für  die  einzelnen 
Thetas  eingesetzt,  sämtliche  Relationen  befriedigen  (s.  Schottky,  J.  f.  M. 
108,  S.  147).  Man  findet  auf  diese  Weise  ebenso  viele  Relationen 
zwischen  den  Wurzelformen,  und  zwar  zwischen  solchen  mit  beliebig 
vielen  Variabeinsystemen,  z.  B.  mit  zweien  vennöge  der  Ausdrücke  von 
Nr.  12  aus  den  Formeln  mit  nur  ungeraden  Thetas,  oder  mit  2p  —  2 
(bezw.  p  derselben,  deren  gegenseitige  Unabhängigkeit  schon  zu  der  der 
u,,  ....  Up  genügt)  nach  Nr.  24. 
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Von  den  Aufgaben,  welche  sich  hierbei  darbieten,  sind  aber  bis- 
her erst  einige  behandelt,  wenige  gelöst  worden: 

Für  p  =  2  hat  die  einfachsten  Relationen  Cayley  (33,)  (vgl.  Nr.  25) 
aufgestellt. 

Für  p  =  3  haben  Riemann  (G,)  (s.  auch  Cayley  (54))  und 
"Weber  (30)  die  Relationen  zwischen  den  28  Formen  ]/cpy.  an  der  Hand 
der  Charakteristikentheorie  discutirt,  und  besonders  Weber  aus  den 
Thetaformeln  die  algebraischen  Klassenmoduln  durch  die  transcendenten 
Moduln  ausgedrückt. 

Für  p=3  und  p  =  4  sind  neuere  Arbeiten  von  Schottky  und 
Frobenius  zu  erwähnen,  welche  wir  in  Mr.  27 — -29  eingehender  be- 
sprechen werden. 

In  Bezug  auf  die  in  Nr.  24  erwähnte  lineare  Zusammensetzung  der 
Scharen  yXk'^(x)  aus  „speciellen  AbeTschen  Functionen"  hat  Weber 
(30)  für  p  =  3  noch  besondere  Angaben.  Die  X^  kann  man  je  aus 
zwei  Producten  ]/oa'^k,a-,  V^/j<pk,?  (wo  (oc),  (ka)  etc.  ungerade  sind) 
zusammensetzen,  wie  nach  Hesse  bekannt  ist;  ferner  die  X^  je  aus  vier 
Producten  der  Art  j/cp^^o^jc^ka^j  auf  mannigfaltige  Weise,  wobei  noch  für 
ungerades  (k)  in  mehreren  der  Producte  zwei  der  Factoren  unter  sich 
gleich  angenommen  werden  können  (s.  auch  Schottky  (40),  §22). 
DieXi"^'^  sind  in  der  Form  f ,  ]/ cp«  cpk« + f.,  V'cp^k^,  dieX^'^"^'^  für  gerade 
(k)  in  der  Form  von  vier  Producten  der  Art  f ;  j/cp^Tö^^y^^"^ ,  für  un- 
gerade (k)  in  der  Form  f^  "[/(pk  +  f,  ycp„cp,j(x»k«^j,  wo  alle  f  rational  sind, 
übrigens  mit  noch  überflüssigen  Parametern,  darstellbar. 

Für  beliebiges  p  und  jx  ^  3  hat  Noether  (()2)  augegeben,  dass 
man  IXk^    in  die  Form  setzen  kann 

wo  bei  gegebenem  k  und  jj,  die  beiden  Formen  V^a  »ik^I  kX]  •""'  fest 
gewählt  werden  können,  sodass  in  dem  Ausdruck  nur  genau  so  viele 
Parameter  vorkommen,  als  die  allgemeinsten  I' X^  enthalten,  nämlich 
(tx — l)(p — 1).  Es  folgt  hieraus,  dass  man  Vx^t^  durch  (u. —  l)(p — 1) 
Producte  von  je  jx  AbeTschen  Functionen  der  Art  ]/cp„.  darstellen  kann, 
vorausgesetzt  dass  dies  für  alle  Vx^  C^  +  O)  möglich  ist.  Für  diese 
letztere  Möglichkeit,  von  welcher  der  hyperelliptische  Fall  überzeugt, 
wäre  auch  ein  directer  Beweis  wünschenswert,  also  ein  Beweis  dafür, 
dass  p — 1  Curven  <l)^-\  welche  durch  die  Berührungspunkte  einer  X(-\ 
von  der  Gruppen-Charakteristik  [k],  gehen  und  je  die  Berührungspunkte 
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von   gewissen   p — 1    zerfallenden  X^^)    der  Schar  [k]   ausschneiden,    von 
einander  linear-unabhängig  sind. 

Allgemeinere  Sätze  über  die  Zusammensetzung  der  Formen  aus  einer 
gegebenen  Anzahl  specieller,  so  bei  den  Wurzelformen  D,^  (Nr.  23)  mit 
mehreren  Variabein,  sind  bis  jetzt  nicht  bekannt;  insbesondere  nichts 
über  die  lineare  Abhängigkeit  der  Relationen.  Für  p  =  2  finden  sich 
bezüglich  der  rationalen,  Zusammensetzung  einige  Bemerkungen  und 
Schlüsse  bei  Burkhardt  (69). 

schottky's  9?.     Die  Theorie   des   Zusammenhangs    der   28  Wurzelformen  I/cb,, 

Arbeit  fur  *  '  T« 

P=3.  für  p  =  3,  also  der  28  Doppeltangenten  der  ebenen  Curve  vierter  Ord- 
nung, ist  vermöge  der  Thetarelationen  über  die  schon  besprochenen 
Arbeiten  hinaus  von  Schottky  (40)  gefördert  worden.  Diese  Arbeit 
hat  das  Verdienst,  auch  für  die  allgemeine  Klasse  p  =  3  von  den 
Thetafunctionen  aus  einen  (freilich  von  Sprüngen  nicht  freien*))  Weg 
zum  algebraischen  Gebilde  eingeschlagen  zu  haben.  Dabei  ist  hervor- 
zuheben, dass  Schottky,  wie  Weber,  von  den  sieben  ungeraden  Func- 
tionen eines  Aronhold 'sehen  7-Systems  ausgeht;  nur  dass  er  dieselben 
in  symmetrischer  Weise  einführt.  Sodann  ist  hinzuweisen  auf  die  wirk- 
liche Bildung  vieler  Wurzelformen  zweiten  Grades  von  der  ersten,  zweiten, 
dritten,  und  auch  von  höherer  Ordnung,  ausgedrückt  durch  die  sieben  gege- 
benen ]/cp«;  auf  die  symmetrische  Darstellung  aller  einfachen  Theta- 
quotienten  und  aller  Moduln  je  durch  eine  begrenzte  Zahl  solcher,  u.  A. 
Schottky 's  Aufsatz  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Uebergang  zum 
algebraischen  Gebilde  durch  eine  solche  Specialisirung  der  Argumente  der 
Thetafunctionen  zu  erhalten,  dass  die  ungeraden  derselben  in  Producte 
je  zweier  von  je  einem  Parameter  abhängigen  Ausdrücke  zerfallen,  einem 
Parameter,  der  dann  die  Punkte  eines  Gebildes  p  =  3  durchläuft.  Diese 
Auffassung,  welche  aber  erst  durch  spätere  Arbeiten  von  Schottky  und 
Frobenius  völlig  klar  gestellt  worden  ist,  beruht  auf  der  in  Nr.  12 
mitgeteilten  Gleichung.  Die  linearen  Glieder  der  sieben  gegebenen  un- 
geraden Thetafunctionen  sind  als  die  Ausdrücke  für  sieben  Gerade  der 
Ebene  gedacht;  das  eingeführte  algebraische  Gebilde  ist  die  Jacobi'- 
sche  Curve  der  Curven  dritter  Klasse,  welche  diese  sieben  Geraden  a; 
berühren,  also  eine  Jg(aj,  ...,  a^);  und  alle  Entwicklungen  lassen  sich 
daher  als  symmetrische  Ausführung  der  Aronhold 'sehen  Theorie  (Nr.  17) 
deuten. 


*)  Vgl.  Noether's  Receusiou  in  Ztsch.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  26,  1881. 
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28.  Als  eine  rein-algebraische  Theorie  des  Zusammenhangs  zwischen  Frobenius' 
den  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  f^,  welche  im^'^ün'ter^-*^  ^ 
wesentlichen  die  algebraischen  Formeln  Schottky's  (40)  dadurch  wieder-  7ör'p=3" 
giebt,  dass  sie  die  explicit-rationalen  Ausdrücke  der  Doppeltangenten  aus 
denen  eines  7 -Systems  direct  ableitet,  charakterisirt  sich  die  Arbeit  von 
Frobenius  (59).  Sein  Ausgangspunkt  ist  ehie  analytische  Formulirung 
derjenigen  geometrischen  Auffassung  des  Hessc'schen  Ganges,  welche 
Sturm  (21)  (ohne  auf  Hesse  Bezug  zu  nehmen)  entwickelt  hat,  nur 
übertragen  in  die  dualistische  Form:  Diejenigen  Flächen  eines  Gewebes 
(linearen  co''-  Systems)  F(^)  von  Flächen  zweiter  Klasse,  mit  8  associirten 
gemeinsamen  Ebenen  A^,  Aj,  .  .  .,  A,,  weichein  einen  Kegelschnitt  degene- 
riren,  berühren  eine  dieser  acht  Ebenen,  etwa  A^,  in  den  Punkten  einer 
ebenen  f^.  Dabei  wird  die  Aron  hold 'sehe  Figur  der  Durchschnitt  von  A^^ 
mit  der  zur  Hesse-Sturm'schen  Raumfigur  dualistischen.  Frobenius  ver- 
dichtet diese  geometrischen  Bemerkungen  —  wie  es  aber  in  dualistischer 
Form  schon  ebenso  bei  C leb  seh  (25)  geschehen  war  —  zur  folgenden  Grund- 
lage: die  sieben  Ebenen  A^  .  .  .,  A^  und  irgend  ein  Punkt  P  von  A,, 
bestimmen  eine  der  F^-^  und  zugleich  die  zwei  durch  P  gehenden  in 
A^^  liegenden  Erzeugenden  dieser  F^-);  eine  Bemerkung,  die  wieder  das 
in  Nr.  17  besprochene  1-2-deutige  Entsprechen  zwischen  Linienpaaren 
und  Punkten  der  Ebene  A^  liefert. 

Der  Zusammenhang  der  Formelsysteme  von  Frobenius  mit  denen 
von  Schottky  lässt  sich  noch  näher  dahin  präcisiren,  dass  die  Aus- 
drücke von  Frobenius  Entwicklungsglieder  der  bei  Schottky  vor- 
kommenden ungeraden  6-Ausdrückc  verschiedener  Ordnungen  sind.  AVir 
bemerken  von  diesen  Formeln  besonders  die  folgenden  sonst  nicht  be- 
nutzten Identitäten : 

7 

sechsgliedrige  [x^^^  ^  0]  Formeln  zwischen  den  Doppeltangenten 
9;,x(x)  =  xa     und     cp^;(y)  =  y^^ 
Diese   Identitäten,   die   aus   der  Hesse'schen  Raumbeziehuug    nach 
der  Methode  von  P.  Serret  (Geom.  de  direction)  erhalten  werden,    und 
die  nach  geeigneter  Constantenbestimmung   nuch  einfacher  in  der  Form: 

erscheinen,    dienen    Frobenius    nun    in    ((>5)    geradezu    als   Grundlage 
der  ganzen   Theorie    der   Doppeltangenten:    die   x,,,^    sollen    ein    solches 
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symmetrisches  System  bilden,  welches  den  Identitäten  genügt  und  vom 
Range  3  ist  (d.  h.  die  Determinanten  vierten  Grades  aus  denselben  ver- 
schwinden). In  dieser  Theorie,  welche  der  der  quaternären  orthogonalen 
Substitutionen  ähnlich  ist,  tritt  also  die  Auszeichnung  eines  7- Systems 
zurück.  Frobenius  gelangt  zu  den  linearen  und  quadratischen  Iden- 
titäten zwischen  den  x„^,  und  giebt,  wie  schon  Hesse,  in  den  Relationen 
zwischen  den  Wurzelformen  die  Gruppe  der  Indicesvertauschungen,  und 
weiter  auch  diejenigen  Factoren,  welche  die  aus  der  Vertauschung  her- 
vorgehenden neuen  x«^  annehmen,  damit  sie  denselben  Identitäten  ge- 
nügen, wie  die  alten  x^^.  Die  j/x^^j  selbst  bilden  bei  Frobenius  ein 
alternirendes  (]/x^  =  — ]/x„^j)  System  vom  Range  2. 

Der  eigentliche  Zweck  des  Aufsatzes  (65)  deckt  sich  aber  mit  dem, 
den  Steiner  in  (4)  im  Auge  hatte,  nämlich  mit  der  Untersuchung  der 
covarianten  Curven  der  63  Kegelschnittnetze,  denen  je  die  63  Scharen 
Xk"  angehören.  Frobenius  giebt  Ausdrücke  für  die  zu  Grunde  gelegte 
f^  in  der  Form  ^'^al^ß/iU,  wo  G  die  Jacobi'sche  Form  eines  Netzes  ist, 

und  Beziehungen  dieser  G  etc.  zu  den  Wurzelformen ;  so  z.  B.  Ausdrücke 
der  G  durch  Producte  von  je  sechs  |/x„^,  denjenigen  sechs  Doppeltan- 
genten entsprechend,  durch  deren  Berührungspunkte  G  geht,  u.  s.  w.  In 
dieser  Beziehung  begegnet  sich  die  Arbeit  mit  dem  Bestreben  der  Geometer, 
auf  dem  Steiner'schen  Wege  die  Theorie  der  Berührungseigenschaften 
einer  f^  zu  ermitteln,  eine  Aufgabe,  mit  der  sich  Geiser  (22),  Araeseder 
(55),  Bobek  (64),  Kohn  (71)  beschäftigt  haben. 
Weitere  29.    In  einer  weiteren  Abhandlung  (65,)  klärt  Frobenius  von  der 

denteUnter-Theorie  der  Thetafunctionen  her  (oder  vielmehr,  wie  bei  Schottky, 
überwu?zei-der  G-Fimctionen)  den  Ansatz  der  Schottky 'sehen  Arbeit  (40)  auf. 
Während  hier  noch  eine  Thetarelation  neunten  Grades  benutzt  wird,  um 
die  Argumente  als  je  ein  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  und  y  dar- 
stellen zu  können,  giebt  Frobenius  als  genügende  Bedingung  an,  dass 
eine  gewisse  Thetafunction  zweiten  Grades  cp(u)  verschwinden  muss,  die 
Factor  jener  Relation  ist  —  eine  Function,  deren  Bedeutung  auch  dar- 
aus hervorgeht,  dass  sie  im  hyperelliptischen  Falle  zu  v1^.(h)  wird,  wenn 
0„(u)  die  gerade  für  u,  =  u^  :=  u^  =  0  verschwindende  Thetafunction 
ist.     Die  Function  cp(u)  ergiebt  sich  aus  der  Formel  von  Nr.  12,  also  aus 

K8;(/^du)=(ialx,).(i4n), 

y 
indem  man  a  =  a^,  a^,  ...,  a^   setzt  und  K    sowie  die  Xiyk-I-Xkyi  elimi- 
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rirt,  in  der  Form 

9(n)  ==  !{>;i(u),  a;/,  a:,.a;:,  .  .  .,  a;,"^!,     =  0  für  u  =/''fl«i; 

y 
sie  entstellt  daher  auch,   wenn  man  der  Function 

?('0  =  Asx  Ö,l;  ("),      WO   i>,„(n)  =  »(u), 

vorschreibt,   in  der  Potenzentwicldung  mit  Gliedern  vierter  Dimension  in 
UpU^jUj   anzufangen. 

Mit  der  Einführung  dieser  Function  hat  Frobenius  für  den  üeber- 
gang  von  den  Thetarelationen  zu  dem  algebraischen  Gebilde  und  dessen 
Wurzelformen  einen  neuen  Gesichtspunkt  eröffnet.  Denn  da  sich  die 
Coefficienten  g;.  aus  den  Thetamoduln  unmittelbar  herstellen  lassen,  also 
auch  die  Function  <:p(u)  selbst  sich  bilden  lässt,  so  erhält  man  aus  deren 
Gliedern  vierter  Dimension  bei  kleinen  Werten  der  u  (oder  du  :du.,  :du 
=  X,  :x.,:x^)  die  Gleichung  f^(Xj,  x.^,  x„)  =  0  des  algebraischen  Gebildes. 
Und  umgekehrt  erhält  man  aus  f^  (x)  =  0  das  Glied  vierter  Dimension 
9^  einer  Function  cp(n),  sowie  die  Perioden  und  diese  Function  selbst, 
und  daraus  die  allgemeinste  den  Bedingungen  für  die  ^(u)  genügende 
Function,  in  der  Form  0(u)  =  k~^ei(")cp(ku),  wo  k  constant,  q(n)  ein 
quadratischer  Ausdruck  ist.  Indem  Frobenius  diese  Grössen  so  be- 
stimmt, dass  das  Glied  sechster  Dimension  Og  die  Hessc'sche  des  Glieds 
vierter  Dimension  O^  wird,  gehen  alle  Glieder  von  <!>  in  rationale  Cova- 
rianten  von  f^  über  —  man  hat  also  eine  invariante  Darstellung  der  zu 
f^  gehörigen  Ja cobi 'sehen  Functionen.  Die  letztere  Auffassung  ist  der- 
jenigen von  Klein  (Ref.  VIII,  C)  ähnlich,  welcher  seine  Untersuchungen 
(70)  ebenfalls  auf  p  =  3  und  die  Darstellung  der  Wurzelfuuctionen  in 
den  beiden  Fällen  der  Auszeichnung  einer  ungeraden  oder  einer  geraden 
Charakteristik  gerichtet  hat. 

Nicht  nur  der  Grundgedanke  der  Schottky 'sehen  Arbeit  (40)  wird 
durch  die  Function  (p(u)  durchsichtiger,  sondern  auch  die  Bildung  einer 
Reihe  von  Wurzelform-Ausdrücken  -ward  einfacher  und  klarer,  wobei  in- 
dessen die  von  dem  Verfasser  seit  1886  adoptirte  Charakteristiken- Auffas- 
sung mitwirkt.  Frobenius  giebt  eine  neue  Ableitung  vieler  g- Rela- 
tionen, welche  sich  alle  unmittelbar  in  Relationen  zwischen  Wurzelformen 
umsetzen  lassen,  Relationen,  die  eine  Erweiterung  der  einem  orthogonalen 
symmetrischen  System  zugehörigen  sind,  und  von  denen  aus  auch  der 
Uehergang  zu  dem  Formelsystem  der  Abhandlung  (65)  geleistet  wird.  Wir 
erwähnen    noch   die   Einführunt;;    der   ungeraden   Thetafuuctionen   zweiten 
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Grades  ^k(u),  welche  je  einer  der  63  Gruppencliarakteristikeu  [k]  zu- 
geordnet sind,  und  deren  Entwicklungen  mit  Gliedern  dritter  Dimension 
anfangen  —  sie  entsprechen  in  ihrer  Darstellung  durch  drei  Producte 
(jai<Sßy^x  den  einfachsten  Wurzelformrelationen  — ,  ferner  die  Darstellung 
von  cp(u)  als  Summe  von  drei  Producten  oder  von  drei  Quadraten,  die 
in  den  Entwicklungsgliedern  vierter  Dimension  der  kanonischen  Darstel- 
lung von  f^  in  der  Form  C^ — AB  entspricht. 

Ein  analoger  Gang  steht  auch  für  p  =  4  offen,  nachdem  Schottky 
(63)  —  wiederum  durch  die  Annahme,  dass  die  ungeraden  Thetafunc- 
tionen  specieller  Argumente  in  zwei  Factoren  zerfallen,  die  nur  von  je 
einer  Variahein  ahhängen  —  die  Relation  zwischen  den  Oa(0)  entwickelt 
hat,  welche  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ist,  dass 
die  Thetafunctionen  zu  einem  algebraischen  Gebilde  p  =  4  gehören.  Sie 
stellt  sich  als  eine  lineare  homogene  Relation  zwischen  den  Quadrat- 
wurzeln aus  den  drei  Thetaconstanten  dritter  Stufe  dar  (s.  Nr.  22).  In- 
dessen hat  man  diesen  Weg,  abgesehen  von  der  Aufstellung  einzelner  Rela- 
tionen, wie  (63)  deren  einige  enthält,  noch  nicht  betreten.  Nur  bemerkt 
Frobenius  (65j),  dass  zu  jeder  der  für  p  =  4  vorhandenen  255  Gruppen- 
Charakteristiken  eine  gerade  Thetafunction  zweiten  Grades  existirt,  die  für 

u  =  I    du  identisch  verschwindet,  und  dass  man*,  da  die  Glieder  zweiter 

y 
Dimension  dieser  Functionen  von  der  Gruppen-Charakteristik    unabhängig 

werden,    aus    diesen    eine   Relation   zweiten   Grades   z'nischen   den   vier 

Formen  (p,  also  eine  der  zwei  invarianten  Gleichungen  des  algebraischen 

Gebildes  p  =  4  erhält. 

Für  den  speciellen  Fall  von  p  =  4,  dass  eine  gerade  f)a(ii)  für 
u  =  0  verschwindet,  hat,  wie  in  Nr.  20  bemerkt,  Schottky  (63 J  das 
System  der  Wurzelrelationen  untersucht. 

Ferner  hat  Schottky  (68)  eine  Discussion  desjenigen  algebraischen 
Gebildes  von  gewissen  oo"  Punktetripeln  einer  f^(pt=3)  gegeben,  wel- 
ches durch  Nullsetzen  einer  ö(u)  entsteht,  und  dieses  Gebilde  durch  eine 
Fläche  sechster  Ordnung  mit  sieben  dreifachen  Punkten  dargestellt.  Noch 
speciellere  Bildungen  enthalten  dessen  Arbeiten  (74),  (74^):  Ausdrücke 
von  einfachsten  Wurzelfunctionen,  die  zu  speciellen  algebraischen  Curven 
gehören  (welche  einer  elliptischen  Curve  1-2 -deutig  entsprechen),  in 
Quadratwurzeln  aus  elliptischen  Thetafunctionen  (während  dagegen  die 
Lösung  der  Thetarelationen  für  p  ^  4  in  (74^)  sich  auf  nicht-algebraische 
Thetas  bezieht).  Auch  die  Arbeiten  (34)— (34j^),  besonders  (34,2),  über 
Punktepaare  bei  p  =  2  gehören  hierher.     Insbesondere  giebt  Wirtinger 
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(34,,)  eine  Discussion  der  oo^  Punktetripel  bei  p  =  3,  indem  er  die- 
selben auf  ein  drei-diraensionales  Gebilde  von  der  24«'«"  Ordnung  im 
Räume  von  sieben  Dimensionen  bezieht,  und  das  Verhalten  der  corre- 
sidualen  Gruppen  von  Punktquadrupeln  etc.  discutirt;  da  aber  diese  Un- 
tersuchung den  Zweck  hat,  die  Wurzelformen  beim  Umkehrproblem  zu 
vermeiden,  indem  dafür  Functionen  jener  Punktquadrupel  benutzt  wer- 
den, so  können  wir  hier  nicht  darauf  eingehen.  Sie  führt,  von  Klein's 
Standpunkt  aus,  auf  eine  Verallgemeinerung  der  Frobenius'schen  Func- 
tion o(u). 

29*.  Die  nicht-adjungirten  Berührungscurven ,  m  =  2,  ebenso  wie  Zusatz, 
die  nicht-adjungirten  Wurzelformen  lassen  sich  zwar  auch  direct  mittelst 
des  erweiterten  Umkehrproblems  behandeln,  wäe  Clebsch  (9),  Brill 
(14),  Clebsch- Gor d an  (17)  gezeigt  haben  (s.  V,  C  und  D);  sie  können 
aber  als  eine  Specialisirung  der  adjungirten  Gebilde  angesehen  werden. 
In  diesem  Sinne  wird  die  Theorie  von  Roch  (8,)  und  von  Humbert 
(61)  aufgefasst,  bei  Weiss  (72)  finden  sich  algebraische  Ausführungen. 
Die  Relationen  zwischen  den  nicht-adjungirten  Wurzelformen  sind  für 
p  >  2  noch  nicht  in  Betracht  gezogen  worden. 

Was  die  Wurzelf unctionen  mten  Grades  für  m  >  2  angeht,  so  ist 
hinsichtlich  des  Falles  p  =  l,  m  =  o  auf  Krazer  (öS^),  Schleicher 
(öoj),  Sievert  (53^);  wegen  p  =  2,  m  =  3  auf  Clebsch  (23),  Jor- 
dan (24);  wegen  p  =  2  und  eines  beliebigen  m  auf  Burkhardt  (C9); 
wegen  p  =  3,  m  =  4  auf  Weber  (30);  wegen  m  =  3  und  eines  be- 
liebigen p  auf  V.  Braunmühl  (G6)  —  (6G.,);  wegen  eines  beliebigen  p 
und  beliebigen  m  auf  Clebsch-Gordan  (17),  Stahl  (50)  und  (77), 
V.  Braunmühl  (663)  zu  verweisen. 

In  (27,)  hat  Thomae  die  Wurzelfunctionen  für  m^3  und  eine 
hyperelliptische  Rie  mann 'sehe  Fläche  dazu  verwendet,  um  die  dreiwer- 
tigen algebraischen  Functionen  s  von  z  zu  construiren,  deren  Verzwei- 
gungspunkte in  der  Z-Ebene  gegebene  Lagen  haben. 
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A.    Das  Coi'respomleuzprinci})  in  geometrisch -algebraischer  Anifassnug. 

1.     Als  die  Anwendunoeu  des  Abel 'sehen  Theorems  auf  ale'ebralsche''^?^'^'"-''"''»« 

°  ^  (Chasles'- 

Curven   dazu    s-eführt   hatten,    auf  einer  Curve   Punktü;ruppen  zu  indivi-  ^'^^^^  cor- 

^  o      j.  i  respon- 

dualisiren  und  in  ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit  zu  studiren,  waren  es '^«"^P'"'"cip. 
besonders  die  Geometer  der  abzählenden  Richtung,  die  dieser  Fragestellung 
Verständnis  entgegenbrachten.  Schon  früher  waren  in  dem  Bemühen, 
die  Anzahl  der  Curven  einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  zu  be- 
stimmen, welche  eine  gegebene  Curve  berühren,  Chasles  und  Jonquieres 
darauf  gekommen,  jene  Fälle,  wo  die  letztere  eine  unicursale  (rationale) 
Curve  [vom  Geschlecht  null]  ist,  mit  Hülfe  eines  Princips  zu  behandeln, 
das  als  einfaches  oder  rationales  (Chasles \sches)  Correspondenzprincip 
auch  heute  noch  bei  geometrischen  Abzahlungen  eine  hervorragende  Rolle 
spielt.  Entsprechen  nämlich  einem  Punkte  P  einer  solchen  Curve  vermöge 
einer  algebraischen  Beziehung  a  Punkte  P'  derselben,  umgekehrt  jedem 
P'  ß  Punkte  P,  so  schliesst  man  auf  das  Bestehen  einer  algebraischen 
Gleichung  zwischen  x  (dem  zu  P  gehörigen  Parameter)  und  x'  (zu  P'), 
die  in  x  bis  zum  Grade  ß,  in  x'  bis  zu  a  ansteigt  und  für  x=x'  a-j-ß 
Lösungen  ergiebt,  welche  den  „Coincidenzstellen"  entsprechen. 

Auf  die  Form  der  Beziehung  zwischen  P   und  P'   geht   man  dabei 

34* 
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nicht  weiter  ein;  unter  Umständen  sind  aber  uneigentliche  Lösungen, 
d.  h.  solche,  welche  wohl  der  Gleichung  genügen,  nicht  aber  dem  ge- 
stellten Problem  entsprechen ,  auszuscheiden.  In  der  vollständigen  An- 
gabe dieser  abzuzählenden  Wurzeln  liegt  meist  die  eigentliche  Schwierigkeit. 
Da  eine  geschichtliclie  Darstellung  der  ersten  Bemühungen  um  dieses 
Princip  und  seine  Formulirung  von  sachkundiger  Hand  existirt*),  so  be- 
gnügen wir  uns,  namentlich  auch  wegen  des  Anteils,  den  bezüglich  der 
Priorität  der  Verwendung  neben  Chasles  auch  Jonquieres  beanspruchen 
kann,  auf  diese  zu  verweisen, 
correspon-  9.     Auf  Curvcu  von  höherem  „Geschlecht"  C,Deficiency",  Abschn.  V, 

denzeu  auf  "  ^"  •'     ^  ' 

curjen  von  ]^-j._  3g\     y^Q  ^^q  Punkte   sich   nicht  mehr   durch   einen  Parameter  alge- 

nonerem  '  ° 

Geschlecht:  |jj.jjjg(.]j  eindeutig  charakterisiren  lassen,  ist  die  Formel  für  einfache  Cor- 

Cayley.  =  ^ 

respondenzen  nicht  anwendbar.  Aber  jene  Berührungsprobleme  drängten 
auf  ein  Ausfüllen  dieser  Lücke  hin,  und  so  stellte  Cayley  1866  (1)  — 
„tire  d'une  induction,  qui  paraat  süffisante"  —  für  die  Anzahl  der 
Coincidenzen  einer  (a,  ß)-Correspondenz  auf  einer  Curve  f  vom  Geschlecht 
p  die  folgende  Formel  auf: 

a+ß-t-2p7, 
wo  a  die  Anzahl  der  Punkte  P'  ist,  die  vermöge  einer  Curve,  welche 
in  P  selbst  y  Schnittpunkte  mit  f  besitzt,  dem  Punkte  P  entsprechen, 
während  dem  P'  ß  Punkte  P  entsprechen.  Cayley  beweist  das  Theorem 
in  (2)  für  den  Fall  einer  Curve  f(xyz)  =  0**)  (die  homogen  machenden 
Variabein  z,  z'  werden  in  der  Folge  meistens  gleich  1  angenommen) 
ohne  Doppelpunkte,  indem  er  die  Correspondenzgleichung 

C(xyz;  x'y'z')=0 
zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  P  und  P'  in  der  Form   einer  ho- 
mogenen   Function    -j-ten    Grades    der    Differenzen    yz'  —  zy',    zx' — xz', 
xy'  —  yx'  annimmt,  und  für  den  Uebergang  zur  Coincidenz  den  Umstand 
benutzt,  dass,  wenn 

X  :  y  :  z  =  x'  :  y'  :  z' 
(oder,  wie  wir  auch  kurz  sagen  werden,  wenn  P  =  P')  wird,  jene 
Differenzen  sich  wie  die  ersten  partiellen  Differential quotienten  von  f(xyz) 
nach  X,  y,  z  verhalten.  So  wird  das  identische  Verschwinden  von  C  um- 
gangen. Aber  in  den  zahlreichen  Anwendungen,  die  Cayley  anschliesst, 
hat  die  Correspondenzgleichung  C  =  0  gerade  die  eben  angeführte  Form 
nicht.     Dieselben   führen   vielmehr    fast   alle    auf   „Berührungscorre- 


*)  C.  Segre,    Intorno  alla  storia  del  principio  di  correspoüdenza  e  dei 
sistemi  di  curve.    Bibl.  math.  her.  von  Eneström,  1892. 

**)  Wegen  der  Anschreibwei.se  s.  Fussnote  zu  S.  405  d.  Ref. 
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spondenzoii",  d.  li.  auf  solche,  für  die  das  -j'-fache  Verschwinden  von 
C  =  0  für  P  =  p'  nicht  durch  einen  Y-f'^^^li*?'!  Punkt,  wie  oben  ange- 
nommen, sondern  nur  mit  Hülfe  der  Gleichung  f::^0  (ein-  oder  mehrmal 
differentiirt)  erfolgt,  wo  die  „Wertigkeit"  '■  also  von  einer  Berührung  jener 
Curven  ganz  oder  teilweise  herrührt.  Eben  diesen  Fall  aber  hatte  Cayley 
als  „more  difficult"  nicht  behandelt,  wie  er  denn  auch  auf  Curven  mit 
Doppelpunkten  u.  s.  w.  und  auf  die  Annahme  fester  „Ausnahme- 
punkte",  durch  welche  alle  jene  Curven  gehen,  nicht  eingegangen  ist. 
—  Auch  von  anderer  Seite  her  machte  sich  der  Wunsch  bemerklich,  die 
offene  Frage  erledigt  zu  sehen. 

Bertini  und  Zeuthen  hatten  auf  Grund  des  einfachen  Correspon- 
denzsatzes  einen  Beweis  der  Erhaltung  des  Geschlechts  einer  Curve  bei 
eindeutiger  Transformation  geliefert,  den  Zeuthen  in  (4)  auf  den  Fall, 
dass  sich  zwei  Curven  vom  Geschlecht  p^  und  p.^  nicht  1-1-deutig,  son- 
dern mehrdeutig  (x^-x^- deutig)  entsprechen,  ausdehnt.  Wir  haben  früher 
(Abschn.  Y,  Nr.  49,  VI,  Nr.  19)  von  dieser  Erweiterung  ausführlicher  ge- 
sprochen und  verweisen  wegen  der  betreffenden  Formel  auf  jene  Stellen. 
Zeuthen  bemerkt,  dass  sich  seine  Formel  als  unmittelbare  Consecjuenz 
des  verallgemeinerten  Correspondenzprincips  ableiten  Hesse,  wenn  dieses 
allgemein  bewiesen  wäre.  Allerdings  ginge  dann  ein  Vorzug  seines  Be- 
weises, der  von  einem  Ausschneiden  der  sich  entsprechenden  Punkte 
durch  Curven  nicht  Gebrauch  macht  (weil  das  einfache  Princip  dies 
nicht  thut),  verloren;  dafür  würden  aber  die  zwei  Formeln,  die  das  ver- 
allgemeinerte Princip  an  Stelle  der  einen  Zeuthen  "sehen  ergäbe,  mehr 
aussagen.  Die  Lücke,  für  welche  die  damaligen  Mittel  der  abzählenden 
Geometrie  nicht  auszureichen  schienen,  wurde  auf  andere  Weise  ausgefüllt. 

3.     Seit  1870   hatte  sich  Brill   in  einer  Reihe   von  Abhandlunfreu  Di«.»'?«- 

"-"  braische 

die  Aufgabe  gestellt,  die  Theorie  der  Berührungscurven  und  die  der  Rie-FormuHrung 

*=  °  '  °  der  Corre- 

m  an  naschen  Specialscharen  auf  eine  gemeinsame  algebraische  Grundlage:  ^p^o^J^^^^s" 
auf  genau  beschriebene  Eliminationsprocesse  zurückzuführen.  Der  einfachste^°° ''öderem 
Fall  (Curven  einer  oo^-Schar,  die  eine  feste  Curve  osculiren)  liess  sich 
noch  in  wirklicher  Darstellung  mittelst  Invarianten  behandeln  (Math.  Ann. 
III,  S.  459).  Für  höhere  Fälle  aber  musste  er  sich  mit  der  Aufstellung 
des  Systems  derjenigen  Gleichungen,  aus  denen  die  Elimination  stattzufinden 
hat,  und  der  Discussion  der  Form  der  Resultante  begnügen;  dies  reichte 
indessen  für  die  Berechnung  der  Zahl  der  Lösungen  hin. 

Auch  bei  dieser  Beschränkung  waren  zunächst  zwei  Vorfi-agen  zu 
erledigen:  Erstens  war  die  bekannte  Theorie  der  Elimination  aus  einer 
„Matrix",   einem  System  von  simultanen  Gleichungen,   welche  durch  das 
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Verschwinden  der  Determinanten  eines  Rechtecks  von  Elementen  —  mit 
eventuell  noch  nebenher  zu  ei-füUenden  Bedingungsgleichungen  —  gebildet 
werden,  umzugestalten,  weil  für  den  angegebenea  Zweck  diejenigen  Me- 
thoden nicht  ausreichten,  die  Salmon  (Higher  Algebra,  4.  ed.  less.  XIX) 
und  Roberts  (Journ.  f.  Math.  Bd.  67)  unter  der  Annahme  entwickelt 
hatten,  dass  die  Elemente  der  Matrix  sämtlich  durch  homogene  Functionen 
derselben  Variabein  gebildet  werden.  Dies  geschieht  in  (10);  die  Aus- 
führung der  dort  nur  angedeuteten  Beweise  findet  man  in  (15).  Zweitens 
handelte  es  sich  um  die  Bildung  der  _reducirten  Resultante"  aus  einem 
System  von  algebraischen  Gleichungen,  die  durch  gewisse  Lösungssysteme 
identisch  befriedigt  werden,  d.  h.  um  die  Bildung  eines  Ausdrucks,  dessen 
Verschwinden  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ist,  dass 
ausser  jenen  Lösungen  noch  eine  weitere  gemeinsame  existirt  (Abh.  d. 
Bayer.  Ak.  d.  W.  XVIL  1889).  Hierbei  konnte  etwa  die  bloss  systema- 
tische Formulirung  eines  Verfahrens  zur  Lösung  des  Problems,  wie  sie 
später  Kronecker  in  §  10  seiner  Jubiläumsschrift  (Journ.  f.  Math.  Bd.  92, 
S.  27)  aufstellte,  nicht  genügen,  weil  die  anschliessenden  Abzahlungen 
eine  genaue  Kenntnis  des  Grades  sowohl  der  Resultante,  Avie  der  aus- 
zuscheidenden Factoren  hinsichtlich  der  eingehenden  Coordinaten  verlangten, 
correspon-  4,     Dje  iu  3.  bezeichneten  geometrischen  Anwendungen  führen  auf 

denzcnrven,  '" 

Ausnahme- (jie    Gruudaufffabe  (S)    (s.    auch  (6)),    die  Anzahl    der  Punktepaare    zu 

punkte,  Wer-  ^  v    /      v  \    /• 

tigkeit  einerg]j(jgQ_   wolche   zuffleich  zweicn   Gleichungen   zwischen   den  Coordinaten- 

Correspon-  /  ■-  ^ 

denz.  Zwei  paaren    senüafen,    während    diese    eine    und    dieselbe    Curvengleichung 

simultane   ^  ^  ^        ' 

Correspon- fCxy)  =  0  befriedigen,  also  auf  die  Frage  der  Elimination  aus  zwei  Cor- 

denzen.        v    .  / 

respondenzgleichungen  zwischen  zwei  Punkten  P  und  P  einer  alge- 
braischen Curve  f,  „Berührungscorrespondenzen"  (s.  oben)  mit  einbegriffen. 
Es  ist  dabei  der  allgemeine  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  die  „Corre- 
spon denzcnrven",  welche  den  Punkten  P  und  P'  entsprechen  (deren 
Gleichung  C(xy;  x'y')  =  0  ist,  wo  dann  einmal  die  Coordinaten  x,  y  von 
P,  das  anderemal  die  x',  y'  von  P'  als  fest  angenommen  werden)  noch 
durch  feste  „ Ausnahmepunkte "  der  Curve  f  gehen,  die  in  einfachen 
oder  auch  singulären  Stellen  der  Curve  auftreten  können,  deren  Anzahl 
aber  in  den  Zahlen  a..  ß  nicht  einbegriffen  ist.  Der  Umstand,  dass  die 
Vielfachheit  des  Schnittpunktes,  den  je  die  Correspondenzcurve  in  P,  bezw. 
in  P'  besitzt,  denselben  Wert  hat.  begründet  den  Begriff  der  „Wertig- 
keit", ausgedrückt  durch  jene  Zahl  y,  für  alle  Fälle.  Eine  Correspon- 
denz  ist  somit  im  allgemeinen  durch  die  Zahlen  a,  ß,  •(  charakterisirt. 
Durch  Betrachtungen,  die  wir  hier  übergehen,  führt  Brill  die  Berechnung 
der  simultanen  Lösungen  beider  Correspondenzen  zurück  auf  diejenige  der 
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Coincidenzstellen  von  einer  der  beiden.  Vergleicht  man  ((7),  (11)) 
die  zwei  verschiedenen  Ausdrücke,  die  man  für  jene  Lösungen  erhält,  so 
ergiebt  sich  von  selbst  die  Anzahl  dieser  Coincidenzen  und  damit  unge- 
sucht jene  Formel,  die,  formal  ebenso  lautend,  bereits  Cayley  aufgestellt 
hatte.  Mit  ihrer  Hülfe  wiederum  erhält  man  die  gewünschte  Anzahl  der 
Punktepaare,  die  auf  einer  Curve  vom  Geschlecht  p  den  Correspondenzen 
(cß);.,  (7.'ß')..'  zugleich  genügen,  ausgedrückt  durch: 
aß'  +  ßa'-2pn'. 
5.     Es  muss  hier  auf  den  wesentlichen  Unterschied   in  der  Bedeu-  Pr.yective 

Auffassung 

tung  hingewiesen  werden,  den  dieselbe  Formel:  '^^^  Corre- 

°  °  spondenzen 

C  =  aH-ß-(-2pY  ""''  ^'*'='"''" 

'      '        ^1  punkt   der 

bei  Cayley  und  bei  Brill  besitzt.     Ebenso  wie  die  Ausgano:sprobleme,  "''""=1'«" 

•'        '^  o       D   1  :    Transfor- 

durch  welche  beide  Autoren  auf  die  Formel  geführt  werden,  eine  innere  Nation. 
Verschiedenheit  darin  zeigen,  dass  Cayley  nur  projectiv  invariante  Be- 
rührungs-Aufgaben, Brill  aber  auch  Probleme  im  Auge  hat,  die,  wie  das 
der  Specialgruppen  einer  Curve,  gegenüber  eindeutiger  Transformation  in- 
variant sind,  so  sind  auch  die  Zahlen  a,  ß,  y,  p  bei  Cayley  invariant 
in  dem  einen,  bei  Brill  in  dem  anderen  Sinne.  Die  von  Brill  einge- 
führten Ausnahniepunkte  ändern  sich  zwar  in  Lage  und  Zahl  bei  ein- 
deutiger Transformation,  Aber  eben  deshalb  ist  ihr  Auftreten  unvermeid- 
lich, wenn  man  (statt  an  die  transcendente)  an  die  algebraische  Darstellung 
der  Correspondenzen  (durch  Gleichungen  zwischen  zwei  Variabeinpaaren) 
anknüpft;  ähnlich  wie  etwa  Spitzen  und  Doppelpunkte  durch  die  dua- 
listische (reciproke)  Transformation  einer  Curve  hereingebracht  werden. 
Die  eindeutigen  Transformationen  führen  also  die  Ausnahmepunkte  zwar 
ein,  sie  zeigen  aber  auch,  wie  man  sie  bezüglich  der  Coincidenzen  auf- 
zufassen hat.  Demnach  hat  die  Berücksichtigung  dieser  Punkte,  ebenso 
wie  die  Annahme  in  Bezug  auf  die  Wertigkeit  y  und  die  in  Bezug 
auf  die  Geschlechtszahl  p,  nicht  etwa  die  Bedeutung,  dass  die  Cayley'- 
sche  Formel  auf  etwas  allgemeinere  Fälle  ausgedehnt  wird,  sondern 
diese  Annahmen  machen  die  Formel  erst  zu  dem,  was  sie  sein  musste, 
wenn  sie  auf  jene  Aufgaben  anwendbar  sein  sollte  (was  aber  Cayley 
aus  ihr  zu  machen  gar  nicht  beabsichtigt  hat) :  zu  einei'  rational-invarianten 
Formel,  die  dann  freilich  damit  von  selbst  auch  linear- invariant  ist. 
Dasselbe  gilt  von  jener  anderen  auf  zwei  Correspondenzen  bezüglichen 
Formel,  die  oben  angegeben  ist. 

Diese  letztere  reicht  bereits  hin,  um  das  Problem  der  Berührungs- 
curven  zu  einer  gegebenen  ganz  allgemein  zu  lösen  ((11),  S.  4Gff.). 
Das  Problem  der  ausgezeichneten  Punktgruppen  jedoch  verlangt  auch  die 
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Ermittlung  der  Punktetripel,  die  zugleich  dreien  Correspondenzen ,  der 
Quadrupel,  die  vieren  geniigen,  u.  s.  w.  Man  findet  das  Gleichungssystem, 
auf  das  diese  Aufgabe  führt,  die  Discussion  der  Resultante  und  die 
Formeln,  welche  die  Anzahlbestimmung  leisten,  in  der  zweiten  Abteilung 
von  (11),  und  weiterhin  angewandt  auf  die  Berechnung  der  Zahl  der 
Specialscharen  s:{^^  ,  und  g(')  , ,,  in  den  Fällen  von  kleinem  p. 
Zusammen-  ß.     Igt  der  in  Nr.  4  besprochene  Beweis   rein  algebraisch,    so  wird 

gesetzte  '■ 

correspon- iii  dem  Aufsatz  „Ueber  die  Correspondenzformel"  (13)  der  Grundgedanke 
gative    yoj^  (n^  jj^  geometrischer  Form  vorgetragen  und  zugleich  dem  Beweise 

Wertigkeit.  V       y  &  .  a         o  o 

einer  anderen  Formel  zu  Grunde  gelegt,  die  bereits  Cayley  in  (2), 
(3)  ausgesprochen  und  durch  zahlreiche  Anwendungen  fruchtbar  gemacht 
hatte.  Offenbar  durch  das  Beispiel  der  berührenden  Curven  war  Cayley 
auf  die  Existenz  von  „zusammengesetzten"  Correspondenzen  aufmerksam 
geworden,  vermöge  deren  einem  Punkt  einer  Curve  f  andere  solche  von 
verschiedenem  Charakter  entsprechen.  So  correspondiren  vermöge  des 
Büschels  von  Tangenten,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  P  von  f  aus- 
gehen, diesem  P  1)  die  Berührungspunkte  P',  2)  die  anderen  Schnitt- 
punkte P"  der  Tangenten.  Fasst  man  hier  nur  die  Coincidenzen  (PP") 
der  P"  mit  P  ins  Auge,  so  erhält  man  deren  Anzahl,  indem  man  von 
der  aller  Coincidenzen  (P,  P'-f-P"),  die  überhaupt  stattfinden,  diejenige 
der  (PP')  abzieht.  Auf  die  letzten  beiden  Correspondenzen  ist  aber  einzeln 
die  bekannte  Formel  anwendbar,  formal  also  auch  noch  auf  die  (PP"); 
nur  liegt  auf  der  Hand,  dass  hier  die  „Wertigkeit"  ^  unter  Umständen 
negativ  ausfällt.  Diese  „zusammengesetzten"  Correspondenzen  sind,  wie 
jenes  Beispiel  zeigt  und  Lindemann  ((16)  S.  747)  allgemein  hervorhebt, 
als  Quotienten  von  gewöhnlichen  solchen  (mit  positiver  Wertigkeit)  dar- 
stellbar (wo  dann  allerdings  der  Quotient  nicht  ausführbar  ist),  und  man 
kann  von  ihnen  als  von  Correspondenzen  „mit  negativer  Wertigkeit" 
sprechen,  ein  Ausdruck,  den  später  Hurwitz  explicit  eingeführt  hat,  der 
aber  begrifflich  bereits  Cayley  und  Brill  bekannt  war.  —  Namentlich 
wird  in  (13)  mit  Hülfe  solcher  zusammengesetzten  Correspondenzen  mit 
mehrwertigen  Punkten  die  Formel  aß'  +  ßot'  —  -^T('  ^^^^  ^^^'^i  simultane 
Correspondenzen  noch  einmal  bewiesen.  Brill  untersucht  dort  auch  die 
Gleichung  der  „Coincidenzcurve",  d.  h.  derjenigen  Curve,  die  f  in  den 
Coincidenzstellen  trifft,  und  ihr  Verhalten  in  den  singulären  Punkten  und 
den  festen  Ausnahmepunkten  der  Correspondenzcurven  (s.  oben)  auf  f. 
6.  Das  Werk  (16)  von  Clebsch-Lindemann  über  Geometrie,  das 
hinsichtlich  der  hier  einschlägigen  Partien  von  dem  Herausgeber  allein  ver- 
fasst  ist,  schliesst  zwar  im  wesentlichen  an  die  Darstellung  von  Brill  an, 
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enthält  jedoch  im  einzelnen  bemerkenswerte  Modificationen.  In  der  vierten 
Abteilung  (S.  471  ff.)  findet  sich  eine  Gleichungsform  derjenigen  Correspon- 
denz,  welche  zwischen  dem  Berührungspunkte  P  -j'ter  Ordnung  (einer  in 
-'+1  consecutiven  Punkten  treffenden  Curve)  und  den  übrigen  Schnitt- 
punkten P'  einer  Curve  besteht,  die  aus  einer  adjungirteu  oc^+^-Schar  durch 
die  Bedingung  ausgeschieden  wird,  mit  der  gegebenen  Curve  in  P  eine 
Berührung  -^ter  Ordnung  einzugehen.  Die  linke  Seite  der  Correspondenz- 
gleichung  lässt  sich  in  diesem  Falle  als  biliueare  Form  von  Functionen  der 
Coordinaten  je  bloss  von  P  und  P'  darstellen,  eine  Darstellungsform,  die 
später  Hurwitz  auf  alle  positiv-wertigen  Correspondenzen  ausgedehnt  hat. 

7.     Der  Umstand,   dass   der  in  Nr.  4   erwähnte  Beweis   des  erwei-^,'°'^!™/°°'^ 
terten  Correspondenzprincips   seiner  Natur  und  Entstehung  nach   ein   in-  ''^"ifj.unJ" 
directer  war,   machte  einen  anderen  wünschenswert,   der  jene  zweite  für  ^",J^°"^^; 
den  vorliegenden  Zweck  unwesentliche  Correspondenz  nicht  benutzte.        ?ieichnng. 

Lindemann    wählte   in  dieser  Absicht  (\1)    zum  Ausgangspunkte 
Riemaun"s  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  durch  Summen  von 
AbeTsAen  Integralen  zweiter  Gattung,  indem  er  der  Correspondenz  die 
Form  gab: 
C(xy;xy)  =  0,(xy)Vi;(x'y')-^cl>,(xy)y,(x'y')  +  ... 

+  ^c,(xy)T,Cxy)  =  0, 
wo  die  0(xy)  Integrale  zweiter  Gattung  sind,  die  ^'(^'y')  ^^*^'^  '"^^^  ^^®^ 
solchen  vermöge  der  Forderung,  dass  y  die  Wertigkeit  sei,  zusammen- 
setzen. Das  Ergebnis  bestätigt  zwar  die  Correspondenzformel,  liefert  sie 
jedoch  nicht  in  ihrer  allgemeinen  Gestalt,  da  sich  ß  als  abhängig  von  a 
und  '(  erweist.  In  der  That  ist  die  erhaltene  Formel  nur  diejenige  für 
eine  von  Lindemann  selbst  in  (16)  aufgestellte  Berührungscorrespondenz, 
auf  welche  er  durch  zu  specielle  x\nuahmen  über  die  U"  (die  teilweise 
noch  willkürlich  sind)  gekommen  war. 

Die  transcendente  Formulirung.  die  Lindemann  dem  Problem  der 
Correspondenzen  gegeben  hatte,  war  ein  Schritt  in  einer  Richtung,  die 
weiteren  Erfolg  verhiess.  Denn  wenn  man  eine  Correspondenz  in  tran- 
scendenter  Darstellung  5efinirt,  so  kommen  jene  accessorischen  Eigen- 
schaften, welche  der  algebraischen  und  einer  strengen  geometrischen  Be- 
handlung, die  an  eine  vorgelegte  Curve  anschliesseu,  Schwierigkeiten  be- 
reiten, wie  das  Verhalten  an  der  Stelle  (xy)^(x'y')  —  ob  Berührung 
oder  vielfacher  Punkt  — ,  ferner  das  in  den  Ausnahme  -  und  singulären 
Punkten  der  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  nicht  in  Betracht,  weil  die 
transcendente  Auffassung  mit  den  NuU-  und  Unendlichkeitspunkten  als 
solchen   operirt,    während    die    geometrisch- algebraische   nur   vollständige 
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Sclinittpunktsysteme  abzählen  kann,  zu  denen  sich  die  gesuchten  Gruppen 
mit  festen  Punkten  vereinigen,  ohne  die  sie  nicht  darstellbar  sind. 

Indessen  hat  man  das  Verfahren  von  Lindemann  nicht  weiter 
ausgebildet,  nicht  einmal  seinen  Beweis  auf  den  allgemeinen  Fall  über- 
tragen. Die  transcendenten  Methoden  ermangeln  überhaupt  noch  jener 
Geschmeidigkeit,  welche  die  geometrisch- algebraischen  besonders  für 
Abzahlungen  besitzen.  —  Eine  ganz  andere  transcendente  Behandlung  der 
Correspondenz  auf  der  Eiemann"schen  Fläche,  ebenfalls  mit  Hülfsmitteln. 
die  Riemann  für  die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  flüssig 
gemacht  hat,  hat  Hurwitz  erfolgreich  aufgegriffen.  Von  diesen  Unter- 
suchungen hätten  wir  nunmehr  der  zeitlichen  Folge  nach  zu  berichten. 

"Wir  verschieben  dies  jedoch  auf  den  Schluss  dieses  Abschnitts,  um 
zunächst  von   einigen  Arbeiten   zu   reden,    die    auf  algebraischem  bezw. 
geometrischem  Wege  zu  befriedigenden  directen  Beweisen  der  Correspon- 
denzformel  gelangt  sind,    welche  jene  erschwerenden  Verhältnisse  erfolg- 
reich bewältigen. 
s^lXweVse         ^-     Zuvor  gedenken   wir  noch   eines  rein  geometrischen  Beweises, 
spondenz-"  *^^°  Schubert  (18)  §  18  S.  86   auf  Grund   des   Prmcips   von   der  Er- 
formei.    ]ialtung   der  Anzahl,   insbesondere   der   bekannten   Charakteristikenformel 
giebt.    Schubert  beschränkt  sich  aber,  wie  schon  Cayley.  auf  den  ein- 
fachen Fall,   dass  die  Wertigkeit   durch  einen  vielfachen  Punkt  der  Cor- 
respondenzcurv'en   hergestellt    wird,    und    nimmt   an,    dass   die  letzteren 
durch  feste  Punkte  der  Grundcurve  nicht  hindurch  gehen. 

Diese  Voraussetzungen  lässt  Bobek  in  (20)  (1886)  fallen.  Er  stützt 
sich  allerdings  zunächst  auf  den  von  ihm  mit  algebraischen  Hülfsmitteln 
begründeten  Sonderfall,  dass  die  Wertigkeit  null  ist,  indem  er  die  Klasse 
der  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  P,  P'  eingehüllten 
Curve  bestimmt.  Diese  Curve  besitzt  die  Grundcurve  als  mehrfachen  Be- 
standteil. Verbindet  man  andererseits  die  Punkte  P.  P'  mit  einem  festen 
Punkte  der  Ebene,  so  gehören  zu  den  Coincidenzstrahlen  dieser  (gewöhn- 
lichen) Correspondenz  die  Tangenten  an  jene  Enveloppe  und  die  Geraden 
nach  den  Coincidenzpunkten ;  man  erhält  somit  eine  Beziehung,  aus  der 
sich  die  Anzahl  der  letzteren  bestimmt,  und  die  auch  die  Berührungs- 
correspondenzen  mit  umfasst.  —  Den  Einfluss  von  Rückkehrpunkten  auf 
die  Grundcurve  bestimmt  Bobek,  wie  üblich,  durch  Anwendung  quadra- 
tischer Transformationen,  die  den  Eückkehrpunkt  auflösen. 
Directer  ai-  [).     Wiederum   mit    algebraischen  Hülfsmitteln    operirt    der  Beweis. 

gebraischer  '^ 

Beweis,   den   Brill  in  (14)   auf  Grund   einer  Xormirung    der   Correspondenzglei- 
chung  C(xyz;  x'y'z')  =  0  liefert.     Schliesst  man    zunächst  Berührungs- 
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correspondenzen  ans,  nimmt  also,  wenn  •;  die  Wertigkeit  ist,  an,  dass 
C  nebst  allen  partiellen  Differentialqnotienten  nach  x,  y,  z  bis  zu  den 
(-j-- — l)ten  inclusive  identisch  verschwindet,  wenn  x:y:z  ^  x':y':z'  wird, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  C  in  die  Gestalt  einer  homogenen  Function 
"j-ter  Dimension  der  Grössen: 

VI  =  yz' — zx.',  V  =  zx' — \z\  w  r^  xy' — yx' 
gebracht  werden  kann,  deren  Coefficienten  Functionen  von  x,y,z;  x',y',z' 
bezw\  bloss  noch  von  den  Graden  b  —  ■(%  b'— -,'  sind,  wenn  C  von  den 
Graden  b,  b'  in  diesen  Variabein  ist.  Von  dieser  übrigens  keinesw^egs 
selbstverständlichen  Darstellung  geht  auch  Cayley  in  (2)  aus  (s. 
oben  Nr.  2);  weil  er  aber  auf  das  Verhalten  der  Coincidenzcurve  (der 
Curve,  Avelche  die  Grundcurve  f  in  den  Coincidenzpunkten  trifft)  in  den 
„Äusnahmepunkten"  von  f  nicht  eingeht,  macht  er  nicht  von  dem  Um- 
stände Gebrauch,  dass  die  äussere  Form  jener  Darstellung  nocli  auf 
mannigfache  Weise  durch  Addition  der  Identitäten  ux-|-vy+wz  =  0  und 
ux'-}-vy'+wz' =  0  abgeändert  werden  kann.  Namentlich  kann  dies  in 
der  Weise  geschehen,  dass  aus  dem  Verhalten  der  normirten  Form  C  hin- 
sichtlich einer  einzelnenVariabeln  z,  bezw.  z',  das  Verhalten  derCoincidenz- 
curve  (die  man  erhält,  wenn  man  in  jener  Form  u:v:w  =  f'(x):f'(y):f'(z) 
setzt  und  zugleich  x,  y,  z  mit  x',  y',  z'  zusammenfallen  lässt)  in  einem  in 
den  Punkt  x  =  y^  0  fallenden  „Ausnahmepunkt"  discutirt  werden  kann. 
Dies  wird  zunächst  für  das  hier  nicht  weiter  in  Betracht  kommende 
Problem  gezeigt,  dass  zwei  Correspondenzen  zwischen  Punktepaaren  der 
Ebene  bestehen,  und  man  die  Coincidenzcurve  sucht;  dann  aber  auf 
die  Bildung  der  Coincidenzcurve  für  eine  einzelne  Correspondenz  zwi- 
schen zwei  Punkten  einer  Curve  f  angewendet,  wo  sich  dann  die 
eigentliche  Schwierigkeit  beim  Beweise  der  Correspondcnzformel,  die  Dis- 
cussion  des  Verhaltens  der  Ausnahmepunkte,  mit  Hülfe  der  Normirung 
bequem  erledigt.  Die  Berücksichtigung  dieser  Punkte  ist  für  den  gegen- 
über eindeutiger  Transformation  invarianten  Charakter  der  Correspondenz- 
formel  von  Bedeutung,  w^orüber  schon  (Nr.  4)  berichtet  worden  ist.  Es 
mag  hier  noch  hervorgehoben  werden,  dass  jenes  Problem  der  Ebene 
einen  w^esentlich  anderen  Charakter  besitzt,  wie  die  auf  eine  Grund- 
curve bezogenen  Correspondenzen:  die  Formeln  der  ersteren  sind  in- 
variant gegenüber  1-1-deutigen  Transformationen  der  Ebene,  letztere 
nur  gegenüber  solchen  der  Grundcurve  allein.  Deshalb  ist  der  Begriff 
der  Wertigkeit  y  im  letzteren  Falle  unabhängig  davon,  ob  7  durch  Be- 
rührung oder  durch  Vielfachheit  des  Punktes  (x  y)  =  (x'  y')  der  Corre- 
spondenzcurven  definirt  wird,  und  man  kann  durch  Adjunction  der  Gleichung 


540  X.     Algebraische  Correspondenzen.     A.  Das  Correspondenzprincip. 

der  Grundcurve  das  eine  von  diesen  Vorkommnissen  auf  das  andere  zu- 
rückführen, indem  man  zu  den  vorhandenen  nötigenfalls  noch  weitere  feste 
Ausnahmepunkte  der  Correspondenzcurven  hinzufügt.  Hierauf  beruht  die 
Ausdehnung  der  Correspondenzformel  auf  den  Fall  der  Berührungscorre- 
spondenzen.  Brill  führt  sie  in  §  12  (14)  auf  den  früher  behandelten 
zurück,  indem  er  mit  Hülfe  voii,  f  die  mit  einem  Factor  midtiplicirte  Corre- 
spondenzgleichung  in  eine  andere  umformt,  deren  Correspondenzcurven  f 
nicht  mehr  berühren.  —  Die  Correspondenzen  mit  negativer  Wertigkeit 
erledigen  sich  im  Sinne  der  früher  besprochenen  Auffassung  (Nr.  6). 
zeuthen's  iQ_     Zeuthcu   sclilägt  in    der  Abhandlung  (5),   die   auf  rein  geo- 

Beweise.  *  s    v    /'  & 

metrischer  Grundlage  beruht,  zwei  verschiedene  Wege  ein,  um  zu  einer 
Formulirung  des  Correspondenzbegriffes  für  eine  Curve  von  allgemeinem 
Geschlecht  und  zu  Abzahlungen  zu  gelangen.  Nur  der  erste  Weg,  der 
von  dem  einfachen  (Chasl  es 'sehen)  Correspondenzprincip  ausgeht,  liefert 
einen  alle  Fälle  umfassenden  Beweis  der  Formel.  Der  zweite,  auf  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  gegründet,  führt  zwar  nicht  in  allen  Fällen 
zu  einem  befriedigenden  Beweise,  entwickelt  dafür  aber  tiefer  gelegene 
Hülfsmittel  und  hat  den  Vorzug,  durch  Umkehrung  der  Fragestellung 
auch  solche  Correspondenzen,  für  welche  die  Wertigkeit  nicht  bekannt 
oder  negativ  ist,  der  Abzahlung  zugänglich  zu  machen. 

Zeuthen  bestimmt  zunächst  (§  II)  den  Ort  der  Schnittpunkte, 
welche  die  Tangente  in  einem  Punkte  P  von  f  mit  der  dem  Punkte  P 
entsprechenden  Correspondenzcurve  (die  vorerst  f  nicht  berühren  soll) 
besitzt.  Zwischen  P  und  diesen  Schnittpunkten  besteht  eine  Correspon- 
denz,  die  sich  durch  Projection  von  einem  Punkte  der  Ebene  aus  auf  eine 
gewöhnliche  zurückführen  lässt.  Unter  den  Coincidenzstrahlen  befinden 
sich  diejenigen  nach  den  gesuchten  Coincidenzpunkten,  und  ihre  Abzah- 
lung liefert  somit  nach  Abzug  gewisser  uneigentlicher  Lösungen  die  all- 
gemeine Formel.  Der  Einfluss  singulärer  Punkte  wird  durch  die  Bemer- 
kung, dass  in  der  Nähe  eines  solchen  die  Curve  sich  wie  eine  unicursale 
verhält,  auf  die  Untersuchung  dieser  Curven  zurückgeführt  (§  I).  Im 
Falle  einer  Berührungscorrespondenz  fügt  Zeuthen  (§  II)  zu  den  be- 
weglichen Schnittpunkten  der  Correspondenzcurven  die  einer  festen  Curve 
mit  f  hinzu  und  setzt,  algebraisch  ausgedrückt,  statt  des  Products  eine 
lineare  Combination  desselben  mit  f,  welche,  als  Curve  aufgefasst,  in 
P  =  P'  mit  f  keine  Berührung  mehr  eingeht.  Dass  hierbei  feste  Aus- 
nahmepunkte der  Correspondenzcurven  hereinkommen,  stört  nicht,  nach- 
dem dieselben  bei  der  Untersuchung  an  unicursalen  Curven  sich  als  ir- 
relevant erwiesen  haben. 
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Der  zweite  Beweis,  den  Zeuthen  giel)t  (§  III),  beruht  auf  einem 
Proccss,  der  auch  als  ein  charakteristisches  Beispiel  zu  dem  Princip  der 
Erhaltung  der  Anzahl  Beachtung  verdient.  Zeuthen  denkt  sich  die  ge- 
gebene Curve  vom  Geschlecht  p  als  Glied  einer  Familie  von  Curven  mit 
genügender  Anzahl  von  willkürlichen  Parametern,  welche  sämtlich  Träger 
derselben  Correspondenz  („sans  abandonner  les  conditions  imposees  ä  la 
correspondance")  sind,  so  dass  die  Zahlen  7.,  ß,  7  sich  von  Curve  zu 
Curve  nicht  ändern,  wenn  sich  die  Zahl  und  Art  der  singulären  Punkte 
nicht  ändert.  Unter  diesen  Curven  befinde  sich  nun  auch  eine  uni- 
cursale  Curve,  also  eine  solche,  die  p  Doppelpunkte  mehr  als  f  hat. 
Zeuthen  untersucht  den  Einfluss,  den  das  Auftreten  der  weiteren  p 
Doppelpunkte  auf  die  Zahlen  a,  ß,  -;'  oder  vielmehr  auf  ot,  ß  und  die 
Zahl  C  der  Coincidenzen  ausübt,  indem  er  y  durch  die  Gleichung: 

C  =  a+ß  +  ^pY 
als  „Wertigkeit"  definirt.  Man  sieht,  dass  hierdurch  die  Correspondenzen 
mit  negativer  Wertigkeit,  bei  welchen  die  einem  Punkt  entsprechenden 
Punkte  nicht  durch  Curven  ausgeschnitten  werden,  einbegriffen  werden. 
Weil  für  die  unicursale  Curve  7  =  0  ist ,  so  berechnet  sich  allgemein 
der  Wert  von  y  aus  den  Zuwächsen  der  Zahlen  a,  ß,  C,  die  das  Auf- 
treten von  p  neuen  Doppelpimkten,  durch  welche  die  Correspondenz- 
curven  nicht  hindurchgehen,  mit  sich  bringt. 

Diese  Methode  wendet  Zeuthen  auf  einige  Sonderfälle  an,  so 
namentlich  auf  den  Fall  einer  „zusammengesetzten"  (s.  Nr.  6)  Correspon- 
denz (mit  verschiedenwertigen  Punkten),  wo  nämlich  einem  Punkte  P  eine 
Anzahl  von  Punkten  P'  und  jedem  P'  wiederum  Punkte  P"  entsprechen. 
Er  findet  so,  dass  die  Wertigkeit  der  Correspondenz  (PP")  gleich  der 
negativen  Wertigkeit  der  beliebigen  Correspondenz  (P  P')  ist,  wenn  die 
Correspondenz  (P'P")  eine  Schnittpunktcorrespondenz  ist.  Ueberhaupt 
lässt  sich  die  Correspondenzformel  für  den  Fall  der  letzteren  auf  diesem 
Wege  beweisen;  nur  Berührungscorrespondenzen  mit  höherer  Berührung 
bleiben  ausgeschlossen,  weil  in  diesem  Falle  die  Berechnung  des  Ver- 
lustes an  Coincidenzen  beim  Auftreten  eines  neuen  Doppelpunktes  Schwie- 
rigkeiten bereitet. 

11.     Für  das  hier  besprochene  verallgemeinerte  Correspondenzprincip  Rückblick 
und  die  Coincidenzformeln  für  zwei  und  mehrere  Correspondenzen  fanden  metrischen 

und  algebra- 

die  Geometer  bei  ihren  Untersuchungen  zunächst  v/enig  Verwendung.    Als  ischen  Be- 

°  _       weise  der 

aber  unerwarteter  Weise  in  einem  fernab  liegenden  Gebiet,    der  Theorie  correspou- 

_  denzformel. 

der  Modulfunctionen ,    diese    Correspondenzen   eine  Rolle   zu   spielen  be- 
gannen, veranlasste  das  steigende  Interesse  an  der  Sache  die  Concurrenz 
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Concurrenz  verschiedener  Wissenszweige  zu  dem  Zweck,  einen  durchaus 
befriedigeudeii  Beweis  der  Correspondenzformel  zu  liefern. 

Wir  werden  unten  von  der  Darstellung  algebraischer  Correspoudenzen 
und  ihrer  Coineidenzen  durch  6 -Quotienten  zu  berichten  und  gewisse  Vor- 
züge anzuerkennen  haben,  welche  diese  Beweisführung  besitzt  gegenüber 
der  algebraischen  und  geometrischen,  denen  beiden,  auch  in  der  zuletzt 
besprochenen  Gruppe  von  Arbeiten,  eine  gewisse  Umständlichkeit,  die  von 
der  sorgfältigen  Berücksichtigung  aller  möglichen  Sonderfälle  herrührt, 
nicht  abzusprechen  ist.  Es  liegt  dies  eben  in  der  Natur  dieser  Auffassung, 
die  im  wesentlichen  auf  Eliminationsprocessen  beruht.  Die  Resultante  aus 
einem  System  von  algebraischen  Gleichungen  ergiebt  alle  Lösungen  zu- 
gleich, auch  die  nicht  gewünschten,  und  erheischt  die  nachmalige,  oft 
mühsame  Ausscheidung  der  letzteren. 

Die  grössere  Beweglichkeit  und  Vielseitigkeit  jedoch,  die  den  er- 
wähnten Fragen  gegenüber,  wenigstens  zur  Zeit  noch,  Geometrie  und  Algebra 
vor  der  Functionentheorie  voraus  haben,  sichert  ihnen  zunächst  manches 
Resultat,  dessen  Bestätigung  auf  dem  anderen  Wege  einstweilen  aussteht. 
Dazu  gehören  vor  allem  jene  Coincidenzformeln  für  mehr  als  zwei  Cor- 
respoudenzen, sodann  ihre  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Specialgruppen. 
Da  man  die  ausgezeichneten  Gruppen  wesentlich  mit  den  algebraischen 
Hülfsmitteln  der  Correspondenztheorie  ermittelt,  so  schliessen  wir  ihre 
Besprechung  gleich  an. 


B.    Problem  der  ausgezeichneten  Gnippeu  nnd  Specialgruppen. 

Bezeichnuu-  12.     Die  Frage  (V,  Xr.  .51,  61)  nach  den  Specialscharen 

Gg\   wo  Q_q  =  p_l  — r(r>0)  ist, 

einer  Curve  f  mit  allgemeinen  Moduln  haben  Brill-No.ether  auf  die  Auf- 
gabe zurückgeführt,  für  die  Schar  der  cp-Curven  Q  Basispunkte  auf  der 
Curve  f  so  zu  bestimmen,  dass  jede  cp- Curve,  die  durch  Q — q  derselben 
geht,  von  selbst  auch  die  q  übrigen  Basispunkte  enthält.     Sind 

Q  — q(r  +  l)  =  q  +  - 

dieser  Basispunkte  gegeben,  so  sind  die  übrigen  Q — (qH-~)j  wenn  r^O 
ist,  endlich  vieldeutig  auf  algebraische  Weise  durch  jene  bestimmt;  sie 
bilden  eine  irrationale  discrete  Mannigfaltigkeit  von  Gruppen  FQ—q—T, 
deren  Vieldeutigkeit  aufzusuchen  das  „Problem  der  Specialgruppen-'  aus- 
macht. 


gen. 
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Vermöge  der  Reciprocität  zwischen  Specialgruppen  (V,  Nr.  58),  die 
nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze  besteht,  entspricht  jeder  Lösung 
des  Problems  der  Specialgruppen  Gq  (genauer:  der  Special  scharen  gQ^) 
eine  solche  des  Problems  G^r\  wo  Q4-R=2p— 2,  Q~R  =  2(q  — r) 
ist  (wie  von  Brill-Noether  Math. -Ann.  VII,  §  9  gezeigt  wird).  Diese 
Bemerkung  bildet  ein  wichtiges  Hülfsmittel,  um  schwierigere  Probleme 
dieser  Art  auf  leichtere  zurückzuführen  (vergl.  (15),  S.  325),  so  ins- 
besondere die  Aufsuchung  der  Gruppen 

GL''^(für  R  =  ^(3p— 6),  bezw.  i(3p— 7),  r  =  |p— 1,  bezw.  ^p— 3)) 
auf  die  der  Gruppen  GQ(für  Q  =  ip-f-l  bezw.  ^^(pH-o)). 

Man  kann  diese  Probleme  dahin  erweitern:  Man  soll  aus  einer 
Voll-,  bezw.  einer  Teilschar  von  o-Curven  (einer  linearen  Schar, 
welche  durch  irgend  welche  von  der  Grundcurve  selbst  ihr  auferlegte 
oder  durch  fremde  Bedingungen  (wie  die,  durch  feste  Punkte  der  Ebene 
zu  gehen,  die  nicht  auf  der  Grundcurve  liegen)  aus  einer  Vollschar  von 
C5-Curven  ausgeschieden  ist)  oder  allgemeiner:  man  soll  aus  irgend 
einer  linearen  Voll-,  bezw.  Teilschar  von  Curven  beliebiger  Ordnung 
durch  Annahme  von  Basispunkten  auf  der  Curve  f  eine  (kleinere) 
Teilschar  aussondern,  derart  dass  von  diesen  Basispunkten  ein  Teil 
durch  die  übrigen  mitbestimmt  ist.  Gruppen  Tx.  '^on  dieser  Art  von 
Basispunkten,  welche  also  einer  gegebenen  Linearschar  aou  Curven  we- 
niger Bestimmungsstücke  entziehen ,  als  die  Anzahl  A  ihrer  Punkte  be- 
trägt, haben  wir  schon  früher  (V,  Nr.  51,  Nr.  61)  in  Betracht  gezogen; 
wir  haben  sie  dort  ausgezeichnete  Gruppen  genannt,  weil  sie  durch 
die  erwähnte  Bedingung  gegenüber  den  von  der  gegebenen  Teil-  oder 
VoUcurvenschar  überhaupt  ausgeschnittenen  Punktgruppen  Gif  ausge- 
zeichnet sind.  Daher  wird  der  Grad  der  algebraischen  Gleichung,  von 
deren  Lösung  sie  abhängen,  ausser  der  A  noch  die  Zahlen  M  und  m 
enthalten. 

Die  Aufsuchung  dieser  Gleichung  und  ihre  Discussion  nennen  wir 
das  „Problem  der  ausgezeichneten  (eigentlich  relativ  ausgezeich- 
neten) Gruppen".  Es  geht  in  das  Problem  der  Specialgruppen 
über,  wenn  die  Gruppenschar  g[f\  in  Bezug  auf  welche  die  Auszeichnung 
stattfindet,  durch  cp-Curven  ausgeschnitten  werden  kann. 

Zu  den  ausgezeichneten  Gruppen  der  allgemeineren  Art  gehören 
die  in  den  vielfachen  Punkten  einer  ebenen  Curve  vereinigten  Punkte 
(welche  ausgezeichnet  sind  in  Bezug  auf  jede  Schar  von  Schnittpunkt- 
gruppen,    die    irgend    eine    nicht-adjungirte    Curvenschar    ausschneidet); 
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ebenso  die  Punktepaare,  in  welchen  eine  Raumcurve  von  denjenigen 
Sehnen  getroffen  wird,  die  durch  einen  gegebenen  Raumpunkt  gehen, 
sie  sind  ausgezeichnet  in  Bezug  auf  die  Schnittpunktgruppen  der  durch 
diesen  Raumpunkt  gehenden  Ebenen;  ferner  ihre  vierfach  schneidenden 
Sehnen,  ausgezeichnet  in  Bezug  auf  die  Schnittpunktgruppen  aller 
Ebenen,  u.  s.  w. 

Auch  die  Cur ven  der  gegebenen  Teil-  oder  Vollschar,  welche  durch 
eine  der  ausgezeichneten  Gruppen  Ff  hindurchgehen,  sind  ausgezeichnet 
vor  der  Gesamtheit  der  Curven  der  Teilschar.  Ebenso  sind  es  auch  die 
Gruppenschareu,  welche  sie  auf  der  Grundcurve  ausschneiden,  gegenüber 
der  Gesamtlieit  der  Teil-  oder  Vollscharen,  die  wir  oben  mit  gy  be- 
zeichnet haben;  wir  wollen  sie  („relativ"  gegenüber  einer  ausgezeich- 
neten Gruppe  Fa  )  ausgezeichnete  Scharen  der  Teilschar  gM 
auf  der  gegebenen  Curve  nennen. 

Solche  relativ   ausgezeichnete  Scharen   sind   also   z.  B.  die  Geraden, 

die    durch    einen    Doppelpunkt   einer   ebenen   Curve    gehen,    bezw.   ihre 

Schnittpunkte;    die  Punkte,  welche  das  Ebenenbüschel  ausschneidet,  das 

durch  die  Sehne  einer  Raumcurve  geht  u.  s.  w. 

AbZählung  |3_     -^i^^   diesen  Bezeichnungen   wenden  wir   uns   nun  zum  Referat 

au  der  ebe-  " 

uen  Curve  (j|^gj.   ^jg   gn e cialgr u Dp cu   selbst.      Indem   wir   mit   dem  zweiten   Teil 

aul  geome-  -^  n        c  x 

Grunmre  ^^^^  früher  besprochenen  Zeuthen'schen  Arbeit  beginnen,  verlassen  wir 
wiederum  die  zeitliche  Reihenfolge,  um  die  Continuität  der  bei  den  Be- 
weisen benutzten  Hülfsmittel  nicht  zu  unterbrechen,  welche  Zeuthen 
von  seinen  Correspondenzuntersuchungen  auf  die  hier  zu  besprechenden 
Abzahlungen  direct  überträgt.  Zeuthen  bestimmt  in  (5)  §  4  die  (end- 
liche) Anzahl  der  ausgezeichneten  Gruppen  von  i-j-l  Punkten  auf  einer 
Curve  vom  Geschlecht  p,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  Curven 
einer  adjungirten  linearen  Schar  (mit  2i  willkürlichen  Parametern  und 
m-f-i-j-1  beweglichen  Schnittpunkten),  welche  durch  i  Punkte  der  Gruppe 
gehen,  hiermit  von  selbst  auch  den  (i-}-l)ten  enthalten.  Diese  Aufgabe, 
deren  algebraische  Behandlung,  wie  wir  sehen  werden,  einen  ziemlichen 
Aufwand  von  Hülfsmitteln  erfordert,  behandelt  Zeuthen,  allerdings  ge- 
stützt auf  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl,  mit  rein  geome- 
trischen IVIitteln  auf  engem  Räume.  Sei  ^(p,  m,  i)  die  gesuchte  Zahl. 
Der  Fall  ?(p,  m,  1)  lässt  sich  leicht  direct  erledigen  vermöge  einer  Cor- 
respondenz  mit  negativer  Wertigkeit  [oder  durch  eine  eindeutige  Trans- 
formation, Brill-Noether,  Math.  Ann.  VII,  welche  die  Doppelpunkte 
der  transformirten  Curve  auflöst].  Auf  ihn  gestützt,  leitet  Zeuthen  die 
allgemeine  Formel  ab  mit  Hülfe  einer  Recursionsformel,  welche  er  erhält, 
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indem  er  auf  einer  unicursalen  Curve  f^^.  die  aus  der  gegebenen  f  durch 
Zufügen  von  p  weiteren  Doppelpunkten  (s.  oben  Nr.  10)  hervorgeht,  eine 
gewisse  Correspondenz  betrachtet,  und  von  ihren  Coincidcnzen  denjenigen 
TeU  berechnet,  welcher  nicht  von  dem  Auftreten  dieser  neuen  Doppelpunkte 
herrührt.  Nimmt  man  nämlich  die  c(p,  m  —  1,  i  —  1)  Lösungen  des  nächst 
niederen  Falles  für  f  auch  für  f^^  als  bekannt  au,  so  lässt  sich  mittelst  irgend 
einer  ausgezeichneten  Gruppe  (dieses  Falles)  von  Punkten  Z^,  Z^,  ...,  Zj, 
die  zu  einem  beweglichen  Punkte  X  und  irgend  einem  festen  Punkte  A 
von  f^,  gefunden  werden  kann,  aus  der  oo-' -Schar  von  Curven  ster 
Ordnung  Cg  eine  oo^~i  -Schar  ausscheiden.  Lässt  man  andererseits  durch 
dieselben  Z,,...,  Zj  und  i  feste  Punkte  Bj,...,  B;  eine  Cg  gehen,  die  noch 
in  c  =  m  —  i-f-l  Punkten  Y  schneidet,  so  entsprechen  dem  vorher  an- 
genommenen X  (bei  festem  A)  c.c(p,  m — 1,  i — 1)  dieser  Punkte.  Fällt 
nun  einmal  ein  solcher  Punkt  Y  in  X,  so  wird  dieser  Punkt  —  von  ge- 
wissen Ausnahmelagen  abgesehen  —  zusammen  mit  Z,,  ....  Z;  eine  Gruppe 
von  i+l  Punkten  der  gesuchten  Art  bilden,  durch  die  noch  eine  oo'- 
Schar  von  Cg  geht,  weil  von  den  Restpunkten  die  i-j-l  Punkte  ApBj,...,Bi 
noch  beliebig  angenommen  sind.  Man  braucht  indessen  nicht  einmal  die 
Anzahl  der  einem  Y  entsprechenden  Punkte  X  zu  bestimmen,  weil  die- 
selbe sich  heraushebt,  wenn  man  jene  Ausnahmestellen  abzählt.  Berück- 
sichtigt man  noch  den  Einfluss  der  zugetretenen  p  Doppelpunkte,  so  ist 
das  Ergebnis  eine  Reductionsformel ,  vermittelst  deren  ;(p,  m,  i)  auf  die 
Zahlen  g(p,  m — 1,  i — 1)  und  c(p — 1,  m — 2,  i — 1)  zurückgeführt  wird. 
Diese  Lösung  von  Zeuthen  beruht  also  wiederum  auf  dem  Ge- 
danken, das  Problem  auf  eine  unicursale  Cune  zu  übertragen  und  die- 
jenigen Lösungen  zu  bestimmen,  die  bei  dem  Uebergange  zu  der  Curve 
mit  weniger  Doppelpunkten  verloren  gehen. 

14.     Von  dieser  Darstellung  gänzlich  verschieden  in  der  Form,  aber  Abzahlung 

aD  Curven 

innerlich    ihr    nahe   verwandt    ist   dieieniae   von   Gast eluu ovo   in  ('23).  '°  höheren 

">        '=  V       y?     Bäumen. 

der,  indem  er  direct  Specialgruppen  sucht,  ein  in  einer  Hinsicht  allge- 
meineres, in  der  anderen  specielleres  Problem  wie  Zeuthen  (und  Brill) 
behandelt. 

Die  Besprechung  knüpfen  wir  an  die  früher  (V,  Nr.  51)  erwähnte 
Interpretation  von  Curvenscharen  und  ihrem  Verhalten  zur  Grundcurve  f 
in  höheren  Räumen  an.  Es  wurde  dort  ausgeführt,  dass  die  Mannigfaltig- 
keit einer  linearen  oo'-Schar  von  Curven  t];(xy)  =  0,  die  zu  f  adjungirt 
sind,  zu  einer  Curve  von  gleichem  Geschlecht  p  in  einem  r-fach  unend- 
lichen Räume  [r]   Veranlassung   giebt,   wenn  man   die  homogenen  Coor- 

Jahresber.  d.  Deutseben  Mathem. -Vereinigung.     III.  35 


546  X.    Algebraische  Correspondeazen.     B.    Ausgezeichnete  Gruppen. 

dinaten  desselben  ^^,^^^ ...,  Zr+i  den  Functionen  ^|i  proportional  setzt*): 

e,  :  c.  :  •  •  •  :  ^r+i  =  '>,  (xy)  :  t];.^  (xy)  :  •  •  •  :  <>r+i(xy), 
während  daneben  die  Gleichung  f  (xy)  =  0  besteht.  Der  ebenen  Curve  f 
entspricht  alsdann  die  Raumcurve,  deren  Coordinaten  die  ^  sind,  im  all- 
gemeinen eindeutig  Punkt  für  Punkt.  Bei  einer  solchen  Transformation 
gehen  nun  die  in  Bezug  auf  die  Schar  der  <^  ausgezeichneten  Gruppen 
der  ebenen  Curve  in  die  Schnittpunkte  ebener  Räume  (Geraden,  Ebe- 
nen, ...,  [r — 2])  über,  welche  die  Eaumcurve  in  mehr  Punkten  treffen, 
als  zu  ihrer  eindeutigen  Bestimmung  nötig  sind.  —  Ein  hierher  ge- 
höriges Beispiel  wurde  schon  früher  besprochen  (V,  Nr.  49).  Es  han- 
delte sich  um  die  Interpretation  der  Specialscharen  g^^^  einer  ebenen 
Curve  vom  Geschlecht  6,  oder  vielmehr  gewisser  Gruppen  G^"^,  die  durch 
Annahme  von  zwei  festen  Punkten  aus  ihnen  ausgesondert  werden,  und 
in  welchen  eine  Raumcurve  achter  Ordnung,  die  jener  ebenen  Curve  ent- 
spricht, von  ihren  vierfach  schneidenden  Sehnen  getroffen  wird,  während 
die  zugehörige  Schar  gW  in  die  beweglichen  Schnittpunkte  des  Ebenen- 
büschels, das  eine  solche  Gerade  zur  Axe  hat,  übergeht.  Diese  Auf- 
fassung ist  es,  die  Castelnuovo  in  principieller  Weise  für  die  Abzah- 
lung von  Specialscharen  verwertet.  Er  stellt  sich  in  der  Arbeit  (23) 
die  Aufgabe,  alle  auf  einer  Curve  existirenden  Specialscharen  g[^) 
(vgl.  Nr.  12)  abzuzählen,  während  man  bis  dahin  nur  die  Anzahl  der 
Scharen   gW  und  der  ihnen   nach  dem  Riemann-Roch 'sehen  Satz  ent- 


*)  Man  schreibt  die  früheste  Verwendung  der  ebenen  Scharen  für  die  Er- 
zeugung von  Curven  in  höheren  Räumen  mit  Unrecht  Clifford's  Abhandlung 
„On  Classification  of  loci"  (Phil.  Tr.  1878  und  Proc.  Lond.  Math.  See.  Nr.  187, 
Papers  S.  305)  zu.  Der  erste,  der  die  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Curve 
als  Coordinaten  in  einem  höheren  Räume  gedeutet  hat,  war  Cayley  (On  the 
curves  which  satisfy  given  conditions,  §  1,  Phil.  Tr.  158,  1867  und  A  memoir 
on  abstract  geometry,  ibd.  160,  1869).  Aber  die  Fragen,  die  Cayley  an- 
schliessend beantwortet,  sind  von  den  obigen  durchaus  verschieden.  Eine 
ebene  Curve  mit  Hülfe  linearer  Scharen  in  eine  Curve  im  höheren  Räume  über- 
zuführen unternahm  zuerst  Brill  (in  (6),  I  §  3,  1870;  vgl.  auch  Math.  Ann.  II, 
S.  473,  III  S.  459,  IV  S.  541,  548),  der  ebenda  auf  Grund  gewisser  Deter- 
minantensätze auch  die  Erzeugung  derselben  Curve  in  einem  [r]  durch  [r— IJ, 
also  ihre  dualistische  Darstellung,  vornimmt.  Mit  diesen  Hülfsmitteln  er- 
geben sich  an  der  Hand  bekannter  (durch  Brill -Noe the r  streng  bewiesener) 
Abzählungsformeln  die  von  Clifford  a.  a.  0.  aufgestellten  Sätze  fast  ohne 
weiteres,  so  namentlich  der  Schlusssatz,  Papers  S.  331,  dass  eine  Curve  von 
der  Ordnung  n,  dem  Geschlecht  p,  wenn  p  <  ^n  ist,  in  höchstens  einem 
Räume  [n  —  p]  liegen  kann. 
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sprechenden  kannte.  Andererseits  beschränkt  sich  Castelnuovo  in  (2.3) 
gegenüber  Brill  und  Zeuthen: 

a.  auf  die  Abzahlung  bloss  der  eigentlichen  Specialscharen,  wäh- 
rend diese  die  ausgezeichneten  Scharen  bestimmen,  die  sie  als  be- 
sonderen Fall  enthalten. 

b.  Ferner  sind  die  Restgruppen  zu  den  Specialscharen  auf  dem 
räumlichen  Gebilde,  das  Castelnuovo  betrachtet,  nicht  wiederum  Spe- 
cialgruppen, sondern  gewisse  andere  ausgezeichnete  Gruppen  G^"),  die  mit 
diesen  nichts  gemeinsam  haben,  auf  die  also  namentlich  der  Riemann- 
R  och 'sehe  Reciprocitätssatz  nicht  anwendbar  ist. 

c.  Castelnuovo  bestimmt  von  den  Specialscharen  g^)  nur  die 
Anzahl  derjenigen,  für  welche  die  Mannigfaltigkeit,  die  Brill-Noether 
mit  X  bezeichnet  haben,  den  Wert  null  hat,  so  dass  für  sie: 

T  =  Q(q  +  l)-q(p  +  q+l)  =  () 
ist. 

Aus  der  Annahme  c.  folgt  sogleich,    dass  die  Zahl  p,  die  das  Ge- 
schlecht der  Grundcurve  angiebt,  die  specielle  Form  haben  muss: 
p  =  (r  +  l)(q  +  l), 

wenn  G^),  GW  Specialgruppen  sind,  die  sich  nach  dem  Riemann- 
Roch' sehen  Satze  entsprechen.  Wegen  dieser  Einschränkung  (die  übri- 
gens durch  die  Methode  an  und  für  sich  nicht  geboten  ist)  lässt  sich 
Casteluuovo's  Formel*)  auf  viele  Fälle  nicht  anwenden;  z.B.  über- 
haupt nicht  auf  Primzahlwerte  von  p. 

Das  Verfahren  von  Castelnuovo  besteht  nun  in  folgendem:  Die 
Zahl  N  der  auf  einer  Curve  vom  Geschlecht  p  existirenden  Specialscharen 
g(j)  hängt  von  drei  Elementen  p,  Q,  q  ab,  zwischen  denen  die  Gleichung 
besteht: 

1)  Q(q  +  l)-q(q+P  +  l)  =  0. 

Es  handelt  sich  darum,  bei  einer  Curve  Rq+p  vom  Geschlecht  p  und  der 
Ordnung  Q  +  p  in  einem  ebenen  Räume  [Q]  von  Q  Dimensionen  diejenigen 

Räume  [Q — q  —  1]  abzuzählen,  welche  die  Rq+p  noch  in  p  Punkten 
treffen.  Den  Restschnitt  eines  [Q  —  1]  bildet  dann  noch  eine  cx;<J- Man- 
nigfaltigkeit von  je  Q  Punkten  auf  R,  die  gesuchte  Schar  g^). 


*)  In  einem  Schreiben  vom  11.  Juli  1890  an  den  einen  der  Referenten  gab 
G.  Castelnuovo  eine  allgemeinere  Formel  für  die  Anzahl  der  Specialgruppen 
an,  welche  die  Annahme  t=ü  fallen  lässt. 

35* 
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Um  die  Zahl  N  zn  bestimmen,  macht  der  Verfasser  von  dem 
Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  Gebrauch  in  der  Form,  dass  er  an- 
nimmt, X  ändere  sich  nicht,  wenn  man  die  Raumcurve  Rq+p  ersetzt 
durch  den  Inbegriff  einer  unicursalen  Rq  und  von  irgend  p  ihrer  Sehnen. 
Er  stützt  diesen  Uebergang  auf  einen  Satz  von  Noether  (Ueber  die  re- 
ductibeln  algebraischen  Curven,  Acta  Math.  VIII,  S.  173),  wonach  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  Formen  <p  für  beide  Gebilde  dieselbe, 
=  p  ist.  Für  die  zerfallende  Curve  setzt  sich  aber  der  Inbegriff  der 
gesuchten  Räume  [Q  —  q — 1)  zusammen  aus  denjenigen,  I.  welche  die 
Rq  in  p  Punkten  treffen,  II.  welche  die  Rq  in  p — 1  Punkten  und  eine 
Sehne  in  einem  Punkte,  III.  welche  die  Rq  in  p — 2  Punkten  und  zwei 
Sehnen  treffen,  u.  s.  w.  Weil  aber,  wie  man  leicht  einsieht,  die  Zahl 
der  ad  II,  III  u.  s.  w.  gehörigen  Lösungen  gleich  null  ist,  wenn  jene 
Gleichung  1)  zwischen  Q,  q,  p  erfüllt  ist,  so  genügt  es,  die  gestellte 
Frage  bloss  für  die  Rq    zu  beantworten. 

Diese  Aufgabe  ist  aber  (22)  wiederum  mit  Hülfe  des  Princips  von 
der  Erhaltung  der  Anzahl  auf  die  einfachere  zurückführbar,  dass  die  Rq 
in  p  Gerade  des  Raumes  [Q]  zerfällt,  ein  Fall,  für  welchen  H.  Schubert 
jene  Zahl  bestimmt  hat  („die  n-dimensionalen  Verallgemeinerungen  der 
fundamentalen  Anzahlen  unseres  Raumes",  Math.  Ann.  Bd.  26,  und 
„Anzahlbestimmungen  für  lineare  Räume  beliebiger  Dimension",  Acta 
Math.  VIII).  Ueberträgt  man  dieses  Ergebnis  auf  den  vorliegenden  Fall, 
so  erhält  man  die  gesuchte  Zahl: 


N  = 


l!2!...q!  l!2!...(p— 1— QH-q)!p! 
l!2!...(2q+p-Q)! 


Diese  Formel  geht  für  q=  1,  Q  =  ip4-1  in  die  dem  Fall  gerader  p 
entsprechende  Formel  [B]  §  11  von  Brill-Noether,  Math.  Ann.  VII, 
S.  296  über,  wie  Brill  (Math.  Ann.  Bd.  36,  S.  358)  nachgewiesen  hat. 
In  (21)  leitet  auf  derselben  Grundlage  Castelnuovo  die  Formel  von 
Brill  und  Zeuthen  ab,  die  sich  auf  ausgezeichnete  Gruppen  bezieht, 
sowie  andere  mit  den  Berührungscurven  und  ähnlichen  Fragen  zusammen- 
hängende Abzählungsresultate. 
ver-  15.   Untersucht  man  auf  Grund  des  in  Nr.  14  dargelegten  Entsprechens 

cfer'beTden  von  ebenen  Curven  und  solchen  in  höheren  Räumen  die  Methode  von  Castel- 
schen  Auf- n  u  0  V  0 ,  SO  erscheint  sie  im  Grunde  nicht  verschieden    von   einer  früher 
assungeo.  ^^^^^  ^.^^  Jonqulercs  (J.  f.  M.  Bd.  66,  S.  309  ff.)  und  der  von  Zeuthen 
in  (5)  angewandten.     In  der  That  ist  die  Operation  des  Zerfällens  einer 
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Rq  in  eine  RqJ^'^  und  eine  ihrer  Sehnen  identisch  mit  der  Annahme, 
da'ss  die  ebene  Grundcurve  f.  der  sie  entspricht,  einen  neuen  Doppel- 
punkt gewinnt,  während  zugleich  ein  geraeinsamer  Basispunkt,  den  die 
Transformations curven  in  einem  einfachen  Punkte  von  f  besitzen,  in 
einen  Doppelpunkt  von  f  hereinriickt;  ferner  entspricht  die  Verwandlung 
einer  R;''''  in  eine  R^li  und  eine  sie  einfach  treffende  Gerade  dem  Auf- 
rücken eines  Basispunktes,  den  jene  Curven  ausserhalb  f  in  der  Ebene 
gemeinsam  haben,  auf  f  selbst,  u.  s.  w. 

Diese  Andeutungen,  die  auszuführen  hier  nicht  der  Platz  ist,  lassen 
erkennen,  dass  die  Verwendung  höherer  Räume  für  die  hier  besprochenen 
Fragestellungen  keineswegs  wesentlich  neue  Hülfsmittel  flüssig  macht,  da 
alle  Raumoperationen  ihr  genaues  Gegenbild  in  dem  Verhalten  der  trans- 
formirenden  Curvenschar  gegenüber  der  ebenen  Curve  besitzen,  während 
die  Beweise  wegen  der  Sicherheit  der  Schlüsse  besser  an  der  ebenen  Curve, 
wo  sie  Zeuthen  mit  so  grosser  Sorgfalt  ausführt,  als  an  den  zur  Zeit 
noch  unbekannten  Raumgebilden  geführt  werden.  —  Andererseits  ist  nicht 
zu  verkennen,  dass  die  räumliche  Behandlung  wegen  ihrer  Analogie  zu 
dem  Räume  von  drei  Dimensionen  neue  Fragestellungen  und  den  Weg 
zu  ihrer  Lösung  nahelegt,  auch  die  Darstellung  erleichtert. 

16.     Gänzlich  verschieden  von  den    bisher  besprocheneu  Abzählun-A'?e''raische 

'■  Behandlung 

gen .    die    doch    alle    auf    das   Postulat    von   der   Erhaltung  der  Anzahl  ^^^  P''°- 

°       '  =  blems. 

bei  gewissen  Variationen  der  Constanten  sich  stützen,  ist  die  Behand- 
lung, die  Brill  der  Frage  der  ausgezeichneten  und  Specialgruppen  zu 
Teil  werden  lässt.  Er  untersucht  in  (15)  diejenigen  ausgezeichneten 
Gruppen  (Basispunkte  eines  linearen  Curvensystems)  auf  der  gegebenen 
Curve,  für  welche  ein  Punkt  durch  die  übrigen  mitbestimmt  ist,  indem 
er  an  das  folgende  algebraische  Problem  anknüpft  ((11)  S.  61,  Brill- 
Noether  in  (12)  §  9):  Die  Coordinatenpaare  x^  y^,  ...,  x^  yk  zu 
finden,  welche  alle  k-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

^iC^iY,)    '^2(^.7.)    •••    '^k+iCx^yJ 
|^,(xkyk)    '^.CxkyO    ••■    'ik+i(skyk) 

zum  Verschwinden  bringen  und  zugleich  die  Gleichungen  befriedigen: 
f(x^y,)  =  0,     f(x,yj  =  0,     .  .  .,     f(xkyk)  =  0. 

Hier  ist  f(xy)  =  0  die  Gleichung  der  Grundcurve  vom  Geschlecht  p  mit 
allgemeinen  Moduln;   die  <^(xy)  sind  ganze  Functionen  von  gleicher  Di- 
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mension,  die  sich  zu  f  adjungirt  verhalten,  im  übrigen  für  gewisse 
Wertepaare  (die  auch  f  =  0  befriedigen  dürfen)  alle  zugleich  verschwin- 
den können. 

In  §  II  der  Abhandlung  (15)  wird  die  Forderung,  dass  alle  Deter- 
minanten der  Matrix  zugleich  verschwinden  sollen,  auf  eine  gewisse  end- 
liche Anzahl  von  simultanen  Gleichungssystemen  zurückgeführt,  deren 
Erfüllung  jener  Forderung  äquivalent  ist.  Von  den  Lösungen  des  ersten 
dieser  Systeme  sind  zu  subtrahiren  diejenigen  des  zweiten,  zur  Differenz 
zu  addiren  die  des  dritten,  zu  subtrahiren  die  des  vierten  u.  s.  f. 

Jedes  dieser  Gleichungssysteme  lässt  sich  nun  als  ein  System  von 
k  Correspondenzen  zwischen  k  Punkten  der  Grundcurve  f  auffassen, 
und  es  ist  die  Aufgabe  zu  lösen:  die  Anzahl  der  Punktgruppen  zu  finden, 
welche  ein  solches  System  von  Correspondenzen  zugleich  befriedigen. 
Es  handelt  sich  also  um  die  Ausdehnung  derjenigen  Formeln,  welche 
in  (11)  für  Punktepaare,  Punktetripel,  -Quadrupel,  entwickelt  worden 
sind,  auf  den  Fall  von  beliebig  vielen  Correspondenzen.  Hierbei  genügt 
es,  sich  auf  solche  zu  beschränken,  bei  welchen  die  Wertigkeit  durch 
vielfache  Punkte  der  Correspondenzcurven  definirt  wird. 

Für  eine  Correspondenz  o  =  0  zwischen  k-|-2  Variabeinpaaren 
Xjy,  (i=l,  2,  3,  ...,  k,  r,  s),  für  die  je  die  Gleichung  besteht 
f(xiyi)  =  0,  kommen  folgende  Zahlen  in  Betracht:  1.  die  Anzahl  cpi  der 
beweglichen  Schnittpunkte  der  Correspondenzcurve  cp(i)  =  0  (d.h.  cp  als 
Function  von  Xiyi  angesehen)  mit  der  Grundcurve  f;  2.  die  Wertigkeit 
cpij  dieser  Curve  in  dem  Punkte  j  (j  =  1,  2,  ...,  i  —  1,  i+l,  ...,  k,  r,  s); 
3.  die  Anzahl  c^{"-^  der  in  den  Ausnahmepunkt  a  (einen  ot-fachen  Punkt 
von  f)  fallenden  festen  Schnittpunkte  der  Curve  mit  f;  4.  der  Grad  [cpi] 
dieser  Correspondenzcurve. 

Liegen  k+l  Correspondenzen  <p,  '|i,  .  .  . ,  i>  vor,  sämtlich  in  jenen 
k  +  2  Variabeinpaaren  geschrieben,  so  hat  man  sich  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen f(i)^0  die  Variabeinpaare  1,  2,  .  .  .,  k  eliminirt  zu  denken. 
Man  kommt  zu  einer  Schlussgleichung:  R(r;s):^0.  Es  handelt  sich 
nun  darum,  a.  die  Anzahl  Pr  der  beweglichen  Schnittpunkte  der  Correspon- 
denzcurve R  =  0  (als  Function  von  (r)  betrachtet)  mit  f ;  b.  die  Wertig- 
keit derselben  in  (s)  :  Prs  (von  den  Zahlen  P("),  [Pj]  sehen  wir  hier  ab) 
durch  jene  vier  Zahlengruppen  cp;,  u.  s.  w.,  für  jede  Correspondenz 
gebildet,  darzustellen. 

Zum  Ausgangspunkte  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  dienen  zwei 
Formeln,  welche  eben  diese  für  den  Sonderfall  k=l  darstellen,  w^o 
also    zwei    Correspondenzgleichungen    je    in    den    Coordinaten    von    drei 
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Punkten  geschrieben  vorliegen.  Aus  einer  früheren  Arbeit  ((11)  SS.  42, 
46,  Tgl.  (IG),  S.  734)  werden  hierfür  die  folgenden  Formeln  ent- 
nommen : 

Die  entsprechenden  Zahlen  für  höhere  Werte  von  k  lassen  sich  aus  diesen 
mittelst  zweier  Recursionsformeln  von  grosser  Einfachlieit  ableiten  ((1.5). 
§  III,  S.  341).  Es  genügt  nun  aber  weiter,  sich  auf  denjenigen  Fall 
zu  beschränken,  dass  von  den  Correspondenzen  <5,  6,  .  .  .,  {}  jede  hin- 
sichtlich der  in  ihr  enthaltenen  k+2  Variabein  symmetrisch  gebaut 
ist;  man  kann  also  cp^  =  cp.^  =  .  •  .  =  cp^  ^  cp:  6^  =  f^ .,  =  ...  =  -i;  etc., 
9j2  =  ••■'=  ?rs  =  9';  etc.  annehmen.  Dann  lauten  jene  zwei  Recursions- 
formeln : 

(k  +  l)(9<>-/.-.-»)   =:S9.('Lx...{>)-pN:cp'.(6y...{>)'; 

(9^X...a)'  =  l9'.(-i;X...&)-    I'^'.('by^...^y, 

wo  C-?'!//....»)  =  P./(k+l)!  ist,  (9'V/:...i'>)'  =  Prs/k!,  und  ('by...b), 
(^X---^)'  *-^^®  gleichen  Zahlen,  gebildet  für  das  simultane  System  der 
k  Correspondenzen  <!j.  y,  .  .  .,  b,  darstellen,  2  ein  Summationsbuchstabe 
ist,  p  das  Geschlecht  von  f.  An  Stelle  dieser  zwei  Formeln  lassen  sich 
zwei  noch  erheblich  einfachere  setzen,  die  wir  hier  übergehen  ((15), 
§  V,  Formeln  3)). 

Diese  Formeln  werden  in  §  VII  auf  das  oben  angegebene  algebraische 
Problem  angewandt.  Der  Üebergang  von  diesem  zu  denjenigen  Scharen 
von  Punktgruppen,  die  fremden  Bedingungen  nicht  mehr  genügen,  wird 
in  VIII  ausgeführt,  womit  dann  auch  nachträglich  die  bereits  bei  Brill- 
Noether  ((12)  §  11)  angeführte  Formel  für  die  Anzahl  der  auf  einer 
Curve  vom  Geschlecht  p  vorhandenen  Specialscharen  gW  in  allen  Teilen 
streng  be-niesen  ist. 

16*.    Von  diesem  Excurs  auf  das  Gebiet  der  Specialaruppen  kehren  ueber-ang 

^  "      ^'-  zu  c. 

wir  noch  einmal  zur  Theorie  der  Correspondenzen  zwischen  zwei  Punkten 
einer  Curve  zurück,  um  von  einer  Gruppe  von  Arbeiten  zu  berichten, 
die  wegen  der  neuen  Gesichtspunkte,  welche  sie  in  die  Fragestellung  hinein- 
trägt, und  wegen  ihrer  Ergebnisse  eine  ausführlichere  Darstellung  ver- 
langt, als  ihr  im  Context  mit  den  anderen  Arbeiten,  die  sie  teilweise 
zeitlich  unterbricht,  zu  widmen  möglich  gewesen  wäre. 

Um  indessen  diese  Ilurwitz'sche  Formulirung  des  Correspondenz- 
princips  zum  Verständnis  zu  bringen,  ist  es  nötig,  weiter  auszuholen  und 
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den  Gedankengang  darzulegen,  in  dessen  Zusammenhang  sie  entstanden 
ist.  Wir  gehen  deshalb  in  einer  kurzen  Skizze  auf  den  Begriff  der 
elliptischen  Modulfunctionen  ein. 


C.    Elliptische  Modulfanctionen  und  ihre  Beziehung  zu  algebraischen 
Correspondenzen. 

Litteratur*): 

L.  Kronecker,  üeber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  quadratischer 
Formen  von  negativer  Determinante.     Journ.  f.  M.  Bd.  57,  S.  248,  1859. 

R.  Dedekind,  Schreiben  an  Hrn.  Borchardt  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfunctionen.     Journ.  f.  M.  Bd.  83,  S.  "265,  1877. 

F.  Klein, 

(1)  Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen.  Sitzber.  d.  Münch.  Ak. 
1879,  imd  Math.  Ann.  XVII,  S.  62—70. 

(2)  Ueber  unendlich  viele  Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung.  Sitzber.  Manch.  Ak.  1880,  und  Math.  Ann.  XVII,  S.  133— 138. 

(3)  Neue  Untersuchungen  über  elliptische  Modulfunctionen  der  nieder- 
sten Stufen.    Leipz.  Ber.  1885,  S.  70— 91. 

E.  W.  Fiedler,  üeber  eine  besondere  Klasse  irrationaler  Modulargleichungen 

der  elliptischen  Functionen.     Diss.  Leipz.  1885,  101  SS. 
G.Friedrich,  Die  Modulargleichungen  der  Galois'schen  Moduln  der  zweiten 

bis  fünften  Stufe.     Diss.  Leipz.  1886,  71  SS. 
J.  Gierster,  Ueber  Relationen  zwischen  Klassenauzahlen  binärer  quadratischer 

Formen  von  negativer  Determinante,  Math.  Annalen  17  (zwei  Noten),  1880. 

F.  Klein,    Vorlesungen    über    die  Theorie   der  elliptischen  Modulfunctionen. 

Ausgearb.  und  vervollst,  von  R.  Fricke,  2  Bde.,  Leipz.  1890  u.  92. 
A.  Hurwitz, 

(1)  Zur  Theorie  der  Modulargleichungen.    Gott.  Nachr.  1883,  S.  350—363. 

(2)  Ueber  Relationen  zwischen  Klassenanzahlen  binärer  quadratischer 
Formen  von  negativer  Determinante.  Math.  Ann.  XXV,  S.  157 — 196, 
1884. 

(3)  Ueber  die  Klassenzahlrelationen  und  Modularcorrespondenzen  prim- 
zahliger Stufe.    Leipz.  Ber.  1885,  S.  222—240. 

(4)  Ueber  algebraische  Correspondenzen  und  das  verallgemeinerte  Corre- 
spondenzprincip.    Ibd.  1886,  und  Math.  Ann.  Bd.  28,  S.  561 — 585. 

(5)  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige  Transfor- 
mationen in  sich  zulassen.  Gott.  Nachr.  1887,  S.  85 — 107  und  Math. 
Ann.  Bd.  32,  S.  290-308. 


*)  Da  wir  ein  Referat  über  die  Theorie  der  Modulfunctionen  selbst  zu 
geben  nicht  beabsichtigen,  wegen  deren  wir,  ebenso  wie  wegen  der  Urheber- 
schaft der  einzelnen  Sätze,  auf  Klein-Fricke's  Werk  (s.  oben)  verweisen,  so 
beschränken  wir  uns  auf  die  Angabe  derjenigen  Litteratur,  die  auf  die  Theorie 
der  algebraischen  Correspondenzen  Bezug  hat. 
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17.     In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  treten  Grössen  auf,  Begriff  der 

elliptischen 

die  unverändert  bleiben,  wenn  man  das  Verhältnis  tu  =  iK  /K  der  Perioden  Moduifunc- 
des  Normalintegrals  durch  gewisse  lineare  Functionen  u)'  desselben  ersetzt :teiiung  nach 

der  Stufen- 
,  (ZOJ-f-ß  zahl. 

1)  (0   =  ir  , 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  o  der  Gleichung  genügen: 

1')  «8  — ßY=l. 

Zu  diesen  Grössen,  die  Dedekind  „elliptische  Modulfunctionen"  genannt 
hat  (J.  f.  Math.  Bd.  83),  gehört  die  absolute  Invariante  J  [=  g^/Cg'— 27g^)] 
des  Radicanden  vierten  Grades  unter  dem  Integralzeichen,  die  bei  allen 
der  Gleichung  1')  genügenden  Substitutionen  ungeändert  bleibt. 

Eine  andere  Function  dieser  Art  ist  der  Modul  k^   des   elliptischen 
Integrals,  d.  h.  eines  der  Doppelverhältnisse  der  vier  "Wurzeln  des  Radi- 
canden, welches  mit  J  durch  die  Gleichung  verknüpft  ist: 
J       _  4(1  — k'  +  k^)^ 

T^r  ~  (H-k^)2(2— k')'(l-^k^  * 
Diese   Modulfunction   bleibt  jedoch   nicht  mehr  bei   allen  Substitutionen, 
die  aus  1')  hervorgehen,  ungeändert,  sondern  nur  bei  solchen,  für  welche 
a,  ß,  Y,  3  ausserdem  noch  der  Congruenz  genügen: 

a  :  ß  :  ->^  :  0  =  1  :  0  :  0  :  1      (mod.  2). 
Aehnlich    bleibt    die   Modulfunction   k' — ik  (wo   k' =  |/l — k"^   ist)    un- 
geändert bei  Substitutionen,  die  „der  Identität"  mod.  4  congruent  sind; 
die  Grösse  a,    die    „Tetraeder -Irrationalität" ,    die   mit    der  Invariante  J 
durch  die  Gleichung  verbunden  ist: 

(a^+8a)^ 
64(aä-l)^  ' 
bleibt   invariant   nur   dann,    wenn  jene   Congruenz   modulo  3   stattfindet, 
u.  s.  w.  (Klein  (3)). 

Modulfunctionen,  deren  Substitutionen  durch  Congruenzeu  der  Art: 
ot:ß:Y:o=  1:0:0:1  (mod.  q)  aus  der  Gesamtheit  aller  der  1')  ge- 
nügenden (als  ausgezeichnete  Untergruppe)  herausgehoben  werden,  nennt 
Klein  „Congruenzmoduln"  und  teilt  sie  nach  der  Zahl  q  in  „Stufen"  ein. 
J  gehört  also  (ebenso  wie  alle  rationalen  Functionen  von  J)  zur  ersten, 
k^  zur  zweiten,  a  zur  dritten  Stufe,  k' — ik  zur  vierten  u.  s.  w. 

Wir  werden  in  der  Folge  bloss  von  solchen  Congruenzmoduln  han- 
deln. Alle  Moduln  einer  Stufe  hängen  zu  je  zweien  algebraisch  von 
einander  ab  und  bilden  im  Riemann'schen  Sinn  eine  Klasse  von  alge- 
braischen Functionen,  deren  jede  durch  zwei  von  ihnen,  von  denen 
mindestens  eine   nicht  zu   speciell  gewählt  ist,   rational  ausdrückbar  ist. 
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Dieser  Klasse  kommt  ein  bestimmtes  Geschlecht  (p)  zu.  Für  die  niedersten 
Stufen  ist  p  =  0,  und  demnach  wird  die  Gesamtheit  aller  Congruenz- 
moduln  einer  solchen  Stufe  von  den  rationalen  Functionen  eines  passend 
gewählten  Repräsentanten,  der  dann  ein  Hauptmodul  heisst,  gebildet 
(Klein  (3)). 

Sobald  aber  das  Geschlecht  p  >  0  wird  —  und  dies  tritt  schon 
für  die  q  =  Gte  Stufe  ein,  wo  p  =  1  ist  —  sind  zwei  geeignet 
gewählte  Vertreter  (von  denen  einer  J  sein  kann)  zur  Bildung  des  voll- 
ständigen Modulsystems  erforderlich,  zwischen  denen  eine  irreductible 
Gleichung  vom  Geschlecht  p  besteht;  z.  B.  k"  und  a  für  q  ==  6,  oder 
statt  dessen  zwei  Grössen  x  und  y,  für  die: 

. .  _  (3-y)^(i+y)       ^  _  x^-i-4 
^  -  Wf        '     '~^i^ 

ist,  mit  der  Beziehung  y^  =  x'+l,  der  Gleichung  einer  ebenen  Curve 
vom  Geschlecht  1.  Man  legt  für  p  >  1  den  Functionen  der  Stufe  ein 
algebraisches  Gebilde  von  einer  Dimension  zu  Grunde,  das  noch  auf  ver- 
schiedene "Weisen  gewählt  werden,  z.  B.  durch  r  Gleichungen  zwischen 
r+1  Variabein  darstellbar  sein  kann;  diese  Darstellung  hat  den  Vorteil, 
dass  man  zu  einem  einfacheren  Ausdrucke  der  Modulfunctionen  und  der 
Gleichungen  gelangt,  als  wenn  man  eine  Gleichung  zwischen  zweien  zu 
Grunde  legt.  Klein  kommt  so  zu  dem  Begriff  eines  „vollständigen  Modul- 
systems"  von  r+l  Functionen,  durch  die  sich  alle  übrigen  der  Stufe 
rational  ausdrücken.  Für  q  =  8  (p  =  5)  ist  ein  solches  System  das  der 
drei  Grössen  ]/k,  ]/k',  j/k' — ik,  mit  zwei  Gleichungen  zwischen  ihnen 
(Raumcurve  achter  Ordnung).  Für  q  =  8  bilden  aber  auch  (wenn  man 
statt  der  „Hauptcongruenzgruppe"  die  sie  umfassende  Gruppe  derjenigen 
Substitutionen  1),  1')  betrachtet,  für  welche  a:ß:7:o  entweder  :^  1:0:0:1 
oder  =5:0:0:5  (mod.  8)  ist,  (Klein-Fricke  I,  SS.  398,  678))  schon 
die  beiden  Grössen  x  =  l/|/k,  y=j/k7k  mit  der  einen  Gleichung  (p^3) 
X*  —  y*  =  1  ein  Modulsystem,  u.  s.  w. 
Moduifunc-  18.     Die   Auswahl   dieses  Modulsystems   wird  zweckmässig   so  ge- 

tionen  von 

transcen-  troffcn,   dass  jede  Function  des  vollständigen  Systems  sich  durch  solche 

dentem 

Charakter.  Substitutlouen  der  ganzen  Gruppe  1  ),  welche  die  einzelne  Function 
nicht  ungeändert  lassen,  doch  nur  wieder  in  eine  lineare  Function  des 
Systems  transformirt;  denn  hierdurch  werden  die  Begriffe  und  Bildungen 
der  Invariantentheorie  der  linearen  Transformation  für  die  Theorie  flüssig. 
Ein  solches  System  bilden  nun  aber  die  bekannten  Formen  cp  des  alge- 
braischen Gebildes  der  Stufe  q,  weshalb  die  Normalcurve  (2p — 2)ter  Ord- 
nung in  einem  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  als  Gebilde  bevorzugt  wird. 
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Ein  solches  System  bilden  weiter  (von  einer  Integrationsconstanten  ab- 
gesehen) die  längs  einer  Curve  der  Stufe  q  liinerstreckten  überall  end- 
lichen p  Integrale,  welclie  ebenso  wie  die  zugehörigen  Thetafunc- 
tionen,  durch  die  sich  die  algebraischen  Functionen  ausdrücken,  als  ein- 
deutige Functionen  des  Argumentes  tu  eine  besonders  zweckmässige 
Grundlage  für  die  Darstellung  aller  Functionen  der  Stufe  bilden.  Die 
principielle  Verwertung  des  Gedankens,  diese  transcendenten  Func- 
tionen für  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  und  namentlich 
der  „Modularcorrespondenzen"  heranzuziehen,  geht  auf  Hurwitz  zu- 
rück, der  ähnlich,  wie  früher  Roch  (V,  Nr.  24)  die  Riemann'schen 
Sätze  über  das  Verschwinden  der  Thetafunction  zu  Abzahlungen  für  die 
Theorie  der  Berührungscurven  verwertet  hatte,  diese  Sätze  zur  Darstellung 
von  Correspondenzgleichungen  benutzt.  Zunächst  besteht  zwischen  dem 
Geschlecht  p  der  Curve  und  der  Stufenzahl  q  der  (aus  den  Eigenschaften 
der  linearen  Transformation  abgeleitete)  Zusammenhang  (Hurwitz,  (2) 
S.  168)  p  =  A(q  —  6)/12q-f-l,  wo  /,  eine  hier  nicht  näher  zu  erläu- 
ternde ganze  Zahl  ist,  die  z,  B.  für  eine  Primzahl  q  den  Wert  hat 
X  =  -^q(q^ — 1),  sodass  in  diesem  Falle 

P=2V(q  +  2)(q-3)(q-5) 
wird. 

Jene  längs  der  Curve  hinerstreckten  p  Abel'schen  Integrale  erster 
Gattung  besitzen  nach  dem  Gesagten  die  Eigenschaft,  solche  eindeutige 
Functionen  des  Arguments  tu  zu  sein,  welche  bei  denselben  Substitu- 
tionen wie  die  rationalen  Functionen  des  Modulsystems  (von  einer  addi- 
tiven Constanten  abgesehen)  ungeändert  bleiben.  Bezeichnet  man  mit 
J,.(a>)  einen  Repräsentanten  dieser  p  Integrale,  und  ist  T(to)  eine  Sub- 
stitution der  Stufe  q,  ist  also: 

T((o)=   «"^  +  1^       f--j.      a:«:,p5=  1:0:0:1      (med.  q) 
Yw-ho 

und  ao  —  ßy  =  1, 

so  haben  demnach  die  Abel'schen  Integrale  Jr((ü)  die  Eigenschaft: 

1.  überall  endliche  Functionen  von  oj  zu  sein; 

2.  dass: 

J,(T(«>))  =  J,(to)4-P„ 

wo  Pr  ein  Periodensystem  des  Integrals  Jr  ist.  Es  entspricht  also  den 
verschiedenen  Werten  von  o>  je  ein  bestimmter  Punkt  der  Curve;  um- 
gekehrt aber  gehören  zu  jedem  solchen  unendlich  viele  Werte  von  (o. 
nämlich  alle  diejenigen  (ihm  „äquivalenten"),  welche  durch  die  Trans- 
formation T(u))  aus  oi  hervorgehen. 
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Ferner  ist,  wenn  S(o>)  eine  allgemeine  Substitution  der  ersten 
Stufe  ist: 

J,(S(u)))  =  !i''cl'"^Ji(co)  +  c«, 

WO  die  c  von  (o  unabhängige  Constanten  sind.  —  Wir  merken  noch  an, 
dass  die  Entwicklung  des  überall  endlichen  Integrals  J  nach  Potenzen 
von  h  =  e2''^"'  die  Form  hat  (Hurwitz  (3)  S.  225): 

^+i^hi, 

wo  der  Summationsbuchstabe  m  alle  positiven  Zahlen  durchläuft,  die  zu 
einer  ganzen  für  das  Integral  charakteristischen  Zahl  a  (<q)  aiod.  q 
congruent  sind,  4'(™)  ^"^®  ^^^^  nicht  näher  zu  definirende  (bekannte) 
zahlentheoretische  Function  von  m  ist,  die  übrigens  ganzzahlige  "Werte  hat. 
Klassen-  ■[()      s^^^j-  wenden  uns  nun  zu  den  „Modularcorrespondenzen".     Es 

anzahlen  "  '■ 

und  Modu-  gj^d   algebraische  Correspondenzen   auf  jenen  Curven   vom  Geschlecht  p, 
spondenzen.  fjig  Beziehungen  ausdrücken  zwischen  den  Moduln  einer  Stufe  q  und  den- 
jenigen, die  aus  ihnen  durch  eine  Transformation  nter  Ordnung  des  ellip- 
tischen Integrals   hervorgehen,    vermöge   deren  co  in  uw    übergeht:    also 
eine  Verallgemeinerung  der  Jacobi'schen  Modulargleichungen. 

Nur  beiläufig  sei  erwähnt,  dass  das  Interesse  an  diesen  Correspon- 
denzen von  einer  Untersuchung  von  Kronecker  (Litteratur)  herrührt, 
der  aus  den  Modulargleichungen,  die  zur  Transformation  nter  Ordnung  ge- 
hören, lineare  Relationen  zwischen  gewissen  zahlentheoretischen  Func- 
tionen ableitete,  welche  die  Anzahl  der  verschiedenen  (nicht- äquiva- 
lenten) Klassen  von  binären  quadratischen  Formen  darstellen,  die  zu 
einer-  gegebenen  negativen  Determinante  ( — n)  gehören.  Er  verwen- 
dete diese  Relationen  zur  Berechnung  jener  Anzahl.  Man  erhält  die  Re- 
lationen und  noch  weitere  derselben  Art,  wenn  man  (s.  Gi erster  1.  c.) 
die  Coincidenzstellen  jener  Modularcorrespondenzen  in  doppelter  Weise 
abzählt:  einmal  arithmetisch,  was  keine  Schwierigkeiten  hat  und  zu  einer 
linearen  Function  von  jenen  Klassenanzahlen  führt,  dann  algebraisch,  was 
eine  lineare  Combination  der  oben  erwähnten  (bekannten)  zahlentheo- 
retischen Functionen  'i(n)  und  von  ^(n),  der  Summe  der  Divisoren 
der  ganzen  Zahl  n,  liefert,  die  dann  jener  gleichzusetzen  ist.  Diese  al- 
gebraische Bestimmung  der  Coincidenzzahl  ist  die  Aufgabe,  der  zunächst 
die  Bemühungen  von  Hurwitz  gegolten  haben. 

Wenn  man  auf  das  System  der  elliptischen  Moduln  der  Stufe  q  (in 
dem  erwähnten  Sinne)  eine  Transformation  nter  Ordnung  (n  relativ  prim 
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zu  q)  anwendet,  so  ordnen  sich  auf  der  algebraischen  Curve,  deren 
Punkte  Träger  jener  Moduln  sind  (s.  oben  Nr.  17),  dem  Punkte  P, 
der  zu  dem  Modul  to  gehört,  ausser  dem  Punkte  noj  noch  andere  Punkte 
zu,  weil  zu  P  auch  noch  alle  Parameterwerte  T(ü))  (s.  oben  Xr.  18) 
gehören:  nämlich  alle  diejenigen  4>(n)  Punkte  P',  welche  die  Para- 
meterwerte (Aa)-l-qB)/D  besitzen  (wo  A,  B,  D  ganze  positive  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  AD  =  n,  B^D).  Und  umgekehrt  ent- 
sprechen jedem  Punkte  P'  Ü)(n)  Punkte  P.  Man  hat  somit  auf  jener 
Curve  vom  Geschlecht  p,  die  zur  Stufe  q  gehört,  eine  O(n)-O(n)-Cor- 
respondenz*). 

Für  die  algebraische  Darstellung  dieser  „Modular-Correspondenz" 
könnte  man  den  folgenden  Weg  einschlagen.  Man  sucht  die  simultanen 
linearen  Substitutionen,  die,  angewendet  auf  die  passend  gewählten  ur- 
sprünglichen und  die  transformirten  Moduln,  die  Correspondenzgleichungen 
ungeändert  lassen,  bildet  dann  ein  System  von  ganzen  Functionen  dieser 
Moduln,  welche  ausser  bei  diesen  Substitutionen  auch  bei  Vertauschung 
des  ursprünglichen  mit  dem  transformirten  Modulsystem  ungeändert 
bleiben,  und  aus  denen  sich  alle  anderen  ganzen  Functionen  derselben 
Art  in  ganzer  Form  zusammensetzen  lassen;  setzt  endlich  aus  diesem  voll- 
ständigen System  von  ternären  Simultaniuvarianten  die  linke  Seite  der 
Correspondenzgleichung,  zunächst  mit  unbestimmten  Coefficienten,  zu- 
sammen und  zwar  derart,  dass  ein  vorgeschriebener  Grad  in  den  Varia- 
bein erreicht  wird,  und  bestimmt  dann  jene  Coefficienten  etwa  durch 
Reihenentwicklung  der  Modulfunctionen. 

Diesen  "Weg  haben  auf  Veranlassung  von  Klein  für  einige  niedere 
Fälle  Friedrich  und  Fiedler  eingeschlagen  (s.  Litt.).  Für  höhere  Fälle 
muss  man  sich  damit  begnügen,  die  Structur  der  Gleichung  oder  des 
Gleichungssystems,  das  die  Correspondenz  definirt,  zu  studiren.  Hier  bietet 
sich  nun  als  gangbarer  Weg  der  dar,  die  Correspondenzgleichung  durch 
Nullsetzen  eines  Thetaproducts  zu  definiren,  dessen  Argumente  sich 
aus  den  Integralen  erster  Gattung  zusammensetzen,  die  der  betreffenden 
Stufe  q  entsprechen. 

20.     Wir  betrachten  den  Fall  q==8,  p  =  3  (s.  Nr.  17  a.  E.),  an  Xranscen- 

(IgdIs  For* 

dem  Hurwitz  (1)  die  allgemeine  Theorie  im  wesentlichen  entwickelt  zumuUrungder 

,     ,  ,  Modular- 

haben  schemt.  correspon- 

Zwischen  den  beiden  Modulfunctionen:  die  stufeu- 

. zahl  8. 

*)  Wir  greifen  hier  aus  den  verschiedenen  Correspondenzen,  die  durch 
Transformation  erster  Ordnung  aus  einer  derselben  hervorgehen,  eine  heraus 
(Hurwitz  (1)). 
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1  y_i/k'(a>) 


besteht  die  Gleichung: 

die  eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  3  darstellt.  Die 
drei  überall  endlichen  Integrale: 

j,(«>)=-i/4^^  j»=-^/4^'  J3(«^)=-^/-^ 

genügen  Gleichungen,  wie: 

U.S.W.,  wo  p,  ein  Periodenvielfaches  ist,  q  die  Stufe  (=  8)  bedeutet.  Ent- 
spricht nun  vermöge  einer  Transformation  nter  Ordnung  dem  Punkte  tu(xy) 
mit  den  Coordinaten  x,y  ein  Punkt  (o'(x'y'),  so  besteht  zwischen  cu  und  tu' 
eine  Correspondenz  (0(n),  0(n)),  die  sich  z.  B.  für  n  =  3,  wo  0(n)  =:  4 
ist,  in  der  bekannten  Legen dre'schen  Form  algebraisch  so  darstellt: 

xx'— yy'  =  1. 
Aber    schon    für  n  =  5   ist  die   Correspondenz    nicht  mehr    durch    eine 
einzelne    algebraische   Gleichung   ausdrückbar.      Indessen    ist   auch   für 
diesen  und  höhere  Fälle  eine  algebraische  Form  möglich. 

Um  zu  einer  Orientirung  zu  gelangen,  sucht  Hurwitz  einen  tran- 
scendenten  Ersatz  auf  folgendem  Wege. 

Wenn  man  an  Stelle  des  Argumentes  (u  in  einem  der  drei  Integrale 
J„(u))  (rx=  1,  2,  3)  dasjenige  eines  der  0(n)  Punkte  (i)[  einsetzt,  das  dem 
Punkte  u>  vermöge  der  Transformation 

^,__W8B^      (A,D.  =  8,  B,<DO 

entspricht,  so  lässt  sich,  wie  eine  einfache  Betrachtung  zeigt,  die  Summe 
der  0(n)  Integrale  Ja(«)l)  als  lineare  Function  der  drei  Integrale  J«(a>) 
ausdrücken.  Führt  man  noch  statt  der  J«  (to)  ihre  linearen  Combinationen 
zu  Riemann'schen  Normalintegralen  erster  Gattung  ja(«j)  (a^],2,  3) 
ein,  wie  sie  in  der  Thetafunction  auftreten,  und  bildet  den  Quotienten 
(ein  Argument  ersetzt  bei  0  die  drei): 

^('^•^'^')=  e(j„((ü')-c«r^^^"^i7e(j,(cü0+c«)  ' 

wo  die  Producte  Fl  sich  über  i=  1,  2,  ...,  (I>(n)  erstrecken,  so  beweist 
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man  mit  Hülfe  jener  linearen  Relationen  und  der  bekannten  Eigenschaften 
der  Thetafunction,  dass  F(tü;  a>')  eine  rationale  ganze  oder  ge- 
brochene Function  der  Coordinaten  einerseits  des  Punktes 
(0,  andererseits  von  u>'  ist. 

Und  zwar  ist  F  in  dem  Falle,  dass  die  Zahl  n  von  der  Ordnung 
4k +  3  ist,  eine  ganze  Function  dieser  Coordinatenpaare ;  die  (0(n),  <l>(n))- 
Correspondenz  F  =  0  besitzt  die  Wertigkeit  null ,  ihre  Correspondenz- 
curven  (s.  oben  Nr.  4)  sind  vom  Grad  :|-0(n)  und  schneiden  nur  in 
den  correspondirenden  Punkten  (haben  also  keine  „Ausnahmepunkte"). 
Dagegen  ist  im  Falle  n  =  8k-f-l  F(tu;  cu')  eine  gebrochene  rationale 
Function  der  zwei  Coordinatenpaare;  die  Correspondenz  (<I>(n),  ^(n)) 
hat  die  negative  Wertigkeit  —  d»(n)  (Bezeichnung  s.  oben  Nr.  18  a.  E.), 
und  die  Correspondenzcurven  gehen  durch  feste  ^Ausnahmepunkte"  (Nr.  2). 
Endlich  für  n  =  8k4-5  ist  F  wieder  im  allgemeinen  eine  gebrochene 
Function,  die,  als  Function  von  x,  y  aufgefasst,  ausser  in  gewissen  Aus- 
nahmepunkten, wo  sie  teils  positiv,  teils  negativ  verschwindet  (d.^^h.  un- 
endlich wird),  in  den  correspondirenden  Punkten  «>'  positiv  und  noch  in 
einem  mit  m  beAveglichen  Punkte  negativ  verschwindet. 

Wir  haben  es  hier,  kurz  gesagt,  mit  teils  gewöhnlichen,  teils  „zu- 
sammengesetzten" (s.  oben  Nr.  6)  Correspondenzen  (im  letzteren  Falle 
auch  mit  solchen  von  negativer  Wertigkeit)  zu  thun;  bis  jetzt  also  mit 
völlig  bekannten  Fällen. 

21.     Aber  Hurwitz   gelangte  zu   neuen   Correspondenzen,    als  er  Moduiar- 

correspon- 

die  angegebene  Methode:  die  Correspondenzgleichung  durch  Nullsetzen denzen  für 
eines  Thetaquotienten  zu  bilden,  auf  höhere  primzahlige  Stufen  anwendete  stufen. 
(Hurwitz,  (3)).  Mit  leichten  Modificationen  wesentlich  zahlentheoretischer 
Natur  lassen  sich  alle  Bildungen,  die  wir  für  q=8  soeben  dargelegt 
haben,  auf  diesen  Fall  übertragen.  Nur  weisen  die  Correspondenz- 
gleichungen,  die  man,  entsprechend  den  Fällen,  dass  der  Transformations- 
grad n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  der  Stufe  q  ist,  durch  verschie- 
dene Thetaquotienten  darstellt,  die  Eigentümlichkeit  auf,  dass  sie  in 
algebraische  Form  nur  gebracht  werden  können  nach  Multiplication 
mit  gewissen  anderen  solchen  Quotienten,  welche  Transformationsgraden 
entsprechen,  die  quadratische  Reste  von  q  sind.  Die  Anzahl  dieser 
Hülfsfactoren  hat  Hurwitz  erst  später  in  (4)  noch  weiter  reducirt. 
Die  Anzahl  der  Coincidenzen,  die  man  in  den  früher  betrachteten  Fällen 
durch  einfache  Anwendung  der  Correspondenzformel  (Nr.  2)  erhält,  und 
die  man  hiernach  zur  Herstellung  von  Klassenrelationen  wirklich  be- 
nutzen   kann,    ist   für  den   letzterwähnten  Fall  in   expliciter  Form  nicht 
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bekannt.  —  Hatte  Hurwitz  auf  diesem  "Wege  drei  verscliiedene  Arten 
von  algebraischen  Correspondenzen  gefunden,  von  denen  die  letzte  über- 
haupt noch  unbekannt  war,  so  ergab  sich  nun  die  Frage,  ob  nicht  noch 
andere  existiren;  oder  aber  die  Aufgabe,  nachzuweisen,  dass  die  ange- 
gebenen alle  möglichen  sind.  Die  Thetaquotienten  boten  Hurwitz  das 
Mittel  zur  Lösung  dieser  schönen  Aufgabe. 
Die  aiige-  22.     Den    Kernpunkt   seiner   Arbeit   (4)    bildet    ein   Thetaquotient, 

meine  Corre-  ^  ^    ' 

spondenz-  ^qj-     gleich   NuU    ffcsetzt,    die    allgemeinste    algebraische    Correspondenz 

gleichuiig  '      o  o  j  o  o  i 

in  transcen- Cq[  «■)  ^yf  einer  Riemau u'schen   Fläche  vom  Geschlecht  p  f^O)    de- 

denter  Ge-   ^    '  r/  r    v^       / 

stait.  finirt.  Sind  x  und  y  zwei  Stellen  dieser  Fläche,  die  sich  vermöge 
einer  Correspondenz  so  entsprechen,  dass  jeder  Stelle  x  eine  gewisse 
Anzahl  a  mit  x  beweglicher  und  im  allgemeinen  von  x  verschiedener  Lagen 
y',  y",  .  .  .,  y^")  der  Stelle  y  entsprechen,  so  folgt  nach  Hurwitz  aus 
der  Annahme  einer  analytischen  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y,  dass  die 
Zahl  ß  der  einer  Stelle  y  entsprechenden  Stellen  x  eine  endliche  sein 
muss.  Zu  X  mögen  die  p  unabhängigen  Integrale  Uj(x),  U2(x),  ...,  Up(x) 
gehören,  zu  y  die  Litegrale  Uj  (y),  «^(y),  ...,  UpCy),  und  die  U(j  seien 
so  normirt,  wie  es  Riemann  für  die  Thetafunction  verlangt,  d.  h.  so,  dass 
p^  von  den  Perioden  die  Werte  0,  bezw.  1  besitzen;  die  p^  übrigen 
mögen  durch  a^j   (=  a^j)  bezeichnet  werden. 

Alsdann  lässt  sich  die  allgemeinste  algebraische  Correspon- 
denz (c(,  ß)  durch  folgende  transcendente  Gleichung  darstellen: 

77(D(y;y«) 
C(x;  y)  = 


/7(D(yW;yW)i70(y;y«) 

r  r 

WO 

(D(y;yW)  =  0(ui(y)-Ui(y«)-cO 

eine  Thetafunction  ist,  von  der  hier  nur  ein  Argument  (das  ite)  ange- 
schrieben ist,  Cp  Cj,  ...,  Cp  Constanten  sind,  die  Producte  0  sich  auf 
r=  1,  2,  ...,  a  erstrecken,  und  y^*^^  irgend  eine  feste  Stelle  y  bedeutet, 
yW,  y(j2),  .  .  .,  (y^o"^)  die  Stellen  y  sind,  welche  irgend  einer  festen  Stelle 
xW  von  X  entsprechen.  Die  Function  C  von  y  verschwindet  nämlich  nur 
an  den  a  Stellen  y^""),  die  dem  Punkte  x  entsprechen  (und  zwar  je  einfach), 
wird  unendlich  nur  an  den  Stellen  yW  und  verhält  sich  entsprechend,  wenn 
man  C  als  Function  von  x  auffasst.  Das  Letztere  schliesst  man  aus  einem 
gewissen  linearen  Gleichungssystem  zwischen  den  Integralen  u(yW)  und 
u(x),  das  dem  in  Nr.  20  erwähnten  nachgebildet  ist,  und  das  man  erhält, 
indem  man  den  Punkt  x  über  einen  gewissen  geschlossenen  Weg  auf  der 


22.     Die  allgemeine  Correspondenzgleichung.  5ßl 

Fläche  führt: 

1)  '~i  Uk(y(™))  =  'i;%kiU,(x)  +  7:,      (k=l,   2,   ...,  p). 

r=l  1=1 

Die  "k  sind  irrelevante  Constanten,  dagegen  die  -^\  für  die  Correspondenz 
charakteristische   Zahlen.      Man    berechnet    sie   mit   Hülfe   der  folgenden 
linearen  Gleichungen,  die  sich  aus   1)  ergeben,  wenn  wiederum  die  Stelle 
X  gewisse  geschlossene  Wege  auf  der  Fläche  beschreibt: 
l       TTki  =  hki+^giiati, 
2)  W.    „    _„     ;   v^P   „         (k,l=l,  2,  ...,  p) 


]^-kian  =  Hki  +  ^Guaki, 

'•      i  i 


WO  die  h,  g,  H,  G  ganze  Zahlen  sind,  die  von  jener  Wegführung  ab- 
hängen. Diese  Zahlen  sind  es,  durch  welche  sich  die  in  der  Correspon- 
denzgleichung C(x;  y)  =  0  unterbegriffenen  verschiedenen  Correspon- 
denzarten  von  einander  unterscheiden. 

Anstatt  die  Zahlen  h,  g,  . . . ,  Ttki  direct  zu  bestimmen ,  untersucht 
man  die  möglichen  ganzzahligen  Lüsungssysteme  h,  g,  ...  der  Gleichun- 
gen 2).  Man  erkennt  leicht,  dass  für  allgemeine  Werte  der  Periodicitäts- 
moduln  ait  nur  das  eine  Lösungssystem  möglich  ist: 

GH  =  hii=  1-  -H=  1.  (i=l,  2,  ...,  p) 
während  alle  anderen  Grössen  h,  g,  .  .  .  den  Wert  null  haben.  Wenn 
aber  zwischen  den  ajt  ge^visse  Relationen  bestehen  —  durch  welche  die 
sogenannten  „singulären"  Riemann'schen  Flächen  definirt  sind  — ,  giebt 
es  ausser  diesem  noch  andere  Lösungssyteme.  Hurwitz  zeigt  (§  13), 
dass  alsdann  sich  alle  aus  einer  gewissen  Anzahl  tx  von  ihnen  linear 
zusammensetzen. 

Bildet  man  für  jedes  von  diesen  ji  Systemen  wiederum  den  Quo- 
tienten C(x;  y),  indem  man  in  C(x;  y)  überall  das  Argument  Uk(yW)  durch 
die  gleichwertige  Summe  ersetzt:  27r^^)u.(x)+7:,  (für  £=1,  2,  ...,  tx), 
und  ebenso  y^J"^  durch  die  analoge  Summe  in  x^,  und  stellt  das  Product 
der  so  erhaltenen  Quotienten  C^,  je  erhoben  auf  eine  gewisse  Potenz  X^, 
her,  so  lässt  sich  von  dem  Quotienten: 

3)  -^ C(x^y)        _ 

cJ'(x;y)C^-(x;y)...ct/^(x;y) 
die  Eigenschaft  nachweisen,   dass    er   eine   algebraische  Function    der 
Stellen  x,  y  ist,   und   also  C(x;y)  =  0,   die   vorliegende  Correspondenz, 
in  der  Form  ausdrückbar  ist: 

C(x;y)  =  F(x;y).C;'C^..cV  =  (). 
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Diese  Formel  (mit  den  trauscendenten  Factoren  C^,  C.,,  ...,  C^)  um- 
fasst  jede  mögliche  algebraische  Correspondenz. 
Die  ver-  23.      Jenen    beiden    Fällen    allgemeiner    und    specieller    Perioden- 

schiedenen 

Arten  von  systcmc  ajk  entsprechen  nun  zwei  Hauptklassen  aller  möglichen  durch 
(lenzen  und  C  =  0  darstellbaren  Correspondenzen.     Hurwitz  nennt  die  ersteren  (im 

ihre  ali<e-  ^  ^ 

braische   Anschluss  an  die  gebräuchliche  Bezeichnung)  „Wertigkeits-",  die  letzteren 
„singulare"  Correspondenzen. 

Für  die  ersteren  ist  die  Zahl  u,  ^  1 ;  die  Grössen  irik  sind  gleich 
null  oder  eins,  je  nachdem  k  von  i  verschieden  oder  gleich  i  ist.  Setzt 
man  noch  Xj  = — '(,  so  erhält  man  aus  3): 

F(x;y)  =  C(x;y).Cr(x;y)  =  0 

als  algebraische  Form,  aufweiche  man  die  Wertigkeitscorrespon- 
denzen  (mit  y  als  Wertigkeit)  bringen  kann.  Je  nachdem  die  Zahl  y 
positiv  oder  negativ  ist,  lässt  sich  die  Gleichung  F(x;y)=0  auf  die 
Form:  eine  ganze  oder  eine  gebrochene  rationale  Function  der  durch 
homogene  Gleichungen  von  der  Form: 

^(^^2^3)  =  0'  ^ezw.  f(y,yoy3)  =  0 
mit  einander  verknüpften   sechs  Variabein  x,   y  bringen.     Für   den  Fall 
positiver -|'  giebt  Hurwitz  eine  Art  von  kanonischer  Form  für  jene  ganze 
Function  F(x;  y)  an: 

v  =  q 

^i'(x,  \  X3 ;  y,  y^jyj)  =  ^  0,(x,  x.,  X3). F,,  (y,  y,  y3)  =  0, 

y  =0 

WO  <!>,,  Fy  ganze  homogene  Functionen  sind,  und  q^y  eine  für  die 
Correspondenz  charakteristische  Zahl,  ihre  „Dimension"  ist.  Die  Be- 
deutung und  der  Zusammenhang  der  „Dimension"  mit  anderen  die 
Correspondenz  bezeichnenden  Zahlen  werden  nicht  erörtert.  Für  q  =  y 
erhält  man  die  von  Lindemann  (17)  betrachteten  besonderen  Berüh- 
rungscorrespondenzen. 

Die  singulären  Correspondenzen  (jx  >  1)  andererseits  lassen  sich 
auf  folgende  Weise  durch  zwei  algebraische  Gleichungen  ersetzen: 
Man  füge  zu  den  a  Punkten  yW^  die  vermöge  der  (cn,  ß)- Correspondenz 
einem  x  entsprechen,  noch  p  andere  yW  zu.  Dann  wird  umgekehrt  einem 
y  ausser  den  ß  noch  eine  gewisse  Anzahl  von  Punkten  x  zugehören,  und 
man  kann  diese  Anzahl  noch  auf  verschiedene  Weisen  so  bestimmen,  dass 
X  mit  jenen  a+p  Punkten  y,  y,  eine  Wertigkeitscorrespondenz  begründet 
((4)  §  1 2).  Führt  man  dies  auf  zwei  verschiedene  Arten  aus,  so  sind  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  zwei  Wertigkeitscorrespondenzen  solche,  welche 
zusammen  die  singulare  Correspondenz  definiren. 
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24.  Die  Zahl    der  Coincidcuzcn   bestimmt   sich   in  jedem  Falle  Die  zaiii 

der  Coinci- 

dadurch,  dass  man  in  C(x;y)  =  0  die  Stellen  x  und  y  zusammenfallen    denzcn. 
lässt.     Man   kann   ohne  Schwierigkeit  die  Zahl  der  Nullstellen  der  alge- 
braischen Function  F(x;  x)  berechnen  und  findet,  wenn  diese  Zahlen  für 
die  Correspondenzen  C^,  C.^,  .  .  .,  C^  bezw.  gleich  c, ,  c.,,  .  .  .,  c„  sind,  für 
die  Gesamtzahl  der  Coincidenzen  von  C(x;  y)  (§  1.3): 

a +ß  H-  c,  X,  +  c,  X^  -H h  c„  X,, , 

einen  Ausdruck,  der  für  die  Wertigkeitscorrespondcnz,  also  für 
fjL=l,  X,  =  — '(  (wo  dann  c^^  =  —  2p  wird),  in  die  bekannte  Formel 
aH-|34-2pY  übergeht.  Für  den  Fall  der  singulären  Correspondenzen 
hat  Hurwitz  über  das  Zahlensystem  Cj,  c^,  c^,  ...  keine  näheren  Angaben 
gemacht,  und  auch  der  andere  Ausdruck,  den  Ilurwitz  für  die  Anzahl 
der  Coincidenzen  in  diesem  Falle  angiebt  (§10): 

a-hß  — (h,,-hh,,H f-hpp  +  G.j-l-G^^H \-^vv)^ 

wo  die  h,  G  die  früher  definirten  Zahlen  sind,  scheint  bis  jetzt  kaum 
mehr  als  formale  Bedeutung  zu  besitzen,  da  seine  Auswertung  schon  in 
einfachen  Fällen  auf  umständliche  Eechnungen  führt.  Man  vergleiche 
Hurwitz  (5),  S.  99  (die  dort  berechnete  Coincidenzzahl  ergiebt  sich 
übrigens  auch  aus  der  Zeuthen'schen  Formel  für  mehrfach  sich  ent- 
sprechende Gebilde,  Ref.  VI  Nr.  19). 

Das  Verhalten  der  Correspondenzcurven  in  „Ausnahmepunkten"  (s. 
oben  Nr.  4),  welche  auftreten,  wenn  die  Correspondenzgieichung  aus  der 
transcendenten  Form  in  die  algebraische  übergeführt  wird  (Nr.  23),  in- 
dem man  eine  Gleichung  der  Klasse  zu  Grunde  legt  (Hurwitz  (4)  §8), 
wird  von  Hurwitz  nicht  discutirt.  Dagegen  leitet  er  die  in  Nr.  4 
erwähnte  Formel  für  die  Anzahl  der  simultanen  Lösungen  von  zwei 
Correspondenzgieichungen  ab,  die  übrigens  auch  schon  Brill  auf  jene 
erste  Coincidenzformel  gegründet  hatte  (Math.  Ann.  VII,  S.  615).  Es 
wäre  für  die  Vergleichung  der  Methoden  von  Interesse,  zu  wissen,  ob  das 
von  Hurwitz  hierfür  benutzte  Verfahren  auch  auf  mehr  als  zwei  simul- 
tane Correspondenzen,  etwa  n,  jede  mit  n  Punkten,  ausdehnbar  ist, 
damit  so  nicht  nur  diejenigen  Formeln  bestätigt  würden,  die  Brill  für 
diesen  allgemeinen  Fall  (Math.  Ann.  36,  S.  346)  aufgestellt  hat,  sondern 
auch  die  anschliessende  Abzahlung  der  Specialgruppen  einer  transcendenten 
Behandlung  zugänglich  würde. 

25.  Die  singulären  Riemann'schen  Flächen,   zwischen  deren  singulare 

Riemann'- 

Perioden  ajk  p    Gleichungen  bestehen,  die  durch  Elimination  der  7:^  aussehe  Flachen 

mit  Traiis- 

dem  System  2)  (oben  Nr.  22)  hervorgehen,  umfassen  u.  a.  auch   Trägerformationen 

iu  sieh. 

einer  (1,  l)-Correspondenz,  also  Flächen  mit  eindeutigen  Transformationen 
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in  sich  (geometrisch  etwa  Curven  mit  Symmetrie  -  Axen ,  solche,  die  bei 
Drehungen  um  einen  Punkt  in  sich  übergehen  u.  s.  \v.).  Von  diesen 
Flächen  beweist  nämlich  Hurwitz,  dass  sie,  wenn  sie  nicht  ein  hyper- 
elliptisches Gebilde  definiren,  notwendig  singulare  sind.  Er  widmet 
diesem  Sonderfalle  —  der  im  Zusammenhange  mit  der  allgemeinen 
Transformationstheorie  schon  oben  (Ref.  VIII,  Nr.  5)  besprochen  worden 
ist  —  zwei  weitere  Abhandlungen,  von  denen  hier  die  erste  (5)  in 
Betracht  kommt.  Es  wird  gezeigt,  dass  im  Falle  einer  (1,  l)-Corre- 
spondenz  die  Gleichungen  1)  (Nr.  22)  in  die  folgenden  übergehen: 

Uk(y)  =  £kUk(x)+T:k,     (k  =  1,  2,  .  .  .,  p) 
wo  Sk  eine  Einheitswurzel  ist.    Ist  s"^  1,  so  folgt  sogleich,  dass,  wenn 
einer  Stelle  P  eine  Stelle  P(^)  entspricht,  dieser  weiterhin  eine  Stelle  P^-^ 
u.  s.  w.,   dann  P<^")  mit  P  identisch  wird,   und  dass  also  das  zugehörige 
algebraische  Gebilde  f(sz)  =  0  vermöge  der  Transformation: 

2i.T 

s'  =  e  °  .s,     z'  =  z 

in  sich  selbst  übergeht.  Jede  eindeutige  Transformation  eines  algebraischen 
Gebildes  in  sich  ist  also  periodisch,  und  zwar  lässt  sich  auch  für  die 
Periode  n  eine  (von  dem  Geschlecht  p  abhängige)  obere  Grenze  angeben. 
Von  der  Anwendung  der  Coincidenzformel  für  singulare  Correspon- 
denzen  auf  den  vorliegenden  Fall  war  oben  (Nr.  24)  die  Rede.  Die 
Anzahl  der  Coiucidenzen  drückt  sich  mit  Hülfe  des  Geschlechts  Pj  der- 
jenigen Curve,  die  dem  gegebenen  Gebilde  (1,  n)- deutig  entspricht,  durch 
die  Formel  aus: 

2-2p,H-2^^. 
^  n —  1 

Dabei    erhalten    die    überall    endlichen    Integrale    jener  Curve  vom    Ge- 
schlecht Pj  auch  für  das  vorliegende  Gebilde  eine  Bedeutung:    sie   stim- 
men genau  mit  denjenigen  p^  Integralen  des  letzteren  überein,  für  welche 
die  Einheitswurzel  Sk  den  Wert  1   annimmt. 
Rückblick  26.     Aus    den    belangreichen   Untersuchungen    von  Hurwitz    sind 

auf  die  °  ° 

Ergebnisse  besouders    hervorzuhebcn    die    orientirenden    systematischen    Ergebnisse. 

der  trän-  •'  ° 

scendenten  Der  Begriff  der  „Correspondenz"  ist  durch  sie  zunächst  allgemein 
dahin  festgestellt,  dass  einer  Steile  P  der  Rie  mann 'sehen  Fläche  a 
(von  einander  verschiedene)  Stellen  P'  derart  entsprechen,  dass  sich 
diese  a  Stellen  nur  unter  einander  vertauschen,  wenn  P  auf  der  Fläche 
einen  geschlossenen  Weg  durchläuft.  Den  Uebergang  zu  der  alge- 
braischen   Correspondeuz    bewirkt    die    weitere    Forderung,    dass    die 


26.    Rückblick  auf  die  Ergebnisse  der  transcendenten  Auffassung.  ,'jG.") 

Abhängigkeit  der  Stellen  P'  von  der  Stelle  P  eine  analytische  ist. 
Man  könnte  die  Punkte  P'  auch  auf  einer  anderen  Riemann'schen 
Fläche  gelegen  annehmen,  ohne  dass  diese  Festsetzungen  sich  ändern. 
Hiermit  aber  wird  nach  einem  klaren  Einteilungsprincip  der  Ueherblick 
über  alle  möglichen  Arten  von  Correspondenzen  eröffnet.  Für  die 
Wertigkeits  -  Correspondenzen  liefert  die  Theorie  eine  neue  transcendente 
Formulirung,  die  auch  für  die  vor  Hurwitz  nur  aus  Einzelfällen  be- 
kannten singulären  Correspondenzen  Angriffspunkte  gewährt,  welche  rück- 
Avärts  wiederum  ihrer  algebraischen  Erforschung  zu  statten  kommen  werden. 
Hinsichtlich  der  Abzahlungen  hat  dagegen  die  transcendente  Theorie 
gegenüber  der  algebraischen  thatsächliche  Ergebnisse  bis  jetzt  nicht  zu 
verzeichnen.  Immerhin  ist  es  bemerkenswert,  dass  die  Methoden  der 
Riemann'schen  Abhandlung,  die  docli  seitdem  principielle  Fortschritte 
nicht  gemacht  haben,  sich  auch  solchen  Aufgaben  gewachsen  zeigen,  die 
bisher  ausschliesslich  der  Domäne  der  Algebra  zuoferechnet  worden  sind. 
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Berichtigungen   und  Zusätze. 

Seite  118,  zum  Titel  von  Nr.  G   hinzuzufügen:     Das   Newtou'sche  Parallelo- 
gramm. 
„      240,  Z.  19  T.  0.:    Siehe  auch  Nr.  10  der   Einleitung   zu   Abel's   Precis, 

Cr.  J.  f.  Math.  IV,  Werke  ed.  S.  et  L.  Bd.  1,  XXVIII. 
„      243,  Z.  13  V.  u.:  statt  S.  55  lies  S.  339. 
„     256,  Z.  2  V.  0.   hinzuzufügen:    Der  Grundgedanke   des  Dirichlet'scheu 

Princips   findet  sich  schon  bei  Green  und  W.  Thomson;  vergl. 

Pockel's  in  Tl.  IV,  §  2,  S.  246  der  auf  S.  253  citirten  Schrift. 
„     270,  Columnentitel:  statt  VI  lies    IV. 
.,     273,  Z.  17  V.  u.:  statt  VII  lies  VIII. 
„     299,  Z.    8  Y.  u.:  statt  VII  lies  VIII. 
,     325,  Z.  10  V.  u.:  statt  F  lies  f. 
„     337,  Z.    7  V.  0.:   statt  f(x)  lies  F(y). 
„     413,  Z.    4  V.  0.:  statt  a^u   lies   a^. 
„      423,  Z.  5 — 3  V.  u. :  statt  x,y  lies  x',  y'. 
„     461,  Schluss  von  Nr.  13:  Für  die  Durchführung  des  Falles  ji.  =  3  nach 

der  Dedekind-Weber'schen  Theorie  s.  Baur,  Math.  Ann.  Bd.  43. 
„     470.  Zur  allgemeinen  Litteratur  über  Monodromie  kommen  noch  Arbeiten 

in  der  Kroneck  er 'sehen  Richtung  von  Kneser,  Dissert.  Berlin 

1884  und  Math.  Ann.  Bde.  28  und  29. 
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